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用重正交化Lanczos法求解大型非正交归一基
稀疏矩阵的特征值问题

焦宝宝†

(上海理工大学理学院, 上海 200093)

( 2016年 4月 27日收到; 2016年 7月 5日收到修改稿 )

在 116Sn原子核壳模型结构下, 利用广义辛弱数截断多体空间得到的哈密顿矩阵是一个大型的实对称非
正交归一基稀疏矩阵, 因此求解大型矩阵的能量特征值和能量特征向量是原子核物理上的一个重要问题. 为
此, 利用重正交化Lanczos法与Cholesky分解法和Elementary transformation法相结合的方法, 实现了用内
存较小的计算机求解大型实对称非正交归一基稀疏矩阵的特征值和特征向量. 用这种方法计算小型矩阵得到
的特征值和精确值符合得较好, 且运用这个方法计算了 116Sn壳模型截断后的大型非正交归一基稀疏矩阵的
能量特征值, 得到的原子核低态能量与实验测量能量相吻合, 计算结果表明Lanczos法在Matlab编程和大型
壳模型计算中的精确性和可行性. 此方法也有助于求解一些中质核或者重核的低态能量, 同时也有利于用内
存稍大的计算机求解更大的非正交归一基矩阵的特征值问题.
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1 引 言

原子的壳层结构是解释元素周期性的基础, 能
很好地说明元素的物理、化学性质周期性源于原子

内电子的壳层排布, 同时壳层模型也可以很好地解
释许多核基态和低激发态的一些性质. 基于相互作
用和模型空间来研究原子核壳模型结构 [1,2], 找到
了原子核能量特征值与哈密顿元素之间的线性关

系 [3,4]. 因为模型空间通常太大而不容易或者不能
计算, 所以人们经常基于许多方法来截断 [5−9]壳模

型空间, 然后用计算软件通过不同的对角化方法来
找到近似的低态能量. 通常用这种方法研究幻数核
的基态和低激发态, 但是对于非幻数核壳层模型的
基态却不是一个很好的近似态.

许多理论研究和工程设计都涉及大型矩阵的

特征值问题. 例如: 金融学 [10]、大型结构动力学 [11]

和弹性结构的动力分析 [12]就要计算矩阵的部分特

征值和特征向量. 在大型原子核壳模型计算中, 感
兴趣的往往是几个较低的能量特征值, 而我们遇到
的问题是用内存较小的计算机通过Matlab编程软
件计算出大型非正交归一基稀疏矩阵最小的几个

特征值和特征向量. 因为在计算中选择的是非正交
归一基, 所以会得到重叠矩阵和哈密顿矩阵, 这将
在第 2部分给出解释. 对于价键组态空间维数较小
或者所占内存较小的实对称非正交归一基稀疏矩

阵, 可用Matlab 自带的函数来计算矩阵的特征值
和特征向量. 在计算的过程中, 计算机需要将重叠
矩阵和哈密顿矩阵读取到电脑的内存中去, 然后通
过计算得到矩阵的特征值, 但是对于价键组态空间
维数较大或者内存较大的矩阵, 就会出现内存不足
而导致计算停止的问题. 而且也没人用内存较小的
计算机来计算通过广义辛弱数 [13]截断 116Sn壳模
型得到大型非正交归一基稀疏哈密顿矩阵的能量

特征值和特征向量, 更何况在计算较多价键组态的
中质核或者重核时, 矩阵的维数或者存储内存会更
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大, 尽管计算机在飞速的发展, 还是不能满足计算
的要求. 因此, 寻找用内存较小的计算机来求解大
型非正交归一基哈密顿矩阵能量特征值的方法是

有意义的.
壳模型考虑价键组态混合和剩余相互作用, 通

过求解薛定谔方程得到原子核的波函数以及基态

和激发态的能量等. 基于锡元素的单极最优化相互
作用 [14],通过文献 [13]的计算得到的哈密顿矩阵是
一个大型的实对称非正交归一基稀疏矩阵, 所以就
要求解大型矩阵的部分广义特征值和特征向量. 在
Matlab编程计算中, 用Cholesky分解法按行 (列)
把重叠矩阵分解为一个上三角矩阵和一个下三角

矩阵, 并把矩阵按行 (列)保存为很多内存较小的文
件并依次读取, 用Elementary transformation法按
行 (列)来求解出上三角矩阵和下三角矩阵的逆矩
阵, 把逆矩阵按行 (列)保存为许多内存较小的文
件, 既克服了计算机内存不足的困难, 也便于下一
步的读取与计算. 有了这两步计算和变换, 就把广
义特征值问题转化为标准特征值问题了. 最后, 用
重正交化的Lanczos方法得到大型非正交归一基稀
疏矩阵最小的几个能量特征值和能量特征向量 [15].
比较结果表明, 算法在保证了计算可行性的同时,
也保证了计算的精确性, 而且这项工作不仅有助于
求解一些中质核或者重核的低能态, 也有利于用内
存稍大的计算机求解更大的非正交归一基矩阵的

特征值问题.

2 广义辛弱数截断下的广义特征值
问题

原子核壳模型能很好地描述轻质核及中质核

的低态能量和电磁跃迁以及衰变等特性, 同时也给
出了核子从一个轨道移动到另一个轨道需要的能

量和变化的量子数, 而原子核壳层模型的关键是选
择一个合适的哈密顿量. 原子核的态可以看成是模
型空间所有可能的态的叠加, 壳模型使用单体和相
互作用的哈密顿量, 通过求解壳模型空间的薛定谔
方程得到原子核的波函数、基态能量和低激发态的

能量等. 假定原子核有N个核子, 在非相对论近似
下, 体系的薛定谔方程可以写为

ĤVα(1, 2, · · · , N) = EαVα(1, 2, · · · , N), (1)

其中 Ĥ是哈密顿量, Eα 是特征值, Vα 是波函数.
在忽略三体和三体以上的相互作用下, 体系就成了
两体问题, 哈密顿量可以表示为

Ĥ = Ĥp + Ĥz + Ĥpz, (2)

其中 Ĥp代表质子部分的哈密顿量, Ĥz代表中子部

分的哈密顿量, Ĥpz代表质子 -中子相互作用的哈
密顿量.

由于哈密顿量具有空间转动不变性的特点, 所
以系统的总角动量J和Z轴投影的分量M都是守

恒量. 在计算过程中, 利用体系的波函数构造了
一组任意的基矢: |u⟩ 和 |w⟩ (非正交归一基), 因
为构造的基矢只有较好的M而没有较好的J , 所
以这种构造基矢的方法是M -scheme. 还有一种
构造基矢的方法叫J -scheme, 一般情况下, 由于
M -scheme 比J -scheme更方便, 所以我们选择M -
scheme. 在原子核壳模型结构下利用广义辛弱数截
断法计算时, 为了保证得到比较精确的结果, 在计
算的过程中要包含较多的价键组态, 因此得到的矩
阵维数一般会很大. 虽然辛弱数截断法有其计算的
优点, 但是一般情况下辛弱数截断法得到的矩阵要
比广义辛弱数截断法得到的矩阵大, 而且矩阵的维
数也不好控制, 或者处理起来也比较浪费时间, 所
以选择广义辛弱数截断壳模型空间得到大型的哈

密顿矩阵.
只计算中子部分的哈密顿量作用在子空间

上得到重叠矩阵和哈密顿矩阵. 重叠矩阵S的矩

阵元写为: Su,w = ⟨u | w⟩ ̸= δuw, 由定义知道
Suw = S∗

wu = (S+)uw, 所以S是一个厄米矩阵

(S = S+), 维数是n × n, 同时S也是一个大型的

实对称正定的稀疏矩阵. 另外, 假设原子核壳模型
哈密顿矩阵是H (H是一个厄米矩阵, H = H+),
H是一个维数为n× n的矩阵, 它的矩阵元表示为:
Hu,w = ⟨u | H | w⟩.

此时, 就要求解广义特征值了. 广义特征值问
题就是找到能量特征值 E, 能量特征向量 V ̸= 0,
即

HV = SV E. (3)

变换为

V = H−1SV E, (4)

其中, H−1表示矩阵H的逆. 为了更好地解决广
义特征值问题 [16], 大多转化为标准特征值问题, 其
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他的方法如广义Givens等 [17]. 在本文中, 转化为
标准特征值问题时用了Cholesky分解法 [18−20]和

Elementary transformation [21]法.
计算内存较小的矩阵, 用Matlab 命令 chol(S)

来完成Cholesky分解, 把重叠矩阵分解为下三角
矩阵Ls和上三角矩阵LT

s 的乘积. 然而, 当遇到超
出计算机内存的矩阵时, 就把重叠矩阵按行或列分
为多个文件, 然后按行或列把矩阵分解为一个下三
角矩阵和一个上三角矩阵. 在分解正定矩阵的过
程中, 用Matlab编程来实现. 事实证明, Cholesky
分解法在数值稳定性方面完全可以与Gauss消去
法相媲美, 而且它的运算量却比Gauss消去法少一
半, 同时也减少了计算中的许多比较和判断. 根据
Cholesky分解法, 可以一行一行地求解出下三角矩
阵Ls (转置后可求得上三角矩阵LT

s ), 然后一行一
行存储在一个较小的文件中, 这样就克服了电脑内
存不足的问题.

在求解内存较小矩阵的逆矩阵时, 用Matlab
命令 inv(Ls)来求解出下三角矩阵和上三角矩阵
的逆矩阵. 然而, 当遇到超出计算机内存的矩阵
时, 把矩阵按行或列分为多个文件, 用Elementary
transformation法求解出矩阵的逆矩阵. 根据Ele-
mentary transformation法, 可一行一行地求解出
下三角矩阵的逆矩阵 (转置后得到上三角矩阵LT

s

的逆矩阵), 然后一行一行存储在较小的文件中, 就
克服了电脑内存不足的问题.

S矩阵是一个实对称的正定矩阵, 用Cholesky
分解法可把S矩阵分解为一个下三角矩阵Ls和一

个上三角矩阵LT
s (L

T
s 代表矩阵Ls的转置)的乘积,

即

S = LsL
T
s . (5)

方程 (4)经过代换并且两边同时左乘LsL
T
s 变为

LsL
T
s V = LsL

T
s H

−1LsL
T
s V E. (6)

假设y = LT
s V ,再利用Elementary transformation

法, 经过变换, 方程 (6) 转化为

L−1
s HL−T

s y = yE, (7)

其中, L−1
s 代表矩阵Ls的逆, L−T

s 代表矩阵LT
s 的

逆. 假设A = L−1
s HL−T

s ,

Ay = yE, (8)

其中y代表特征向量. 这是一个大型矩阵的标准特
征值问题. 在第 3部分, 用Matlab编程的重正交化

的Lanczos方法计算得到矩阵的特征值和特征向量
E和y, 从而可得原矩阵的特征值和特征向量E和

V = L−T
s y. 在第 4部分通过比较说明这种方法是

有意义的.

3 Lanczos方法

Lanczos法具有两端的特征值最先收敛的特
点, 通过Lanczos迭代得到一个三对角矩阵. 三对
角矩阵的特征值与大型非正交归一基稀疏矩阵的

部分特征值一样, 通过迭代最小的特征值先收敛,
其他的特征值则会聚集在最小的特征值周围, 继续
迭代求解出其他的特征值和特征向量. 当得到最
小的特征值和特征向量时, 要继续迭代得到次小的
特征值和特征向量, 需要把最小的特征向量从模型
空间中剔除, 正交化是一个好的方法. 利用Gram-
Schmidt正交法 [22,23], 可得到任意向量的正交向
量. 此外, 在求解三对角矩阵时, 要得到一组正交
的向量, 也需要用到Gram-Schmidt正交法. 因此,
在Lanczos方法中正交化是不可缺少的一步, 如果
不能保证正交性, 计算中就会失去正交的Lanczos
向量, 就不能得到正确的特征值和特征向量, 例如:
如果正交化不完全, 计算得到的特征值会重复出
现. 通过使用Gram-Schmidt正交法, 用Matlab编
程计算后由 q̃i向量得到正交化的向量qi, 数学推导
公式如下.

第一个向量就是它本身,

q1 = q̃1. (9)

经过迭代可以求出第二个向量 q̃2, 计算可得第二个
正交化向量q2,

q2 = q̃2 − q1
⟨q1|q̃2⟩
⟨q1|q1⟩

. (10)

经过迭代可以求出第三个向量 q̃3, 计算可得第三个
正交化向量q3,

q3 = q̃3 − q2
⟨q2|q̃3⟩
⟨q2|q2⟩

− q1
⟨q1|q̃3⟩
⟨q1|q1⟩

. (11)

利用这样的推导法, 用Matlab编程计算, 得到所有
的正交向量.

3.1 Lanczos迭代

用Lanczos法计算时需要一个较大的内存空
间来存储大型矩阵, 但是由于计算机内存的限制,
需要把矩阵按行 (列)分为多个较小的文件, 然后
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在计算时一个一个地读取文件, 并且释放暂时不
用的变量, 这样就克服了计算机内存不足的缺点.
求解大型矩阵的特征值和特征向量的大多数方

法就是把矩阵三对角化, 即找到一个正交矩阵:
Qn = [q1, q2, · · · , qn], 使得大型稀疏矩阵 (维数是
n× n)变换成三对角矩阵Bn

[24], 矩阵方程为

QT
nAQn = Bn, (12)

其中, QT
n代表矩阵Qn的转置. 要想充分利用大型

稀疏矩阵的稀疏性, 就要直接计算矩阵Bn和Qn

元素的方法来实现矩阵的三对角化.
因为Qn是正交矩阵, 可知AQn = QnBn. 由

矩阵方程的第 i列可知,

Aqi = βi−1qi−1 + αiqi + βiqi+1. (13)

计算可得, αi和βi, 即三对角矩阵的对角元,

αi = qT
i Aqi,

βi = qT
i+1Aqi =∥ (Aqi − βi−1qi−1 − αiqi) ∥2,

(14)

其中, qT
i+1代表矩阵qi+1的转置. 反过来, 对于任

意给定的随机初始向量q1 ∈ Rn, ∥ q1 ∥2= 1, 由以
上公式递推可以得到qi, αi和βi,

α1 = qT
1 Aq1,

ri = (Aqi − βi−1qi−1 − αiqi)(β0q0 = 0),

βi =∥ ri ∥2,

qi+1 = ri/βi (其中βi ̸= 0),

αi+1 = qT
i+1Aqi+1, i = 1, 2, · · · , n− 1.

(15)

这就是Lanczos迭代.
现记: Qm = [q1, q2, · · · , qm], 由Qm可得三

对角矩阵B, 其中Qm 是正交向量.

B =



α1 β1   

β1 α2 β2

· · · · · ·

βm−2 αm−1 βm−1

βm−1 αm


. (16)

由文献 [24]可知, (15)式的矩阵形式为: AQm =

QmB + rmeT
m, 而矩阵B就是要得到的维数较小

的三对角矩阵.
A是一个大型的实对称稀疏矩阵, 矩阵的维数

是n× n, 由于电脑内存的限制, 所以把它按行 (列)

分为许多文件, A = [A1;A2; · · · ;Ag], 以便于电脑
依次读取矩阵文件. 在编程计算中会得到一系列
的非正交归一向量, 通过Gram-Schmidt正交法转
化为正交归一向量, 再经过计算就可以得到三对角
矩阵. 但是在求解三对角矩阵时, 有这样一个公式:
α = qTAq, 假设

v = Aq, (17)

计算时需要注意: 尽管矩阵A已经按行 (列)分为
许多文件了, 但是在此处计算时仍然不能用A直接

乘以q, 因为矩阵A已经失去了稀疏性, 需要占很
大的内存空间甚至计算机硬盘都不能存储了. 所以
要把A用其他形式替换, 如Aq = L−1

s HL−T
s q, 从

右向左依次计算, 因为q是一个列向量, 每次计算
后都是一个列向量, 这样就避免了由于电脑内存的
限制而导致计算停止的问题.

经过编程计算, 得到对称三对角矩阵B, B的
维数是m×m. 在一定条件下矩阵B的某些特征值

是原矩阵A的某些特征值的很好的近似. 由文献
[24]中的Kaniel-Paige-Saad理论可知, 随着m的增

加, B的两端的特征值会非常快地收敛到A的两端

的特征值, 而我们恰好要计算矩阵最小的几个特征
值. 在实际计算中也发现, 随着m 的增加, 矩阵B

的最小的几个特征值将会在迭代次数较少的情况

下与矩阵A的最小的几个特征值达到很好的近似,
即特征值的逼近程度随着m的增加越来越好; 另
外, 为了防止向量在迭代过程中失去正交性, 所以
每次迭代的初始向量都要进行重正交化. 然而, m
并不是越大越好, 因为我们要求解的是大型对称稀
疏矩阵的最小的几个特征值, m太大, 读取大型矩
阵的次数会更多, 延长计算时间; m太小, 又不能得
到所需正确特征值的个数. 所以合适地选取m 的

值, 得到对称三对角矩阵B, 计算求得矩阵B的特

征值, 再经过收敛迭代, 得到原矩阵的近似特征值.
下文中的算例也说明了这种方法的精确性和可靠

性. 接下来我们对迭代程序进行简要叙述.

3.2 收敛迭代

B是维数较小的对称三对角矩阵, 而求解三
对角矩阵的特征值和特征向量是一个标准的特

征值问题 [25], 所以运用Matlab 命令, [Y ,Em] =

eig(B), 可得矩阵的特征值, 表达式为

BY = Y Em, (18)
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其中Em是矩阵B的特征值, Y 是特征向量, 经过
多次迭代, 达到收敛精度, 迭代停止, 得到矩阵
A的特征值E和特征向量y(y = QY ), 如算法 1
所示, k是想要得到的最小的几个特征值的个数,
1 < iter < 300作为允许迭代的次数.

算法1 (收敛迭代)
1) kk = 1;
2) yn = q (q是一个随机向量, 归一化后作为

初始迭代向量);
3) 用Lanczos迭代法得到三对角矩B;
4) 用Matlab命令 [Y ,Em] = eig(B) (得出最

小的特征值E(1)和特征向量Y (1));
5) stavec = Q(:, 1 : m) ∗ Y (1);
6) yn(:, 1) = stavec (归一化的stavec作为

下一次迭代的初始向量);
7) Err = E(1, iter)− E(1, iter − 1);
8) Err < 10−10 (如果达到迭代停止的精度,

跳出循环, 继续下一个特征值的计算; 否则, 继续迭
代);

9) y1 = Q(:, 1 : m) ∗ Y (1) (矩阵最小的特征
向量);

10) EN = E1 (矩阵最小的特征值);
11) yn(:, 1) = y1;
12) yn = [y1, q] (q是一个新的随机向量, 与

Y1 正交归一化后作为求解第二个特征值的初始向

量);
13) for kk = 2 : k;
14) 重复程序 3)—8) (注意: stavec向量与前

kk−1个特征向量正交归一化后作为下一次迭代的

初始向量);
15) ykk = Q(:, 1 : m) ∗ Y (kk) (得到 Ekk和

Ykk);
16) EN = [EN ;Ekk];
17) yn = [y1, · · · ,ykk, q]; (q是新的随机向

量, 与前kk个特征向量正交归一化后作为下一个

特征值计算的初始向量);
18) end;
19) V N = LT

s ∗ yn(:, 1 : k).
根据算法 1, 得到大型非正交归一基稀疏矩阵最小
的k个广义特征值EN和广义特征向量V N . 运
用这个方法, 在一定程度上克服了电脑内存不足的
问题, 而且在计算机内存限制的情况下计算出较为
精确的特征值.

4 计算结果与讨论

利用重正交化Lanczos方法与Cholesky分解
法和Elementary transformation法相结合的方法,
计算了其他原子核壳模型的价键组态维数是

12022×12022的非正交归一基稀疏矩阵 (包含哈
密顿矩阵和重叠矩阵)的特征值和特征向量, 且与
计算机得出的精确值进行了对比. 在表 1中列出了
最小的 10个计算值和精确值. 因为计算机在计算
时也是选择了一个随机的向量开始迭代的, 所以每
次得到的特征值的精确度也不同, 经过分析和对
比, 选择小数点后十位作为精确值.

表 1 最小的 10个计算值和精确值
Table 1. The 10 smallest eigenvalues with calculated
and exact.

Values Exact values Calculated values

1 24. 7434570668 24. 7434570667

2 26. 0686615937 26. 0686615938

3 28. 2398305237 28. 2398305237

4 28. 4920457030 28. 4920457030

5 28. 7017471744 28. 7017471744

6 28. 9312301581 28. 9312301581

7 29. 0616260322 29. 0616260322

8 29. 0959693096 29. 0959693096

9 29. 3497754458 29. 3497754458

10 29. 5307621113 29. 5307621113

由表 1可以看出, 计算值和精确值仅仅在
10−10数量级上有差异, 对比结果说明了这种方
法的精确性和可靠性. 既然用这种方法计算出的特
征值比较准确, 因此就运用这种方法来计算大型的
非正交归一基矩阵的特征值和特征向量.

在 116Sn原子核壳模型下利用广义辛弱数截断
多体空间得到的哈密顿矩阵的维数或者矩阵所占

内存的大小是随着 s (s=2, 4, 6, 8; s代表未配对

的粒子数, 即广义辛弱数)的增大而增大, 能量计
算值的精确度也是随着 s的增大而提高的, 另外在
计算时可以看出, 基态能量的收敛比其他激发态
的要快. 本文中计算的是 s = 8的广义辛弱数截断
116Sn壳模型空间的哈密顿量的能量特征值问题,
截断得到的哈密顿矩阵的内存是 27.8 G, 维数是
646430×646430. 如果计算中质核或者重核时, 矩
阵的维数会很容易达到 108或者更大, 超出了目前
的计算能力, 所以寻找一种用内存较小的计算机
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求解更大的非正交归一基矩阵的特征值的方法是

有意义的. 本文中用内存仅为 3.6 G的计算机, 通
过运用重正交化Lanczos法与Cholesky分解法和
Elementary transformation法相结合的方法, 得到
了 116Sn原子核壳模型空间截断下的内存为27.8 G
的矩阵的部分能量特征值, 即 116Sn原子核几个低
态的能量. 表 2列出了几个计算值与实验测量值的
低态能量.

表 2 116Sn几个最低能态的计算值和实验测量值
Table 2. The calculation and experiment value of
116Sn for some smallest levels.

Levels
Experiment values

E e /MeV
Calculated values

Ec/MeV
|Ec − Ee|/

MeV
1 0 0 0

2 1.293560 1.250522 0.043038

3 1.756864 1.685395 0.071469

4 2.027480 2.170830 0.143350

5 2.112323 2.341860 0.229537

6 2.225379 2.643817 0.418438

7 2.266159 2.645112 0.378953

8 2.365975 2.706631 0.340656

9 2.390879 2.708133 0.317254

10 2.529202 2.750437 0.221235

实验测量值来源于NNDC网站, 网址: http://
www.nndc.bnl.gov/chart/getdataset.jsp?nucleus
=116SN.

本文中计算了 116Sn(只有价中子活跃而质子
不活跃, 且质子数是幻数的偶 -偶核)原子核的基态
能量和最低的 9个激发态的能量. 由表 2可知, 计
算值与实验测量值符合得尚好, 较高能态的计算值
和实验测量值的差值是几百keV, 而较低的几个能
态与实验测量值只差几十keV, 所以说这项工作是
有意义的. 理论上的解释也能说明符合较好的原
因, 因为那些较低能量的价键组态占了波函数大部
分甚至全部的贡献, 所以当给出一个比较合理的截
断之后舍去高能量部分并不影响波函数, 使得截断
计算能够得出比较好的结果. 计算结果同时也证
实了目前的广义辛弱数法重要的一点, 即当辛弱数
(Sn: s = 8)较大时, 低能态会达到较好的收敛而重
现. 另外, 在计算时发现, 基态的收敛比其他激发
态收敛得要快.

广义辛弱数截断后是在子空间中计算的, 降低
了矩阵的维数和复杂程度, 从而可以较容易地求解
出原子核较低的能级, 而且得到的能级与实验测量

值也较吻合. 然而, 有时在较大的广义辛弱数截断
下, 矩阵的维数仍然会非常大, 尤其对于那些质子
和中子都活跃的原子核. 这时可能需要额外的截断
或者限制未配对的粒子数. 对于给定了广义辛弱数
s的情况下, 子空间的维数以及算法的复杂程度与
价粒子数无关, 这与标准壳模型和辛弱数截断法形
成鲜明的对比. 虽然现在只运用于偶 -偶核的两体
哈密顿量中, 但是有些理论推导和相关的计算也能
很好地适用于奇粒子体系或者三体哈密顿量中.

原子核的能级是了解原子核结构和其他特性

的前提. 本文的计算可得到相应的原子核的能级,
所以这项工作有助于更深入、透彻地了解原子核的

结构. 同时, 也可以用此方法来求解一些中质核或
者重核的能级.

5 结 论

本文将重正交化Lanczos方法与Cholesky分
解法和Elementary transformation法相结合, 把广
义特征值问题转化为标准特征值问题, 把大型的标
准特征值问题转化为小型的三对角矩阵的标准特

征值问题, 得到一种用内存较小的计算机求解大型
实对称非正交归一基矩阵的特征值和特征向量的

方法, 而且此方法具有较高的收敛性. 用这种方法
计算得到小型矩阵的特征值与精确值相比较, 结果
表明这种方法具有较高的精确性.

根据此方法, 求解了在 116Sn原子核壳模型结
构下利用广义辛弱数 (s = 8)截断多体空间得到的
哈密顿矩阵的能量特征值, 与实验测量能量值的比
较结果说明了这一方法的有效性和可行性. 此外,
该方法不仅有助于求解某些中质核和重核的能态,
而且对于用内存稍大的计算机计算更大的非正交

归一基矩阵的特征值都有实际意义.

作者非常感谢在上海理工大学理学院贾力源老师的帮

助下得到重叠矩阵和哈密顿矩阵.
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Abstract

Using shell model to calculate the nuclear systems in a large model space is an important method in the field

of nuclear physics. On the basis of the nuclear shell model, a large symmetric non-orthonormal sparse Hamiltonian

matrix is generated when adopting the generalized seniority method to truncate the many-body space. Calculating

the energy eigenvalues and energy eigenvectors of the large symmetric non-orthonormal sparse Hamiltonian matrix

is of indispensable steps before energies of nucleus are further calculated. In the mean time, some low-lying energy

eigenvalues are always the focus of attention on the occasion of large scale shell model calculation. In this paper, by

combining reorthogonalization Lanczos method with Cholesky decomposition method and Elementary transformation

method, converting the generalized eigenvalue problems into the standard eigenvalue problems, and transforming the

large standard eigenvalue problems into the small standard eigenvalue problems, we successfully calculate the eigenvalues

and eigenvectors of large non-orthonormal sparse matrices with the help of computers with limited memory. The values

obtained by using this method to calculate the small matrix agree with the exact values, which demonstrates that this

method is accurate and can be used to calculate the energy eigenvalues and energy eigenvectors of large symmetric non-

orthonormal sparse matrix. We take 116Sn (s = 8, the number of unpaired particles, namely the generalized seniority)

as an example in which there are active valence neutrons but inert protons at the magic number, and calculate ten of

its lowest energy eigenvalues. Through calculation, we find that among these low-lying energy eigenvalues, the lowest

energy eigenvalue converges fastest. A comparison between the calculation values and the experiment values shows that

the difference between the calculated high-lying energy eigenvalue and its corresponding experimental one arrives at

hundreds of keV, while for the low-lying energy eigenvalue, its calculation value can reach an accuracy of a few tens of

keV. The results demonstrate that the Lanczos method is feasible in Matlab programming and shell model calculations.

The significance of this research lies in the fact that this method will not only greatly help to calculate and obtain the

low-lying energy eigenvalues of some medium-mass and heavy nuclei, but also possess great importance in calculating

partial eigenvalues involved in large matrices in other theoretical researches and engineering designs.
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