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双分散颗粒体系在临界堵塞态的结构特征∗

张威 胡林† 张兴刚‡

(贵州大学物理系, 贵阳 550025)

( 2015年 5月 19日收到; 2015年 9月 14日收到修改稿 )

堵塞行为是颗粒体系中一种常见的现象, 其力学性质与堆积结构的关联非常复杂. 本文采用离散元法研
究了由两种不同半径颗粒组成的二维双分散无摩擦球形颗粒体系在临界堵塞态所呈现的结构特征, 讨论了大
小颗粒粒径比与大颗粒百分比对临界堵塞态的影响. 数值模拟结果表明, 当粒径比λ小于 1.4时, 临界平均接
触数与大颗粒百分比关系不大, 当粒径比λ大于 1.4时随着大颗粒百分比的增大临界平均接触数先减小再增
大. 而临界体积分数在粒径比λ小于 1.8时随着大颗粒百分比的增加先减小后增大, 大于 1.8时又基本不随大
颗粒百分比而变化. 大颗粒百分比在接近 0或 1 时, 系统近似为单分散体系, 临界平均接触数与体积分数基本
不随半径比的增大而变化; 在接近 0.5时, 临界平均接触数随着半径比的增大逐渐减小, 而临界体积分数则是
先减小后增大. 文中对大 -小颗粒这一接触类型的百分比也进行了探讨, 其值随着大颗粒百分比的增大呈二次
函数的变化趋势, 粒径比对这一变化趋势只有较小的影响.

关键词: 堵塞态, 平均接触数, 体积分数, 接触类型
PACS: 45.70.–n, 46.70.Lk, 61.43.Bn DOI: 10.7498/aps.65.024502

1 引 言

在颗粒体系中, 体积分数是反映堆积状态的重
要物理量, 当颗粒的体积分数足够小时, 颗粒堆表
现为疏松态; 随着体积分数的逐渐增大, 体系可以
承受一定的应力, 表现为堵塞态 [1,2]; 从疏松态到
堵塞态的临界转变点处称为临界堵塞态. 1998年,
Liu 和Nagel首次提出用相图来描述不同系统的堵
塞状态, 相图表明是否发生堵塞主要取决于三个因
素:温度、密度和载荷, 这对于研究颗粒物质、胶体
系统、泡沫材料等物质体系有重要的意义 [2]. 后来,
许多学者对零温度下颗粒体系处于临界堵塞态附

近的性质进行了实验、计算机模拟以及理论研究.
如O’Hern等对二维双分散无摩擦球形颗粒堆的堵
塞过程进行数值模拟, 发现颗粒体系从疏松态向
堵塞态转变的过程中存在一临界体积分数ϕC, 在
该点处颗粒的平均接触数Z从 0变为ZC = 4, 体

系的体弹性模量由0变为非 0; 在临界点附近, 压强
P , ∆Z = Z − ZC都与∆ϕ = ϕ − ϕC成幂律增长

关系 [3,4]; Majmudar等利用光弹性颗粒进行实验
研究, 得出类似的结论 [5]. 孙其诚等发现在微摩擦
体系中临界堵塞态附近压强P与∆ϕ幂率关系依然

满足; 只是与光滑颗粒不同, 表面粗糙的颗粒组成
的体系临界体积分数ϕC不惟一, 其取值与颗粒摩
擦系数、加载过程密切相关 [6]. 最近有研究者指出,
在颗粒堆受到单向压缩的过程中, 首先会出现只在
压缩方向可以承受一定应力而不发生压力转向的

状态, 称为脆性态, 随着压缩的进行压力发生转向,
各个方向都可以承受一定压力, 这时称系统达到堵
塞态 [7]. 胡林小组也通过实验的方法给出二维晶格
颗粒堆积中转向系数的饱和值随堆积角的增大而

逐渐减小 [8]. 堵塞态处的几何结构与力学性质在我
国也有很多学者研究. 例如, Xu 等就通过模拟的
方法研究了颗粒间作用势分别为简谐势和赫兹势
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的堵塞颗粒堆在分别施加恒剪切和准静态剪切时

体系屈服应力、剪切模量、力网结构的变化特征 [9].
之前, Hu小组也通过统计配位数、应力的概率分
布研究了两种颗粒作用势下颗粒堆在不同堵塞时

刻的几何与力学特征 [10]. 从前人的研究中我们发
现:对于单分散颗粒体系, 尤其是二维系统中当颗
粒堆接近堵塞态时很容易出现晶格化, 因此研究者
通常采用双分散颗粒体系获得无序的堆积结构. 在
双分散颗粒体系中, 大小颗粒的粒径比λ = R/r与

大小颗粒的个数比γ = NB/NS是两个重要的反映

体系组成成分的参量. 前人的研究中 [3−9], 基本选
取上述两个参量的一些典型取值 (例如λ = 1.4 : 1,
γ = 1 : 1)进行了讨论.

为了进一步探讨双分散颗粒体系中组成成分

对临界堵塞态体系结构的影响, 本文采用离散元法
对不同粒径比λ以及个数比γ的二维双分散颗粒体

系进行数值模拟, 研究了粒径比、个数比对临界堵
塞态体系的平均接触数与体积分数的影响; 同时还
讨论了接触类型的百分比随组成成分的变化关系,
并从概率的角度给出了解释.

2 DEM模型

离散元法 (DEM)已成为颗粒体系研究中普遍
采用的模拟方法 [5,6,9−12]. 本文研究的体系由刚性、
无黏结、光滑的二维球形颗粒随机堆积而成, 采用
周期性边界条件, 在无重力的情况下通过逐步增大
颗粒半径使系统由疏松态向堵塞态转变. 具体过程
如下 [12,13]:首先在 1 m × 1 m的周期性边界内均匀
随机地产生总个数为N = NB +NS, 初始半径分别
为R0, r0的大小颗粒组成的颗粒堆, 为方便讨论,
这里采用大颗粒占总颗粒数的百分比kB = NB/N

来控制两种颗粒在体系中的成分; 显然, 小颗粒的
百分比为kS = 1 − kB. 初始情况下, 大小颗粒的
半径都比较小且颗粒间没有相互接触, 体系处于疏
松态. 接下来, 逐步地使每一颗粒的半径按恒定增
长率 η增大 (将各个颗粒的半径都变为原来的1 + η

倍), 其中0 < η ≪ 1, 显然, 半径的增大并不会改变
粒径比λ. 但随着颗粒半径的逐渐增大, 颗粒间距
变小直至互相接触, 颗粒系统的体积分数增大, 必
然导致颗粒间相互作用力的逐渐增大, 进而影响整
个系统的力学平衡. 因此, 颗粒半径增大一次就让
体系发生一个带有能量耗散的动力学过程, 经过一

定的时间, 系统就会处于对应体积分数下的力学平
衡态. 随着体积分数的逐步增大, 体系会从疏松态
进入到可以持续承受一定应力的堵塞态. 设定体系
中压强的最大值, 当体系压强达到阈值时颗粒半径
停止增大, 这样就得到了不同时刻对应体积分数下
的堆积样本. 最后, 改变粒径比λ与大颗粒百分比

kB, 重复上述模拟过程, 结合颗粒半径增大过程中
体系压强随体积分数变化曲线的分析, 就可以获得
不同粒径比和大颗粒百分比条件下临界堵塞态的

堆积样本. 图 1中给出了双分散颗粒体系在临界堵
塞态处的无序堆积的结构.
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图 1 双分散体系在临界堵塞点处的堆积结构

Fig. 1. The bi-disperse packing structure of granular
system at J point.

在本文的模拟中可设定的参量包括大小颗粒

总数、刚度系数、增长率等. 表 1给出了模拟过程中
一些主要参量的取值. 体积分数描述是颗粒体系宏
观几何性质的重要参量, 其计算公式为

ϕ =

NB∑
i=1

AB +

NS∑
j=1

AS

A
=

NB∑
i=1

πR2 +

NS∑
j=1

πr2, (1)

其中AB, AS分别表示大、小颗粒的面积, A表示
系统边界所围的面积, 本文中A = 1. 为了通过
堆积样本中颗粒体系的接触结构及接触力计算体

系的压强, 需要在颗粒体系中建立笛卡尔坐标系
{O; e1, e2}. 设第n个颗粒的接触数为Zn, 该颗粒
上第 i个接触点的法向接触力大小为Fni,接触点到
该颗粒中心的距离为 rni, 接触角为 θni, 则体系的
总力矩张量为

S =

N∑
n=1

Zn∑
i=1

Fnirni(cos θnie1 + sin θnie2)

× (cos θnie1 + sin θnie2). (2)
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系统的压强p为

p =
1

2
tr S
A

=
1

2

N∑
n=1

Zn∑
i=1

Fnirni. (3)

根据 (1)和 (3)式计算颗粒半径增大过程中得到的
静态堆积样本, 可以得到如图 2所示的 p-ϕ变化关
系. 从图 2中可以看到 [14], 随着体积分数的增大,
图中的J点处的体弹性模量由0突然变为非0, 体系
由非堵塞态转变为堵塞态, J点即为临界转变点.

表 1 模拟过程的主要参数

Table 1. The major parameters used in the simulation.

可变参数 参数取值

颗粒总数N/个 2050

大颗粒个数比 kB 0.1—0.9

颗粒法向刚度 kn/N·m−1 1000

颗粒切向刚度 ks/N·m−1 0

大小颗粒半径比 λ 1.2—2

颗粒半径增长率 η 5× 10−4

0.82 0.83 0.84 0.85 0.86 0.87 0.88 0.89 0.90

0
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图 2 双分散体系中压强与体积分数的关系

Fig. 2. Pressure versus packing fraction for bi-disperse
granular systems.

3 模拟结果与分析

3.1 平均接触数

平均接触数是反映堵塞态下颗粒体系接触网

络拓扑结构的重要统计量, 它与体系的力学性质密
切相关. 设大颗粒的平均接触数为ZB, 小颗粒的平
均接触数为ZS, 则体系的平均接触数ZC为

ZC =
ZS ·NS + ZB ·NB

N

=ZS + (ZB − ZS)kB. (4)

(4)式中当大颗粒百分比kB取 0或 1时平均接触数
ZC为ZS或ZB, 即表示单分散颗粒的堆积; 对模拟
结果进行统计发现, 随着大颗粒百分比的增加ZB

与ZS均减小, 随着粒径比的增大ZB增加而ZS逐

渐减小, 但总保持ZB > ZC. 为了深入探究粒径
比与大颗粒百分比对临界堵塞态结构特征的影响,
这里通过统计的方法对临界堵塞态处平均接触数

进行研究. 图 3给出了不同粒径比λ下平均接触数

ZC随大颗粒百分比kB的变化关系. 模拟结果表
明:当粒径比λ小于 1.4时, 平均接触数ZC与大颗

粒百分比的关系不大, 此时得到的结果与前人研究
中粒径比λ为 1.4时得出的ZC ≈ 4相吻合 [3,6]. 当
粒径比大于 1.4时, 平均接触数ZC随着大颗粒百分

比kB的增大先减小再逐渐增大, 在kB = 0.5 (即大
小颗粒个数比γ = 1 : 1)时ZC取最小值. 值得注
意的是, 当大颗粒百分比接近于0或1时, 此时对应
的颗粒体系近似于单分散的体系, 因此这两点处的
平均接触数基本相同. 但大颗粒百分比接近 0.5时,
临界平均接触数ZC随着粒径比的增加逐渐减小.
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图 3 不同粒径比条件下的ZC-kB 关系

Fig. 3. Average contact number at J point versus the
percentage of larger particles for different particles-
radius ratio.

3.2 体积分数

二维颗粒体系在单分散情况下容易形成规则

的六角晶格, 而双分散体系一般会形成无序的堆积
结构, 这就使得单分散体系的临界体积分数大于双
分散体系. 由此可见, 颗粒体系的临界体积分数与
体系的组成成分密切相关. 图 4中给出了不同粒径
比、大颗粒百分比下临界体积分数的统计结果. 从
统计结果可以看到: 当粒径比λ大于1.8时, 临界体
积分数ϕC与大颗粒百分比的关系不大; 当粒径比
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小于 1.8时, 临界体积分数随大颗粒百分比的增加
先减小再增大, 在kB = 0.5时ϕC取最小值, 并在λ

为1.4时与前人研究结果一致 [3,6]; 同样, 在kB趋于

0或 1时体系可看成单分散系统, 因此临界体积分
数ϕC在各种粒径比下都接近于0.85. 趋近于 0.5时
随粒径比的增大先减小再增大.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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图 4 不同粒径比条件下的 ϕC-kB关系

Fig. 4. packing fraction at J point versus the per-
centage of larger particles for different particles-radius
ratio.

3.3 接触类型

接触类型的研究可对颗粒体系的接触结构有

更深入的了解. 二维双分散颗粒体系中的接触类
型有大颗粒与大颗粒接触 (简称大 -大型)、小 -小
型、大 -小型三种接触类型, 将它们的个数分别记
为:NBB, NSS, NBS. 显然它们满足

NBB +NSS +NBS =M, (5)

ZB ·NB = 2NBB +NBS, (6)

ZS ·NS = 2NSS +NBS, (7)

其中M = ZC · N/2表示总接触数. 这里主要
对大 -小接触类型占总接触数的百分比:

pBS = NBS/M. (8)

随粒径比λ以及大颗粒百分比kB的变化进行讨论.
由图 5所示的模拟结果可以发现:大 -小接触类型的
百分比 pBS与粒径比λ关系不大, 但随着大颗粒百
分比kB的增大先增大后减小; 在kB = 0.5处取得

最大值 pBS = 0.5. 可以从概率的角度对此进行解
释, 对于任意的粒径比, 已知大小颗粒个数所占比
例分别为kB, kS. 初始情况下颗粒体系在周期性边
界内均匀随机地分布, 如果把颗粒间接触点的形成

看成是通过两次随机选取颗粒的过程而形成的, 并
且假定这两次选取颗粒是相互独立的. 那么, 第一
次取到大球第二次取到小球或第一次取到小球第

二次取到大球所形成的接触类型都是大 -小型, 因
此大 -小接触类型出现的概率为

pBS = 2kB · kS, (9)

将kB + kS = 1代入得

pBS = 2kB − 2k2B. (10)

(10)式表明大 -小接触类型百分比 pBS与大颗粒百

分比kB满足二次函数关系, 图 5给出了模拟结果
与该理论结果的对比. 可以看到, 粒径比λ较小时,
模拟结果与理论结果很接近; 粒径比λ较大时, 模
拟结果与 (10)式的理论结果有所偏差. 因为当粒径
比较大时体系就会出现小颗粒包围大颗粒的特殊

几何结构就不满足概率理论解释的随机条件, 因此
λ较大时模拟结果与概率分析有一定偏离.
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图 5 不同粒径比条件下的 pBS-kB 关系

Fig. 5. The percentage of large-small contact type at
J point versus the percentage of larger particles for
different particles-radius ratio.

基于以上讨论还可对前人为何选取λ = 1.4 :

1, kB = 0.5研究给出解释. 从几何结构来看:为
了研究双分散体系, 所选取的大小颗粒的半径就
要有明显的差异, 但如果粒径比取太大随着压缩
的进行又会出现小颗粒包围大颗粒的特殊几何结

构不能很好地反映随机堆积; 同时, 所选取的大
小颗粒个数比应体现双分散系统的几何结构无序

性, 显然当大小颗粒个数相等时体系无序度最大
(即kB = kS = 0.5). 从数据研究结果来看:当λ小

于1.4时, ZC随kB基本不变、pBS几乎与λ无关; 而
ϕC随λ的逐渐增大先减小再增大, 在λ = 1.4 : 1时
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取得极小值; 同时平均接触数ZC、临界体积分数

ϕC、大小颗粒接触类型百分比pBS在kB = 0.5时均

取得极值. 因此, 在λ = 1.4 : 1, kB = 0.5时既满

足了几何结构的要求又具有性质研究的代表性, 故
前人就多选取λ = 1.4 : 1, kB = 0.5进行研究. 那
么, 对于不同初始条件下临界堵塞态附近的幂率
关系是否依然满足?通过进一步研究发现:压强P

与体积分数变化量∆ϕ依然满足P ∝ (ϕ − ϕC)
ψ的

幂率关系, 并在不同初始条件下ψ = 1.05 ± 0.1与

前人所得ψ = 1基本一致 [3,5]; 平均接触数也符合
Z −ZC ∝ (ϕ−ϕC)

β的变化趋势且β取值均接近文

献 [3—5]中所得指数 0.5. 其中ZC与ϕC取值与初

始条件相对应. 因此, 在二维双分散无摩擦系统中
粒径比、大小颗粒个数比对临界堵塞态附近的幂率

规律几乎无影响.

4 结 论

本文采用DEM模拟研究二维双分散无摩擦球
形颗粒体系在临界堵塞态处的结构特征, 对不同
的粒径比、大颗粒百分比进行了讨论. 通过对模拟
结果的统计发现, 临界平均接触数ZC与临界体积

分数ϕC随大颗粒百分比kB的增加有相类似的变

化趋势, 都是先减小再增加; 这是因为随着kB的增

大, 体系由接近单分散变为远离单分散的双分散
体系, 然后又变为接近单分散的体系. 但是粒径比
λ对ZC与ϕC产生的影响效果却不同, 随着粒径比
的增大, 临界平均接触数逐渐减小, 而临界体积分
数却先减小后增大. 大 -小这一接触类型的百分比
pBS随大颗粒百分比的增大近似地呈二次函数的变

化趋势, 而粒径比对这一变化趋势只有较小的影
响. 同时根据研究结果对前人研究双分散体系所取
典型值进行了解释并发现不同初始条件下临界堵

塞态附近的幂率关系依然满足. 本文的研究结果对
于进一步探讨堵塞态颗粒体系的宏观性质与微观

结构的联系有一定的意义.
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Abstract
A jammed state is a common phenomenon in complex granular systems, in which the relationship between the

mechanical properties and the geometric structures is very complicated. The critical jammed state in a two-dimensional
particle system is studied by numerical simulation. The system is composed of 2050 particles with two different radii,
whose distribution is random. Initially the particles with a smaller radius are of a looser distribution in the given space.
When the radius increases, a transition from the looser state to the jammed state happens. The particle dimension-radius
ratio λ and the percentage of large particles kB play primary roles in this system, which are discussed in detail based on
the statistical analysis of the average contact number, packing fraction, and contact type. By analyzing the relationship
between pressure and packing fraction of the granular system, the critical jammed point for the applied pressure to
the boundary can be found. Numerical simulation result shows that no obvious connection exists between the average
contact number and the percentage of large particles for the case that the particle dimension-radius ratio is less than
1.4. The average contact number approximate to 4 when λ = 1.4, which is consistent with previous conclusions. The
average contact number first decreases and then increases when the percentage of large particles become larger in the case
λ > 1.4. A minimum value ϕC = 0.84 is obtained when kB = 0.5. When the percentage of large particles increases, the
critical packing fraction decreases first and then increases in the case λ < 1.8, but it almost keeps constant for λ > 1.8.
When the percentage of large particles is close to either 0% or 100%, the granular system is approximately mono-disperse.
In this case, the average contact number and packing fraction become constant. When the percentage is close to 50%,
the critical average contact number decreases all the time with larger particles-radius ratio, while the critical packing
fraction decreases first and then increases. The percentage of large-small contact type is also discussed. The value varies
following a quadratic function with the increase of the percentage of large particles, while the particles-radius ratio has
slight impact on this variation. Specifically, we have calculated the percentage of large-small contact type based on
probabilistic method, and the result agrees well with the simulation results. We give the reason why previous researchers
studied the case of λ = 1.4 : 1 and kB = 0.5 on the basis of results in this paper, and find that the values of λ and kB

have no influence on the power-law relation around the critical jammed state.
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