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基于频域信息交换的随机共振研究∗

刘进军1) 冷永刚1)† 赖志慧2) 谭丹1)

1)(天津大学机械工程学院, 天津 300350)

2)(南昌大学机电工程学院, 南昌 330031)

( 2016年 6月 27日收到; 2016年 8月 22日收到修改稿 )

针对经典随机共振检测大参数信号的困难, 提出了基于频域信息交换的随机共振方法, 并根据相移的单
边带信号调制理论阐述了频域信息交换的随机共振机理. 为了克服变尺度随机共振采样频比的制约, 给出了
基于变尺度频域信息交换的随机共振信号检测方法. 数值模拟和信号检测性能分析表明, 基于变尺度频域信
息交换的随机共振方法具有更有效的采样频比, 更便于工程实际的应用.
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PACS: 05.45.–a, 05.40.–a, 02.60.Cb DOI: 10.7498/aps.65.220501

1 引 言

自 20世纪 80年代意大利物理学家Benzi等 [1]

发现随机共振现象 (stochastic resonance, SR)以
来, 随机共振理论得到了广泛关注, 其中McNa-
mara和Wiesenfeld [2], Gammaitoni等 [3]和胡岗 [4]

对随机共振的机理进行了系统的理论分析和阐述.
随机共振是一种通过噪声、信号和非线性系统的协

同作用, 使部分噪声能量向信号转移, 从而使非线
性系统输出信噪比得到提高的信号增强现象. 研究
表明, 在合适的噪声强度条件下, 系统输出信噪比
将达到峰值, 类似于力学中的共振现象, 因此这种
现象被称为随机共振现象.

随机共振理论已在多个领域得到了深入研究

和应用. 如在生物工程领域, Bates等 [5]在细胞内

部关联遗传感知中发现了随机共振现象, 因为基因
表达本质上是一个含有噪声干扰的表述过程, 在
最优随机噪声协助下能够有效地增强对学习事件

的表达. 在图像工程领域, 为了将传统的一维随机
共振理论应用于二维图像处理, Yang等 [6]研究了

二维调参随机共振并用于滤除图像中的高斯噪声,

与低通滤波器相比该方法的误码率较低; Dylov和
Fleischer [7]在自聚焦介质中发现了基于动态随机

共振的含噪图像非线性自滤波现象; Jha等 [8]将随

机共振用于低照度图像的增强处理, 通过噪声添加
和阈值设定获得了较好的增强结果. 在信号传输领
域, Duan和Xu [9]将参数调节的双稳态随机共振系

统应用于数字通信系统的接收装置中, 对加性高斯
白噪声信道中的二进制脉冲幅度调制信号进行接

收. 通过对非线性接收装置的性能分析, 发现了数
字信号传输中参数调节随机共振现象. 在机械故障
诊断领域, Hu 等 [10]研究了基于随机共振理论的微

弱特征信号检测方法, 并在机械故障早期诊断中得
到了应用; Li等 [11]针对冲击信号研究了基于滑动

窗的自适应随机共振检测方法, 并用于齿轮箱的故
障信号检测; Wang等 [12]将小波变换和随机共振结

合, 实现了对滚动轴承中的瞬变故障信号检测; Shi
等 [13] 和Han等 [14]研究了基于小波变换和随机共

振的多频微弱信号检测方法. 此外, 在基础理论研
究方面, 文献 [15]研究了非饱和随机共振系统的机
理, 发现非饱和随机共振系统输出的信噪比要高于
传统的饱和随机共振系统; 文献 [16—18]研究了在
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相关联的乘性和加性噪声驱动下线性系统和双稳

系统中的随机共振现象, 分析了噪声间互相关系数
对随机共振系统输出的影响.

在实际工程信号检测处理应用中, 由于绝热
近似小参数条件的限制, 使得随机共振的大参数
信号检测成为困难, 因此制约了其工程大参数信
号 (如频率大于 1 Hz的信号)处理的进一步扩展应
用. 为了克服这一限制, 人们提出了多种解决方法,
如变尺度随机共振 [19,20](亦称二次采样随机共振)、
参数归一化随机共振 [21,22]、基于调制解调随机共

振 [23,24]和移频变尺度随机共振等 [25]. 这些方法实
质上是将大参数信号变换成满足绝热近似条件的

小参数信号, 从而实现大参数信号的随机共振检
测, 已在工程应用中取得了一定的效果. 然而这些
方法的使用又都存在各自的局限性, 如变尺度随机
共振和参数归一化随机共振需要较高的采样频比

(采样频率与待测信号频率的比值); 基于调制解调
随机共振方法不仅需要较多的采样点数, 而且通过
双边带调制 (double-side band modulation, DSB)
获取差频信号时, 特征信号与其附近频率较低的信
号会同时被调制到差频处, 产生信号的叠加, 会影
响检测效果; 移频变尺度随机共振将滤波、调制和
变尺度结合在一起, 实现大参数信号的检测, 该方
法虽然能够降低采样频率、减少采样数据量, 但所
用移频法仍基于双边带调制理论, 所以高频端仍会
产生信号的叠加现象. 针对目前大参数信号随机
共振检测存在的问题, 本文提出了基于频域信息交
换的大参数信号随机共振检测方法, 该方法通过交
换特征信号的频域信息与小参数频率处的信息, 可
实现低采样频率的大频率参数信号的检测, 从而扩
展了随机共振的应用范围, 更有利于工程的实际
应用.

2 随机共振

以布朗粒子在双稳势阱中的跃迁振荡为例, 在
周期信号和噪声的联合驱动下, 布朗粒子在双稳势
阱中过阻尼运动模型可表示为Langevin方程:

dx
dt = −U ′(x) + sp(t) + n(t), (1)

式中, sp(t)为幅值为A, 频率为 f0的周期信号

sp(t) = A sin(2πf0t); n(t)为高斯白噪声, 其均值
和自相关函数满足 ⟨n(t)⟩ = 0, ⟨n(t)n(t − τ)⟩ =

2Dδ(τ), D为噪声强度; U(x)为双稳系统的势函

数, 通常表示为

U(x) = −a

2
x2 +

b

4
x4, (2)

其中a和 b分别为系统参数.
当外界噪声强度和周期信号幅值较小时,

Gammaitoni等 [3]给出了方程 (1)的近似统计响应
解, 如下式:

⟨x(t)⟩ = x sin(2πf0t− ϕ), (3)

式中响应幅度x和相位延迟ϕ分别为

x =
A⟨x2⟩0

D

rK√
r2K + π2f0

, (4)

ϕ = arctan
(
πf0
rK

)
. (5)

此处, ⟨x2⟩0 = a/b为静态非扰动系统 (A = 0)依
赖于噪声强度D的方差; rK为Kramers逃逸速率,
表示为

rK =
a√
2π

exp
(
− a2

4bD

)
. (6)

将 ⟨x2⟩0 = a/b和 (6)式代入 (4)式中可得

x =
aA

bD

√
1 +

2π4f2
0

a2
exp

(
a2

2bD

) . (7)

(7)式系统随机共振响应幅度x随噪声强度D的变

化曲线如图 1所示.
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图 1 (网刊彩色) 双稳随机共振系统响应幅度 x随噪声强

度D的变化 系统参数 a = b = 1, 信号幅值A = 0.4, 频
率 f0分别取 0.01, 0.05, 0.1, 0.3, 1 Hz
Fig. 1. (color online) Amplitude x of the periodic
component of the bi-stable SR system response vs the
noise intensity D for the same potential parameters
a = b = 1 and different periodic input signals with
the same amplitude A = 0.4 and different frequencies
f0 = 0.01, 0.05, 0.1, 0.3 and 1 Hz.

由图 1可知, 对于一定结构的双稳系统, 输入
信号的响应随着噪声强度的增大先增后降, 是典型
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的随机共振现象. 但在同一噪声强度下, 系统响应
幅度会随着输入信号频率f0的增加而降低, 特别是
当输入信号的频率远离小参数而趋于大参数时, 随
机共振现象逐渐消失, 如图 1中信号频率为1 Hz大
参数的绿色点线. 大频率信号随机共振消失的原因
在于, 尽管当粒子在双稳势阱中的Kramers逃逸速
率的一半等于驱动信号频率 (即 rK/2 = f0)时可以
产生随机共振, 但是对于一定结构的双稳系统, 由
(6)式知Kramers逃逸速率存在着极限值 rK lim, 显
然产生随机共振的信号频率 f0不能超过 rK lim/2,
因此随机共振的产生也就受到Kramers逃逸速率
的制约, 换言之, 随机共振只能在小频率参数范围
内实现.

如何将频率为大参数的信号变换到满足绝热

近似条件的小参数信号, 是能否使用随机共振检测
出大频率信号的关键. 为了解决该问题, 本文提出
基于频域信息交换的随机共振方法.

3 基于频域信息交换的随机共振

所谓频域信息交换就是在频域内将大参数信

号的频域信息交换到满足绝热近似条件的低频处

(以下称为基准低频 fl), 以使交换后的信号能够产
生随机共振. 频域信息交换流程图如图 2所示. 首
先将时域信号 sin(t)进行傅里叶变换得到信号的频

域信息 sin(f); 然后将 sin(f)中的特征信号频率 f0

处频域信息与基准低频 fl处的频域信息进行交换,
得到交换后的频域信息 s′in(f); 最后通过逆傅里叶
变换获得交换后的时域信号 s′in(t). 所以信号 s′in(t)

在基准低频 fl处就具有了原信号频率 f0处的幅值

信息A和相位信息φ. 将信号 s′in(t)作为双稳系统

的输入信号进行分析, 根据基准低频 fl处的谱值状

态, 可实现大频率信号的随机共振检测.
图 2双稳系统响应分析采用基于Runge-Kutta

算法的随机共振模型数值求解方法 [26], 本文所有
数值分析实例中关于方程 (1)的数值求解均采用如
下的四阶Runge-Kutta计算方法:

k1 = h(axn − bx3
n + sn),

k2 = h

[
a

(
xn +

k1
2

)
− b

(
xn +

k1
2

)3

+ sn

]
,

k3 = h

[
a

(
xn +

k2
2

)
− b

(
xn +

k2
2

)3

+ sn+1

]
,

k4 = h[a(xn + k3)− b(xn + k3)
3 + sn+1],

xn+1 = xn +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

n = 0, 1, · · · , N − 1, (8)

其中N为所输入数据的点数; xn和 sn分别表示系

统输出x(t)和方程 (1)输入数据 sp(t) + n(t)的第n

点数值; h为积分时间步长, 对应于数据的采样间
隔, 即h = 1/fs.

sin↼t↽ sin↼f↽ sin↼f↽' sin↼t↽ sout↼t↽'

图 2 大参数信号的频域信息交换流程图

Fig. 2. The flowchart of frequency-information exchange (FIE).

在变步长的Runge-Kutta法研究中, 文献 [27]
指出步长h的选取直接影响到计算的结果. 如果
步长h选得过大, 则不能保证计算结果的收敛性;
但如果h选得过小, 则会增加计算的步数. 这样不
仅增大了计算量, 还会导致舍入误差的过多累积.
对本文实例中所给出的数据点数、信号和噪声强

度一定的输入数据进行随机共振分析可知, 步长
h = 1/fs = 1/5能够保证计算结果的收敛性和稳

定性.
以图 1双稳系统对频率 f0 = 1 Hz特征信号的

响应为例, 对大参数频率信号的频域信息交换随

机共振给出进一步解释. 设 f0 = 1 Hz信号的幅值
A0 = 0.3, A0小于由a = 1和 b = 1构成的双稳系

统的跃迁临界值 0.385. 令采样频率 fs = 5 Hz, 采
样点数为 1000点. 因图 1中双稳系统响应最大值
对应的噪声强度约为 0.2, 故令高斯白噪声的强度
D = 0.2. 于是, 将频率 f0 = 1 Hz和幅值A0 = 0.3

的谐波叠加强度D = 0.2的白噪声作为双稳系统

的输入, 时域波形如图 3 (a), 其相应的双稳系统输
出时域波形如图 3 (c)所示. 显然双稳响应没有达
到双阱跃迁的随机共振现象, 只是单势阱内的振荡
响应. 对比双稳系统输入频谱图 3 (b)和输出频谱
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图 3 (d)不难发现, 输入信号的响应幅值不但没有
被放大,反而被大大削弱,这也验证了图 1中f0 = 1

Hz信号的低幅度随机共振响应曲线特征. 造成这
种现象的原因正是由于输入信号的频率 f0 = 1 Hz
不满足小参数条件.

为使大参数信号变换为符合绝热近似条件的

小参数信号, 以便了解其随机共振特性, 采用本文
提出的频域信息交换方法对图 3信号进一步分析.
首先将图 3 (b)输入频谱中的大参数信号1 Hz处的
频域信息与基准低频 (设置为 0.01 Hz)处的频域信
息进行交换, 那么在 0.01 Hz 处可以获得原大参数
信号的频谱信息, 如图 4 (b)所示. 然后将交换后
的频谱逆傅里叶变换得到图 4 (a)所示的时间波形,

以图 4 (a)波形作为双稳系统的输入信号, 可得到
系统输出时域波形图 4 (c)及其频域谱图 4 (d). 从
系统响应可知, 系统产生了明显的双阱大幅度跃迁
的随机共振现象, 而且在图 4 (d)的 0.01 Hz处的信
号幅值 1.208远大于原信号幅值 0.3, 表明原信号得
到了增强放大, 证明频域信息交换方法可以实现大
参数信号的随机共振检测.

由以上分析可知, 在离散数据处理时, 大参数
信号的频域信息能够交换到基准低频处的前提是

频率轴的分辨率必须足够高, 才能够保证在频域轴
上体现出基准低频的位置, 否则无法找到基准低频
的频域信息. 如上例中分辨率达到了 0.005 Hz, 基
准低频为0.01 Hz.
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图 3 (网刊彩色) 大参数信号的双稳随机共振系统输入与响应 (a)输入信号的时域波形; (b)输入信号的频谱; (c)双稳系
统响应的时域波形; (d) 双稳系统响应的频谱
Fig. 3. (color online) The response of the bi-stable SR system for the large-parameter input signal: (a) The input
signal waveform; (b) the input signal spectrum; (c) the output signal waveform; (d) the output signal spectrum.

3.1 基于频域信息交换的随机共振机理

频域信息交换的随机共振方法实际上是通过

基准低频信号和大参数特征信号的频率交换, 使得
大参数特征信号的频率满足小参数条件, 以驱动双

稳系统产生双阱间的跃迁, 实现特征信号的随机共
振检测. 这种信号的频域信息交换机理可以用相移
的单边带信号调制 (single-side band modulation,
SSB)给予解释. 图 5是基于相移的单边带信号调
制原理图.
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图 4 (网刊彩色) 频域信息交换的双稳随机共振响应 (a) 频域信息交换后的信号时域波形; (b)频域信息交换后
的信号频谱; (c)交换后信号的随机共振响应; (d)交换后信号的响应频谱
Fig. 4. (color online) The response of the bi-stable SR system based on FIE (FIESR): (a) The input signal
wave form processed by FIE; (b) the input signal spectrum of waveform (a); (c) the waveform and (d)
spectrum of the response of the bi-stable SR system.

(−p/2)

(−p/2)

sin(ωct↽

cos(ωct↽

s
SSB

↼t↽s↼t↽

图 5 SSB相移法原理图

Fig. 5. The flow chart of SSB.

信号 s(t)经过相移网络后, 会将其频率成分的
相位移动π/2, 这一相移过程实际上是图 6的希尔
伯特 (Hilbert)变换.

s↼t↽ h↼t↽ s↼t↽⌣

图 6 信号的希尔伯特变换

Fig. 6. Hilbert transform.

连续时间信号 s(t)的Hilbert变换 ŝ(t)定义为

ŝ(t) = H[s(t)] = h(t) ∗ s(t)

=

∫ ∞

−∞
s(τ)h(t− τ)dτ

=
1

π

∫ ∞

−∞

s(τ)

t− τ
dτ, (9)

其中H[·]表示取Hilbert变换.
Hilbert变换器的单位冲击响应为

h(t) =
1

πt
. (10)

Hilbert变换器的频率特性为

H(jω) = −jsgn(ω) =

−j, ω > 0,

j, ω < 0.
(11)

记H(jω) = |H(jω)| ejφ(ω), 则 |H(jω)| = 1, 相位可
表示为

φ(ω) =

−π/2, ω > 0,

π/2, ω < 0.
(12)

因此, 信号 s(t)的Hilbert变换可以当作使用
幅度为 1的全通滤波器对信号 s(t)滤波. 信号通过
Hilbert变换后, 信号的正频率成分做−π/2相移,
而负频率成分做π/2相移. 本文将基准低频信号和
特征信号的频域信息交换, 本质上是对这两个信号
分别进行上边带信号调制和下边带信号调制. 假
设基准低频信号为 sl(t) = Al cos(ωlt+ φl), 特征信
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号为 st(t) = At cos(ωtt+φt), 载波信号为 cos(ωct),
则基准低频信号的上边带信号调制为

slSSB(t) = sl(t)× cos(ωct)

−H[sl(t)]×H[cos(ωct)]

= Al cos(ωlt+ φl)× cos(ωct)

−Al sin(ωlt+ φl)× sin(ωct)

= Al cos[(ωl + ωc)t+ φl]; (13)

特征信号的下边带信号调制为

stSSB(t) = st(t)× cos(ωct)

+H[st(t)]×H[cos(ωct)]

= At cos(ωtt+ φt)× cos(ωct)

+At sin(ωtt+ φt)× sin(ωct)

=At cos[(ωt − ωc)t+ φt]. (14)

如果令载波信号的频率ωc = ωt − ωl, 则
(13)和 (14)式可写成: slSSB(t) = Al cos(ωtt + φl),
stSSB(t) = At cos(ωlt + φt). 由此可知 stSSB(t)和

slSSB(t)实现了 st(t)和 sl(t)的频率交换. 由于ωl是

小参数频率, 所以 stSSB(t)也就成为满足绝热近似

条件的小参数信号, 于是可进行随机共振的检测.
本文频域信息交换的随机共振调制方法与文

献 [23, 24]调制与解调随机共振的 “调制”方法以及
文献 [25]移频变尺度随机共振的 “移频”调制方法
的不同之处在于, 本文的方法是对两个频率信号分
别进行上边带和下边带的单边带调制, 而后两者方
法实际上都是采用了双边带信号的调制. 在处理多
频信号时, 双边带信号调制有可能造成下边带信号
之间或者下边带信号与上边带信号之间的幅值叠

加, 导致边带信号无法正确反映原始信号. 而频域
信息交换的单边带调制方法不存在这样的问题. 例
如, 对于单频输入信号 s1(t) = A0 cos(2πf0t)和载
波信号V (t) = cos(2πfct), 输入信号 s1(t) 的双边

带调制为

sDSB(t) = A0 cos(2πf0t)× cos(2πfct)

=
A0

2
cos[2π(f0 + fc)t]

+
A0

2
cos[2π(f0 − fc)t], (15)

0 50 100

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

/s

(a)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

(b)

X. ⊲

Y . ⊲ X. ⊲

Y . ⊲

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

(c)

X. ⊲

Y . ⊲

/Hz

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

/Hz

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

/Hz

X. ⊲

Y . ⊲

X. ⊲

Y . ⊲

0

0.2

0.4

0.6

0.8

(d)

X. ⊲

Y . ⊲

X. ⊲

Y . ⊲

图 7 (网刊彩色) 频域信息交换法与双边带调制法比较 (a) 1.2 Hz和 1 Hz 多频原始信号时域波形; (b) 1.2 Hz和 1 Hz
多频原信号频域谱图; (c) 双边带调制后的频域谱图; (d)频域信息交换的频域谱图
Fig. 7. (color online) A comparison of FIE and DSB: (a) The waveform of a multi-frequency signal with 1.2 Hz and
1 Hz; (b) the spectrum of the multi-frequency signal; (c) the spectrum of the multi-frequency signal modulated by
DSB; (d) the spectrum of the multi-frequency signal processed by FIE.
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(15)式 双 边 带 的 调 制 产 生 了 上 边带 信 号
A0

2
cos[2π(f0 + fc)t]和下边带信号

A0

2
cos[2π(f0 −

fc)t]. 现假设输入信号 s2(t)为双频信号 s2(t) =

0.4 cos(2π × 1 × t) + 0.6 cos(2π × 1.2 × t), 其时域
波形和频谱图如图 7 (a)和图 7 (b)所示, 若将频率
为1.2 Hz的子信号调制搬移到0.1 Hz处, 则载波信
号的频率应为 1.1 Hz. 那么按照 s1(t) × cos(2πfct)

的调制, 频率为 1 Hz的信号经调制后, 其下边带
调制信号的频率也是 0.1 Hz. 显然在 0.1 Hz频率
处, 两个频率信号的下边带调制幅值产生了叠加,
如图 7 (c), 其中在0.1 Hz处的幅值为0.5, 无法区分
1.2 Hz子信号的幅值0.3和1 Hz子信号的幅值0.2.

如果采用频域信息交换法处理, 首先通过傅里
叶变换可获得 1.2 Hz子信号的频域信息, 然后将其
交换到 0.1 Hz 处, 那么 0.1 Hz处的谱值也就具有
1.2 Hz处的频域信息,如图 7 (d)中0.1 Hz处的幅值
仍然为 0.6. 而另一子信号谱值仍然保持在 1 Hz处
不变. 因此, 频域信息交换法通过对低频信号采用
上边带信号调制和对大参数高频信号采用下边带

信号调制, 就避免了双边带信号调制易产生边带信
号间相互叠加的问题, 其随机共振的处理也就能准
确地检测出特征信号.

3.2 非整周期采样的频域信息交换

整周期截取的频率 f0信号经过频域信息交换

后, 在基准低频 fl处可以准确地反映 f0信号的幅

值. 然而当数据采集存在信号的非整周期截取时,
由于频谱泄漏的存在, 那么频域信息交换后, f0信
号的幅值信息就不能在基准低频 fl处予以准确地

完全反映. 例如, 图 8 (a)是频率为 f0 = 1.533 Hz、

幅值为0.6的时域波形信号. 假设采样频率为5 Hz,
采样数据长度为 1000点, 那么由于数据长度不
是 f0信号的整周期倍, 频谱出现泄漏, 而且由于
频域分辨率 (0.005 Hz)不能准确刻画 f0频率点,
f0 = 1.533 Hz的频谱被处理到 1.535 Hz处, 因此
在表示 f0频率点的 1.535 Hz处频谱幅值为 0.4539,
小于实际信号的幅值 0.6, 如图 8 (b). 在这种情况
下, 如果只将 1.535 Hz处的单频谱值信息交换到
基准低频 fl(如 0.05 Hz)处, 那么频谱泄漏部分的
信息会保留在高频位置. 于是经过频域信息交换
后的时域信号将包含大量的高频成分, 交换后的
时域波形将变得较为模糊, 如图 9 (a)所示. 但是
如果将 1.535 Hz点及其两侧泄漏的频段带宽 (如
1.535 Hz±0.045 Hz)的频域信息一起搬移到基准低
频处 (0.05 Hz±0.045 Hz), 那么原 f0信号的幅值信

息可以较准确地赋予低频信号, 交换后的时域波形
将变得清晰, 如图 9 (b)所示. 因此, 在频域信息交
换时, 为了保证幅值信息的完整性, 本文将特征频
率点及其两侧一小段频带的频域信息与同带宽长

度的基准低频带信息进行交换, 这种频段而非单频
的谱值信息交换可降低特征信息的丢失.

3.3 频域信息交换的噪声特性分析

对于频率 f0正弦信号和加性高斯白噪声构成

的双稳系统输入信号, 当f0处的频域信息交换到基

准低频 fl处时, 相应地在 f0和 fl处的噪声频域信

息也发生了交换. 由于高斯白噪声的均值和自相关
函数满足 ⟨n(t)⟩ = 0和 ⟨n(t)n(t− τ)⟩ = 2Dδ(τ), 其
功率谱密度是均匀分布的, 因此交换两个频率点的
噪声频域信息, 并不改变其功率谱密度, 噪声分布
特性也不会改变.
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图 8 (网刊彩色) 信号傅里叶变换中的频谱泄漏现象 (a) 时域信号波形; (b)频域谱图
Fig. 8. (color online) The spectrum leakage of FFT: (a) The waveform and (b) spectrum of a non-integer
period sampling signal.
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图 9 单频和频段的频域信息交换的时域波形 (a) 单频 1.535 Hz的频域信息交换; (b)频率 1.535 Hz及其两侧 0.045 Hz
带宽的频域信息交换

Fig. 9. Waveforms of the signal processed by exchanging single frequency information and narrow band spectrum
respectively: (a) The output waveform of the FIE system works at the single frequency 1.535 Hz; (b) the output
waveform of the FIE system works at the narrow band spectrum [1.49 Hz, 1.535 Hz].

4 低采样频比的频域信息交换随
机共振

对于实际工程大参数频率特征信号, 为了实现
其双稳随机共振的检测, 常用的一种方法是变尺
度随机共振方法. 该方法通过尺度变换将采样频
率 fs和特征信号频率 f0进行同比例压缩, 使大参
数频率的特征信号变换为满足绝热近似条件的低

频信号, 实现大参数频率信号的随机共振检测. 然
而变尺度随机共振方法受到采样频比k的限制 [19].
采样频比定义为采样频率与特征信号频率的比值

k = fs/f0. 通常当k > 50时才会有平稳的共振谱

峰, 也就是说变尺度随机共振可检出的信号频率范
围为 0 < f0 6 fs/50, 而对于 fs/50 < f0 < fs/2频

段的信号则不易准确地检出. 如果直接将基于频
域信息交换的随机共振应用于上述大采样频率、低

采样频比信号的检测, 通常是不可行的. 主要有两
方面的原因: 1)如第3节中提到频率轴分辨率问题,
对于数据点数N一定的数据, 采样频率 fs越高, 其
频率轴的分辨率∆f = fs/N也就越低, 如果无法
体现出基准低频位置, 也就无法进行频域信息交
换; 2)采样频率 fs越高, 其对应的积分时间步长也
就越小, 那么计算的数据量也就越大, 只有数据量
足够大的情况下才能保证双稳系统的输出产生随

机共振现象. 然而为了节省运算成本, 通常系统处
理的数据点N不会太大. 因此较大的采样频率也
就使得频域信息交换随机共振无法应用于信号检

测. 为了能检出满足采样定律的任意特征频率信
号, 本文将频域信息交换和尺度变换的思想结合,
提出基于变尺度频域信息交换的随机共振信号检

测方法.

4.1 变尺度频域信息交换的随机共振

变尺度随机共振在对采样频率为 fs和特征

信号频率为 f0的原始数据 sin(t)进行R-尺度变
换后, 采样频率变为 fsr = fs/R, 特征频率变为
f ′
0 = f0/R. 由于双稳方程 (1)响应解的步长h常取

为采样频率的倒数h = 1/fsr, 因此R的选择关系

到解的收敛性. 在采样频比k较低时, 一般很难找
出合适的R值既能保证R-尺度变换后的信号频率
f ′
0满足小参数条件, 又能保证方程 (1)解的收敛性,
以实现随机共振. 因此, 本文所给出的基于变尺度
频域信息交换的随机共振方法是, 首先选取合适的
R值保证双稳方程 (1)的数值解具有收敛性, 然后
对不满足小参数条件的R尺度变换特征频率 f ′

0进

行频域信息交换处理, 最后通过随机共振检测出特
征信号. 具体变换计算过程分析如下.

对于R-尺度变换, 特征信号的频率变换为
f ′
0 = f0/R, 其对应的时间尺度变换为 t′ = Rt.
于是原双稳方程 (1)所对应的尺度变换方程 [28]可

表示为

dx
dt′ = ax− bx3 +A sin(2πf ′

0t
′) + n(t′), (16)

式中噪声n(t′)与原噪声n(t)具有相同的分布特性.
当尺度变换后的频率 f ′

0不满足小参数条件 (绝热近
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似条件)时, 将频率 f ′
0处的频域信息交换到基准低

频 fl 处, 则方程 (16)可改写为
dx
dt′ = ax− bx3 +A sin(2πflt

′) + n′(t′), (17)

式中n′(t′)为交换后的噪声, 与噪声n(t′)或n(t)具

有相同的分布特性. 对方程 (17)数值求解, 可得到
基准低频 fl处的频谱特征, 据此可反映频率 f0信

号的特征.

4.2 大参数信号检测的数值分析

设大参数特征信号是幅值A0 = 0.1和频

率 f0 = 260 Hz的谐波信号, 该谐波信号与强
度D = 1的高斯白噪声叠加混合成为信噪比

SNR = −27.8 dB的输入信号 sin(t), 从 sin(t)的时

域波形图 10 (a)及其频谱图 10 (b)中无法清晰地确
认 f0特征信号的存在. 令采样频率 fs为 1000 Hz,
采样点数N为 5000点, 并取双稳系统结构参数
a = 0.5和 b = 1. 先对信号 sin(t)进行变尺度随机

共振处理. 为了保证系统输出的收敛性, 选取尺度
系数R = 200, 则尺度变换后的采样频率和特征频
率分别为 fsr = 5 Hz和 f ′

0 = 1.3 Hz, 压缩后的特
征信号仍不能满足小参数条件, 无法从双稳系统响
应波形图 10 (c) 及其频谱图 10 (d)中确定1.3 Hz特
征频率成分的存在. 其原因在于太小的采样频比
k = fs/f0 = 1000/260 ≈ 3.85没有满足变尺度随机

共振要求的k > 50. 因此, 直接采用变尺度随机共
振无法检测低采样频比的大参数特征信号.
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图 10 低采样频比下的变尺度随机共振信号检测 (a)信号 sin(t)的时域波形; (b)信号 sin(t)的频谱; (c) 变尺度
双稳响应时域波形; (d)变尺度双稳响应频谱
Fig. 10. Signal detection based on re-scaling frequency stochastic resonance (RFSR) system at a low sampling
ratio: (a) The waveform of the input signal sin(t) ; (b) the spectrum of the signal sin(t); (c) the waveform
of the RFSR system response; (d) the spectrum of the RFSR system response.

如果将频域信息交换的随机共振用于上述信

号的检测, 首先需要确定频率轴的分辨率. 由给
定的采样频率、采样点数可得频率轴的分辨率为

1000 Hz/5000 = 0.2 Hz. 那么在频率轴上无法找
到 10−2 Hz数量级的小参数频率信息, 不得已此
处只能将 260 Hz处频域信息交换到最小基准低频
0.2 Hz处, 交换后信号时域图及其频谱如图 11 (a)

和图 11 (b)所示. 取双稳响应数值解步长为采样频
率的倒数 1/1000, 得到系统响应的时域和频谱如
图 11 (c)和图 11 (d), 可以看出系统输出端并没有
出现随机共振现象, 这是因为 5000点的数据量太
少, 不能满足小步长条件下所需的数据量. 因此在
大采样频率条件下, 直接通过频域信息交换的随机
共振方法无法实现特征信号的检测.
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图 11 (网刊彩色) 低采样频比下频域信息交换随机共振信号检测 (a)和 (b)分别是原输入信号 sin(t)经频域信息交换后
的时域波形及其频谱; (c) 和 (d)分别是输入信号 sin(t)频域信息交换后的双稳响应时域波形及其频谱
Fig. 11. (color online) Signal detection based on FIESR at a low sampling ratio: (a) The waveform and (b) spectrum
of the signal derived from the original input signal sin(t) by FIE; (c) the waveform and (d) spectrum of the FIESR
system response to the input signal sin(t).
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图 12 (网刊彩色) 低采样频比下变尺度频域信息交换的随机共振信号检测 (a)原输入信号经变尺度、频域信息交换后的
时域波形 sin(t′); (b) 信号 sin(t′)的频谱; (c)信号 sin(t′)的双稳随机共振响应; (d)信号 sin(t′)的双稳随机共振响应谱
Fig. 12. (color online) Signal detection based on FIE and RFSR system (named F-RFSR) at a low sampling ratio:
(a) The waveform of the signal sin(t′) derived from the original input signal by re-scaling frequency and FIE; (b) the
spectrum of the signal sin(t′); (c) the waveform of the F-RFSR system response to the signal sin(t′); (d) the spectrum
of the F-RFSR system response to the signal sin(t′).

220501-10

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 22 (2016) 220501

下面将基于变尺度频域信息交换的随机共振

应用于上述信号的检测. 尺度系数R仍取 200, 基
准低频为 0.01 Hz, 将变尺度后的信号 1.3 Hz处的
频域信息与基准低频处的频域信息交换, 得到新的
时域信号 sin(t

′)及其频谱, 如图 12 (a)和图 12 (b)
所示. 变尺度和频域信息交换后的信号可看成是
以 5 Hz采样频率对 0.01 Hz谐波叠加高斯白噪声
信号的采样信号. 数值求解包含信号 sin(t

′)的方程

(17), 得到双稳响应的时域和频域图, 如图 12 (c)和
图 12 (d)所示. 从响应频谱中可明显看出 0.01 Hz
频率信号的存在, 表明原始信号 sin(t)中包含有

260 Hz的特征信号, 证明基于变尺度频域信息交换
的随机共振方法可有效解决低采样频比制约变尺

度随机共振实现的问题.

5 基于变尺度频域信息交换的随机共
振信号检测性能

为进一步分析频域信息交换前后变尺度随机

共振特征信号的检测性能, 在不同噪声强度 (或
不同信噪比)和不同采样频比条件下, 本节研究二

者的特征信号检出率 (detection probability, DP)).
这里检出率是指从噪声中识别出特征信号的概率,
即当系统输出频谱中特征信号频率处的幅值与其

他频率处幅值之比大于等于某阈值T时, 特征信号
视为可识别, 以下设T为1.3. 令双稳系统结构参数
a = 0.5和 b = 1, 可知系统跃迁阈值 0.14. 取大参
数特征信号的幅值A = 0.12和频率 f0 = 100 Hz,
信号幅值低于系统的跃迁阈值, 需要噪声的协助才
能产生跃迁共振. 选取基准低频 fl = 0.01 Hz, 变
尺度后的采样频率 fsr = 5 Hz. 设噪声强度的取值
范围为 0.8 6 D 6 6, 则信噪比范围为 [−32.2 dB,
−23.5 dB]. 在满足奈奎斯特采样定理的前提下, 设
采样频比 k的取值范围为 [10, 60], 则对应的实际
采样频率 fs范围为 [1 kHz, 6 kHz]. 不同采样频率
下的采样数据点数相同, 设为 5000点. 于是在不
同噪声强度 (或不同信噪比)和不同采样频比条件
下, 图 13 , 图 14和图 15分别给出了快速傅里叶变
换 (FFT)幅频分析法、变尺度随机共振方法和基于
变尺度频域信息交换的随机共振方法的特征信号

检出率.

10 20 30 40 50 60

-32

-30

-28

-26

-24 X. ⊲

Y . ֓⊲

Z. ⊲

S
N

R
/
d
B

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

20

40

60

-35

-30

-25

-20

0

20

40

60

80

100

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

k
k

SN
R
/dB

D
P
/
%

图 13 (网刊彩色) FFT幅频分析法特征信号检出率

Fig. 13. (color online) The DP of target signal with FFT.

对比变尺度随机共振法和FFT幅频分析法的
信号检出率 (如图 13和图 14 ), 可以看出, 当信噪比
低于−23.5 dB时, 在所给定的采样频比下FFT幅
频分析法信号检出率普遍较低, 其最大检出率为
57%. 而变尺度随机共振方法在采样频比k > 50

时, 信号检出率得到了较大提高, 最大检出率可达
到 85%, 但是当采样频比k < 50时, 变尺度随机共

振的检出率并没有提升到理想的数值. 特别是当采
样频比较小时 (如k = 10), 变尺度随机共振的检出
率不但没有提高反而降低了. 这是因为采样频比较
小时, 特征信号的频率经过尺度变换并没有压缩到
小参数频率, 经双稳系统处理后信号的幅值受到了
削弱 (如图 3 ). 这也验证了变尺度随机共振方法受
采样频比限制 [19]的结论.
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对于变尺度频域信息交换的随机共振图 15的
结果, 在FFT幅频分析法较低检出率所对应的信
噪比条件下, 其特征信号检出率都有较大的提
升. 与变尺度随机共振相比, 变尺度频域信息交
换的随机共振不仅在大采样频比 k > 50下信号

检测性能得到提高 (如图 15中k = 50时检出率达

到了 97%), 而且在低采样频比 k < 50条件下也

达到了较高的检出率. 特别是在k = 10时, 变尺
度频域信息交换随机共振的特征信号检出率也

达到了 84%. 这说明基于变尺度频域信息交换的
随机共振克服了变尺度随机共振采样频比的限

制, 即使在较低的采样频比条件下, 变尺度频域
信息交换的随机共振系统也能够具有较高的信号

检出率.
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图 14 (网刊彩色) 变尺度随机共振特征信号检出率

Fig. 14. (color online) The DP of target signal with RFSR.
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图 15 (网刊彩色) 基于变尺度频域信息交换的随机共振特征信号检出率

Fig. 15. (color online) The DP of target signal with F-RFSR.

6 结 论

绝热近似小参数条件制约了传统随机共振检

测特征频率为大参数的信号, 因此制约了随机共振
在实际工程中的应用. 虽然变尺度随机共振方法通
过R-尺度的频率压缩可实现大频率信号的随机共
振, 但是该方法使用的前提是数据采集时必须具有
较高的采样频比, 因此其工程应用仍然不方便. 为
解决这一问题, 本文提出了基于频域信息交换的随

机共振方法, 并根据相移的单边带信号调制原理阐
述了基于频域信息交换的随机共振机理. 将频域信
息交换思想引入到变尺度随机共振中, 给出了基于
变尺度频域信息交换的随机共振信号检测方法. 数
值模拟和信号检测性能分析可知, 基于变尺度频域
信息交换的随机共振比变尺度随机共振具有更低

的采样频比, 可利用较低的采样频率实现大参数特
征信号的有效检测, 因此进一步方便了随机共振的
实际工程应用.
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Abstract
In the past few decades, stochastic resonance (SR) has attracted considerable attention of researchers due to a

curious phenomenon appearing in a nonlinear system: an input weak periodic signal can be amplified and optimized
by the assistance of noise. It has been proved that the classical stochastic resonance (CSR) has the adiabatic limit, so
the performance of CSR in high-frequency signal detection is restricted in practical engineering. To break the restric-
tion, a number of methods have been suggested, such as re-scaling frequency stochastic resonance (RFSR), parameters
normalized stochastic resonance, modulated stochastic resonance, etc. Although the high-frequency signal can be de-
tected by the above methods in specific conditions, there are some problems that restrict their applications in different
circumstances. In this paper, a new method, stochastic resonance based on frequency-information exchange (FIESR),
is developed to deal with the adiabatic limit of CSR. The mechanism of FIESR is analyzed in detail by the theory of
single-side band modulation (SSB) which is based on phase shift. The information in small-parameter frequency domain
is swapped with the information of the high-frequency target signal. Then the amplitude and phase of the target signal
are moved to the small-parameter frequency domain. Consequently the target signal can be enhanced and detected by
CSR in small-parameter frequency domain. Besides, a necessary plan, narrow band spectrum exchange, is put forward
to diminish the influence of the spectrum leakage of FIESR. It is well known that the RFSR is a method of detecting
the practical signal with large-parameter frequency. Through rescaling the time interval of the signal and compressing
its frequency according to the scale R, the large-parameter frequency is compressed into a small-parameter frequency.
The RFSR has a good performance in mechanical incipient fault diagnosis. However, it has a high sampling ratio limi-
tation. The ratio of sampling frequency to target signal frequency is more than 50. To overcome this weakness of RFSR,
frequency-information exchange (FIE) is introduced into RFSR. A new signal detection method based on FIE and RFSR,
named F-RFSR, is put forward simultaneously. The flow of F-RFSR consists of three steps. Firstly, the frequency of
the original input signal is compressed linearly according to the estimated scale. Then, the frequency information is
exchanged between the compressed target signal and the small-parameter signal in the frequency domain. Finally, the
CSR is used to amplify and detect the weak target signal processed by re-scaling frequency and FIE. Performance analysis
of signal detection and numerical simulation are carried out to demonstrate that F-RFSR has more efficient sampling
ratio than RFSR for practical application.
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