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专题: 超快强激光驱动的原子分子过程

超快强场下低能光电子的研究进展

——解析 R 矩阵半经典轨迹理论∗

黄文逍1)2) 张逸竹1) 阎天民1)† 江玉海1)2)3)‡

1)(中国科学院上海高等研究院, 上海 201210)

2)(中国科学院大学, 北京 100049)

3)(上海科技大学, 上海 201210)

( 2016年 10月 9日收到; 2016年 11月 1日收到修改稿 )

该综述回顾了近期解析R矩阵方法结合半经典理论的发展, 介绍其应用于线偏振光场下单活跃电子系统
中的求解强场电离概率幅的过程 [Torlina L, Smirnova O 2012 Phys. Rev. A 86 043408]. 解析R矩阵方法
通过内外区域分割, 可以获得对外区光电子的半解析描述. 内区能够提供良好定义的边界条件, 外区光电子
波函数则可近似为Eikonal-Volkov解. 进一步, 使用稳相近似, 可以将电离概率幅中的积分近似为半经典轨迹
及相应相因子对应的分量之和. 基于该方法讨论了不同电离时刻隧穿而出波包的形状, 近似表现为以半经典
轨线为中心的高斯型. 在外光场与库仑势同时存在的情况下, 亚周期非绝热修正对电离概率有不同的影响.
作为特殊的案例, 文中重点讨论在复时间平面上使用纯光驱动轨迹与库仑修正相因子研究光电子返回母核附
近发生软回碰过程中的一系列关键环节以及对低能结构的影响 [Pisanty E, Ivanov M 2016 Phys. Rev. A 93
043408]. 在引入库仑势后, 使用传统积分曲线存在一定的问题, 因积分路径可能遭遇分支 - 切割面导致积分
函数丧失解析性. 为了克服该问题, 隧穿电离后演化过程的时间被拓展到复平面, 电子轨迹允许具有虚部. 当
回碰发生时, 需要谨慎处理复时间平面上的分支 -切割面. 研究发现, 复平面上的导航方法与最接近时间有关,
最接近时间总存在于一对分支 -切割面之间, 它可以帮助规避不连续路径. 最接近时间解的集合形成丰富的几
何结构, 使电子在回碰过程中表现出有趣的性质, 与低能结构有关的回碰信息就隐藏在这些几何结构中, 我们
讨论了最接近时间方程解的拓扑结构随参数的变化以及设计路径搜索算法的依据, 介绍了实验上与低能结构
相关的可能观测到的现象.

关键词: 阈上电离, 半经典理论, 解析 R 矩阵方法, 复时间方法
PACS: 32.80.Rm, 42.50.Hz, 33.80.Wz DOI: 10.7498/aps.65.223204

1 引 言

原子分子与强场激光相互作用会展现出丰富

的特性, 如何描述横跨大范围能量尺度的非微扰现
象是理论工作中的一个难题. 本文主要回顾近期结
合半经典轨迹技术的解析 R 矩阵理论用于光电子

谱中低能结构分析的发展.
近些年来发现的中红外强场下原子的光电子

能谱的低能区域出现的一系列特殊现象, 例证之
一便是低能结构 (low-energy structure, LES)的出
现 [1,2]. 在长波长强场光电离过程中, 人们发现光
电子峰中除了一般的阈上电离外, 还出现了能量
值远低于场中电子平均能量的峰. LES 的特殊之
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处在于它的出现与强场近似理论 (strong field ap-
proximation, SFA)的预言相悖. 根据SFA理论, 光
电子谱在低能区中应当是光滑的、没有特殊结构的,
并且当外光场频率降低、系统深入到光学隧穿区的

时候, 人们本期望SFA能更精确地描述强场现象.
这激发了人们发展用于描述低能结构的理论方法、

识别产生低能结构物理机制的兴趣.
第 一 性 原 理 的 含 时 薛 定 谔 方 程 (time-

dependent Schrödinger equation, TDSE)数值模拟
能重现 LES, 通过对比包含与不包含长程库仑势
的计算结果, 可以表明库仑相互作用对 LES 的产
生具有决定性作用. 不过, 在长波长情况下, TDSE
的求解相当耗时, 且其结果难以分析, 很多物理机
制没有明确的图像. 人们需要借助其他的近似手
段, 其中最为直接的是经典轨迹方法, 它同样可以
重现 LES 现象. 同时包含外光场与库仑场效应的
经典轨迹蒙特卡罗模拟 (classical trajectory Monte
Carlo, CTMC) [3−5]支持了长程库仑势对 LES 的
作用的解释, 它将 LES 的成因归结为库仑场对回
碰光电子的前向散射.

半经典近似是相比于经典轨迹更为精细的理

论描述方法. 通过对散射矩阵元进行 Dyson 级数
展开, 在已有的处于连续态电子的基础上, 通过
包含高阶项可引入母核势的效应, 人们能够处理
高阶阈上电离 (high-order above-threshold ioniza-
tion, HATI) [6−8]. 但 HATI 主要针对具有 2Up—
10Up 范围具有更高能量的光电子, 而 LES 则是
低能区的现象. 为了解释低能区库仑效应, 人们
发展了基于轨迹的库仑修正强场近似 (trajectory-
based Coulomb-corrected strong field approxima-
tion, TCSFA) 方法 [9−11], 对 SFA 电离概率幅进行
重写以包含库仑场对轨迹的效应, 结果同样指向
了前向散射电子. 在 TCSFA 方法中, 轨迹遵循了
在电场与库仑场混合作用下的经典运动方程, 从
本质上说, TCSFA 中体现的 LES 特征依然源于复
合场中经典轨迹的性质. 除了典型的 LES 外, 一
系列更低能区的谱特征也被发现, 包括极低能结
构 (very-low-energy structure, VLES) [12]、零能结

构 (zero-energy structure, ZES)(或称为近零能结
构 NZES) [13−15]等. 尽管现象繁多, 但其产生的根
源均与复合场共同作用有关, 其中多数现象均在经
典轨迹的框架下获得解释. 当然, 基于复合场轨迹
下的半经典方法也能够复现这些实验特征.

近些年来发展的解析 R 矩阵方法 (analytical
R-matrix, ARM) [16,17]则对低能谱现象有新的见

解 [18]. ARM 方法在波函数的相因子中包含了库
仑场效应, 也可解析地结合半经典轨迹技术用于研
究 LES 的产生机制. 最近的一项工作表明, 即使
舍弃以往 (半)经典方法中使用的复合场驱动下的
轨迹, 认为库仑场中发生散射的程度较弱, 在低能
区的散射为软回碰的假设下, 人们也应当能够观测
到一系列由母核势导致的低能区电离率变化. 分析
暗示 LES 的本质根植于 simple-man 模型中纯光
场驱动下的轨迹, 库仑势的作用只是通过库仑修正
相位因子增强或减弱了这些轨迹的贡献. 这产生了
一个可能性, 即发生软回碰的一系列轨迹可以解释
最近实验光电子谱中观测到的一系列显著的峰. 此
外, 进一步扩展该轨迹系列能够证明实际上有两类
软回碰轨迹在电离后半个周期的奇数或偶数倍时

刻处回碰母核离子. 先前描述的轨迹在半个周期的
奇数倍时间处发生回碰, 其漂移能量是有质动力势
Up 的常数倍. 与之对比的是, 在整数倍激光周期处
发生软回碰的轨迹具有更低的能量, 大约在1 meV,
与 Up 的尺度关系呈 1/Up, 低能轨迹意味着产生的
峰可能对 NZES 有贡献.

本文下面的内容分为两个部分: 第一部分中首
先回顾 ARM 方法的基本原理 [16], 介绍 ARM 应
用于线偏振光场下的求解强场电离概率幅的过程,
其中引入了半经典近似, 为轨迹方法的使用奠定了
基础; 第二部分介绍了文献 [18]在 ARM 方法框架
上进行半经典轨迹分析得到的一系列新颖结论, 重
点回顾在复时间平面上使用纯光驱动轨迹研究软

回碰过程影响低能结构的一系列关键环节, 特别是
如何处理积分路径在复值时间平面上遭遇到由库

仑项形成的分支切割面的情况, 以及提出利用最接
近时间来规避分支切割面的解决方案, 讨论了最接
近时间方程解的拓扑结构随参数的变化以及如何

据此设计路径搜索算法. 基于轨迹分析, 提出了实
验上可能观测到的低能峰与电离被抑制的沟道现

象, 以及软回碰轨迹与 Up 的尺度关系.

2 解析 R 矩阵方法的基本原理

2.1 ARM 概述

ARM 方法最初用于线偏振光场下的电离过

程 [16], 也用于研究母核附近多电子与光电子关联
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对电离的影响 [17]、圆偏振场下的电离问题 [19,20]等.
R 矩阵方法的主要思想来源于对碰撞过程与核共
振反应的理论处理, 它分离了由母核影响主导的区
域与其外的区域. 在外区域中, 研究对象与母核相
互作用较弱, 使用渐进近似可方便地处理.

作为描述散射与电离过程的一种有效手段, 在
R 矩阵方法中, 空间被分隔为内外两个区域. 空间
分隔反映了两个子系统下不同的动力学过程, 但子
系统间又彼此耦合. 对于外区, 电子距离母核足够
远, 电子与母核间相互作用可被简化 (例如, 忽略
电子的交换势). 对于内区, 尽管动力学过程可能
十分复杂, 有限的内区空间允许将其处理为多电
子系统的束缚态. 当使用解析方法或半经典方法
时, 这样的内外分区具有很大的优势. 实际上, 解
析方法遇到的主要困难是难以处理需同时考虑外

光场与电子、母核与电子间相互作用的复合场问

题. 当两种相互作用量级相差较小时, 标准的微扰
处理失效. 但在适当的分区后, 外区因为远离母核
的库仑奇点, 很多解析方法, 如 eikonal-Volkov 近
似 (EVA) [21], 就可以很好地描述动力学过程. 在
此基础上, 甚至可以研究关联作用诱导的不同电
离通道间的相互作用, 如在一阶微扰理论的基础
上, 外逸电子与驻留在母核附近的电子间的多电
子效应会导致关联诱导激发 [22]. 值得注意的是,
t-SURFF 方法也是基于 R 矩阵思想 [23−25]解析处

理外区动力学的, 它在外区连续态波函数演化中使
用了 Volkov 态, 内区通过边界实现向外区 Volkov
态的过渡. 因为 Volkov 态是在无母核势作用的情
况下纯激光驱动连续态动力学的精确解, 要求将边
界的位置设定得足够远, 但即使针对长程库仑势,
边界位置在 100 a.u. 也能较好地描述动力学过程,
它具有对外区计算高效、解析的优势.

结合半经典理论, 内区与外区的设计自然地引
入了强场作用下进出边界的电子轨迹的概念. 电
离过程中对波包的解析描述可用于获得起源于内

区的电子轨迹, 被用作接下来进行演化的初始条
件, 但电离步骤中涉及的隧穿过程会要求轨迹经过
经典禁戒区域, 它的处理具有一定的技巧性. 轨迹
形成并演化后, 人们可根据电子往返内区次数的不
同对轨迹进行分类获得分量, 波函数可分解为分量
之和. 从强场中电子 -离子碰撞模型 [26,27]的角度来

看, ARM 公式允许将电子与母核碰撞区别为硬碰
撞与软碰撞, 软碰撞对应于轨迹处于外区, 而硬碰

撞对应于电子轨迹进入内区. 硬碰撞下碰撞参数
小, 散射角度大, 在大角度散射下, 散射电子从强场
中获得更高的能量, 而二次回碰这样更高阶的碰撞
过程发生的概率要小得多, 因此波函数以硬碰撞次
数对应分量展开的级数会迅速收敛.

内区的近似处理应考虑处于该区的电子能量,
电离过程中, 当电子总能量为负时, 内区波函数以
初始束缚态为主, 这为外区的演化提供了一个具有
良好定义的源项. 当电子在外光场的驱动下移动
进入内区, 不难设想, 电子在内区的停驻时间应当
很短, 电子与外光场的相互作用可通过微扰方法进
行处理 [28]. 其中, 零阶微扰过程对应于定量再散射
理论 (quantitative rescattering theory, QRS) [29,30]

中应用无场散射概率幅及重碰撞概率幅加之散射

截面来描述的回碰过程, 这在散射时间很短的情
况下是合理的, 但 QRS 无法描述激光场驱动下的
回碰效应, 如库仑 -激光耦合 [31]与激光辅助库仑聚

焦 [32]等, 而 R 矩阵方法则可较好地描述这些效应,
因为它所包含的外区动力学主导了这些过程. 另
外, ARM 原则上也能很好地描述强场驱动下的时
间分辨电子全息成像 [33,34], 强散射物波与弱散射
参考波之间相互干涉, 参考波始终在外区, 物波则
是波函数中电离后重新进入内区的部分.

2.2 ARM 电离概率幅

ARM 的基本思想是根据系统与外光场、系统
与母核势间相互作用主导地位的不同, 将空间分为
内区与外区. 在外区, 系统与外光场间的相互作用
占主导地位, 母核势被看作微扰; 而在内区, 束缚
性质的母核势为主要影响. 通过引入一个半径为
a 的球壳实现分区. 参数 a 的选择需要满足条件

1/κ ≪ a ≪ Ip/E0, 使得该球壳的位置同时远离轨
迹隧穿势垒的入口与出口. 从内区过渡到外区的动
力学过程是通过区间的边界匹配实现的.

分区后, 原哈密顿量 Ĥ 本身在内区或外区

为非厄米算符, 需要通过引入边界项使得新哈
密顿量 Ĥ± ≡ Ĥ + L̂±(a) 重新具有厄米性. 边
界项 L̂±(a) = ±δ(r − a)B̂ 包含了 Bloch 算符
B̂ = d/dr + (1 − b)/r, “+”与“−”分别表示
内区与外区. 由此可获得新的方程 i∂tψ(r, t) =

Ĥ±ψ(r, t)− L̂±(a)ψ(r, t), 并可重写为边界值问题
的形式 i∂tψ(r, t) − Ĥ±ψ(r, t) = −L̂±(a)ψ(r, t).
求解非齐次边界值问题可利用相应齐次方程的格
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林函数 Ga
out(r, t, r

′, t′) = ⟨r| e−i
∫ t
t′ Ĥ

(−) dτ |r′⟩, 可
得外区的波函数为

ψout(r, t) = −i
∫

dr′
∫ t

−∞
dt′Ga

out(r, t, r
′, t′)

×[−L̂−(a)ψ(r′, t′)]r′=a.

类似地, 内区波函数 ψin(r, t) 呈现相同形式, 区别
仅仅是将 Ga

out(r, t, r
′, t′) 替换为 Ga

in(r, t, r
′, t′) =

⟨r| e−i
∫ t
t′ Ĥ

(+) dτ |r′⟩, 并将 L̂− 替换为 L̂+.
现在以穿越边界的次数为指标写出一系列的

波函数分量. 对于穿越过一次边界的外区波函数分
量, 边界处的光缀饰波函数可近似为原子波函数的
基态分量, 所得外区波函数为

ψ
(1)
out(r, t)

= i
∫

dr′
∫ t

−∞
dt′Ga

out(r, t, r
′, t′)

×[L̂−(a)ψg(r
′)]|r′=aag(t

′) e−iEgt
′
, (1)

其中 ag(t
′) 包含了内区中无场情况下基态能量 Eg

的 Stark 移位及基态波函数 φg(r
′) 的衰减.

反过来, (1)式可代入 ψin(r, t), 获得从外区再
进入内区的波包,

ψ
(2)
in (r, t) = i

∫
dr′

∫ t

−∞
dt′Ga

in(r, t, r
′, t′)

×[L̂+(a)ψ
(1)
out(r

′, t′)]|r′=a′ . (2)

下一阶的项为 ψ
(3)
out(r, t), 它描述了逸入外区的波

包进入内区后再次逸入外区等.
接下来的分析可以引入近似方法. 外区中,

ψout 部分中的 Ga
out 可由 EVA [35]的解代替. EVA

的时间演化算符 UEVA(t, T ) 可以精确描述系统在

母核势 U(r) 没有奇点情况下的强场电离过程, 适
宜处理 ARM 的外区. 不过, EVA 演化算符允许波
包在边界处同时流入流出, 这与真正的演化算符只
允许波函数流出相悖. 幸运的是, 强场电离中流入
的部分需要穿越额外的经典禁戒区, 而隧穿概率指
数衰减, 因此流入部分的影响可以忽略.

EVA 态 |pEVA
T (t)⟩ 是由无外光场情况下

eikonal 连续态 |pE⟩ 从 T 起、到 t 止的后向演

化定义的, |pEVA
T (t)⟩ = UEVA(t, T )|pE⟩, 其中 T 为

脉冲的结束时刻, t 为脉冲的开始时刻. |pE⟩ 中的
E 代表“eikonal”, p 为渐进动量. 在空间表象下,
⟨r|pE⟩ = (2π)−3/2 e ip·r e iG0p(r), 其中, G0p(r) 描

述了相前在位置 r 处相比平面波发生的形变. 后

向演化中, 可将 |pE⟩ 作为 EVA 态从 T 时刻起的

初始条件. 演化后, 可得 |pEVA
T (t)⟩ 的表达式,

⟨r|pEVA
T (t)⟩

= (2π)−3/2 e i[p+A(t)]·r− i
2

∫ t
T

dτ [p+A(τ)]2

× e−i
∫ t
T

dτU(rL(τ ;r,p,t)) e iG0p(rL(T ;r,p,t)),

上式第一行为 Volkov 波函数, A(t) 为矢势, 与电
场 F (t) 的关系满足 F (t) = −∂tA(t); 第二行首项
代表母核诱导的相前形变, 第二项为无场态的相前
形变, 保证了 T 时刻处波函数与 EVA 态的连续衔
接. 其中,

rL(τ) ≡ rL(τ ; r,p, t) = r +

∫ τ

t

dt′′[p+A(t′′)]

代表了始于时刻 t,从 r 点出发,末态渐进动量为 p

的轨迹. 无场态的相形变 G0p(rL(T ; r,p, t)) 保证

了解的连续性, 当 t = T → ∞ 时, rL(T ; a,p, t) →
∞, G0p(rL(T ; r,p, t)) → 1 等价于在无限远处将

eikonal 初始条件替换为平面波, 当波前向母核方
向后向传播时, 平面波前在光场与母核势作用的共
同影响下发生形变, 不断累积. 利用 EVA 态, EVA
格林函数为

GEVA(r, t, r′, t′) = ⟨r|UEVA(t, t′)|r′⟩

= θ(t− t′)

∫
dp⟨r|pEVA

T (t)⟩⟨pEVA
T (t′)|r′⟩,

将其代入 (1) 式可计算外区波函数 ψ
(1)
out(r, t). 由

Bloch 算符的边界性可知, 构造 EVA 态与 EVA 格
林函数的相关轨迹均来自边界, 处于外区的轨迹
对应于直接电离的电子. 由 EVA 格林函数写出的
ψ
(1)
out(r, t) 可进一步通过鞍点方法进行分析.
为了获取电离概率幅, 可将上面得到的 ψout

投影到无场 eikonal 连续态 |pE⟩ 上, ap(T ) =∫
a

dr⟨pE|r⟩ψout(r, T ), 其中,
∫
a

表示对外区空间

进行积分. 当 T → ∞ 时, 电子波包距离母核
足够远, 可投影到平面波连续态上获得电离概率

幅, ap(T ) =
∫
a

dr⟨p|r⟩ψout(r, T ). 将 GEVA 代入

ψout, 并利用 EVA 态之间的正交关系, 电离概率幅
的通式为

ap(T )

= −i
∫ T

dt′ e−
i
2

∫ T
t′ dτ [p+A(τ)]2

×
∫ dr′

(2π)3/2
e−i

∫ T
t′ dτU [rL(τ)] e−i[p+A(t′)]·r′
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×δ(r′ − a)B̂Ψin(r
′, t′). (3)

需要注意的是, 上式 ap(T ) 只适用于直接光电子,
不适合描述与母核发生硬回碰的情况.

3 线偏振光下半周期内的电离概率幅

接下来将应用上一节中得到的结论, 具体推导
ARM 应用于半个周期线偏振光场中类氢原子的电
离概率幅, 其中将引入半经典近似, 与轨迹分析建
立联系. 半个周期光场下的电离结果可方便地推广
到光场包含多个周期的情况.

边界上 r′ = a 处的基态波函数 Ψin(r
′, t′) ≃

e iIpt
′
ag(t

′)ψg(r
′), 其中 ag(t

′) 包含了 Stark 移
位及基态衰减, ψg(r

′) 则为空间波函数. 对于
运动在库仑势场 U(r) = −Q/r 中的类氢原

子, ψg(r) = φκ,l(r)Ylm(θ, ϕ), 其中, 空间波函数
的径向部分 φκ,l(r) = Cκlκ

3/2 e−κr(κr)Q/κ/κr,
κ =

√
2Ip 对应于束缚态原子的特征动量, Ip 为电

离能, 1/κ 为束缚态原子的特征尺度, Cκl 为常量.
如果在描述边界性质的 Bloch算符中,令 b = Q/κ,
易证 B̂φκ,l(r) = −κφκ,l(r).

假定在线偏振光场下, 场偏振方向沿 z 方

向, 电场分量 E(t) = F cosωtêz, 矢势 A(t) =

−(F/ω) sinωtêz, 将边界上的波函数 Ψin(r
′, t′) 代

入 (3) 式, 可得电离率 [16]

ap(T ) =
iκ

(2π)3/2
a2φκ,l(a) e−i p2⊥

2 T

×
∫ π
0

dθ sin θ
∫ 2π

0

dϕYlm(θ, ϕ)

× e−iap⊥ sin θ cos(ϕ−ϕp)

×
∫ T

dt′ag(t
′) e−iSV (T,t′,p) e−iσU (t′)

× e−ivz(t′)a cos θ, (4)

其中

SV (T, t
′,p) =

1

2

∫ T

t′
dτvz(τ)2 −

(
Ip +

p2⊥
2

)
t′,

vz(t
′) = p∥ +A(t′),

σU (t
′) =

∫ T

t′
dτU [rL(τ ; θ,p, t

′)], (5)

且定义 p∥ = pz, p2⊥ = p2x + p2y, ϕp 为垂直动量 p⊥

与 x 轴间的夹角. (4) 式的第二行为空间积分, 第
三行为时间积分.

时间积分项中, 被积函数包含高频振荡部分,
在长波长情况下, 这类积分可通过渐进展开得以简

化. 利用鞍点近似条件, 在假定 σU (t
′) 相比 SV (t

′)

变化很慢的情况下, 令指数部分的导数为零, 可获
得边界处的鞍点方程:

1

2
[p∥ +A(t′)]2

+

[
Ip +

p2⊥
2

+ Fa cos θ cosωt′
]
= 0. (6)

若鞍点方程的解为 t′ = ta, 鞍点近似后 ap(T ) 可

简化为

ap(T )

=
iκ

(2π)3/2
a2φκ,l(a) e−i p2⊥

2 T

×
∫ π
0

dθ sin θ
∫ 2π

0

dϕYlm(θ, ϕ)

× e−iap⊥ sin θ cos(ϕ−ϕp)

×
√
2πag(ta)√

|S′′
V (ta) +A′′(ta)a cos θ|

× e−iSV (ta) e−iσU (ta) e−ivz(ta)a cos θ. (7)

如果按照 TCSFA 中鞍点方程的定义, ts 是方程
1

2
[p∥ + A(ts)]

2 + p2⊥ = −Ip 的鞍点解, 由划分内
区时要求 Fa ≪ Ip, 可以证明 ta ≃ ts, ARM 与

TCSFA 中所使用的鞍点方程区别在于 (6) 式中
的最后一项 F (a) cos θ cosωt′. 在时间变量积分后
所得 (7) 式的基础上, 继续对空间变量进行积分.
利用贝塞尔函数的积分公式可显式求解对变量 ϕ

的积分,
∫ 2π

0

dϕ′ exp[−iap⊥ sin θ cosϕ′ + imϕ′] =

2π(−i)mJm(p⊥a sin θ). 在对 θ 进行积分处理时,
因电离率最高的方向在 θ = π 附近, 可做变换
θ′ = π − θ, 并对 θ′ 进行小角度展开, 经过一系列
推导, 最终可获得线偏振光场下的电离概率幅:

ap(T )

≃ (−1)l+m im+1√
|S′′

V (ts)|
Clm e imϕp e−i p2⊥

2 T
[p⊥
κ

]m
× e−

i
2

∫ T
ts

dτ [p∥+A(τ)]2+i(Ip+p2
⊥/2)tsag(ts)

×φκ,l(a)a e−i
∫ T
ta

dτU(−a+
∫ τ
ta

[p∥+A(t′′)]dt′′), (8)

其中 Clm =
1

2mm!

√
(2l + 1)(l +m)!

4π(l −m)!
. 注意, 电离

率在原则上应与边界的选取无关, 但 ap(T ) 的最后

一项中出现了边界 a, 这是因为在解析推导的过程
中使用了近似处理, 人为假定了内区波函数未受外
场影响, 而外区受到外光场的作用. 实际上, 通过
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证明束缚势 U 中的 a 与空间波函数部分的 a 相

消, 可以证明 ap(T ) 与人为选取的边界 a 无关.
对于类氢原子电离概率幅的计算, 可以将类氢

原子空间波函数 φκ,l(a) 代入 (8) 式中, 对边界 a

的依赖关系可与 (8) 式最后一项合并而被处理掉,
进一步可获得半周期内的电离概率幅:

ap(T ) ≃ Rκlm(p)ag(ts) e−i p2⊥
2 T

× e−i
∫ T
tκ

dτU(
∫ τ
ts

dt′′[p∥+A(t′′)])

× e−
i
2

∫ T
ts

dτ [p∥+A(τ)]2+i(Ip+p2
⊥/2)ts , (9)

其中的积分限 tκ = ts − i/κ2 被平移到了 ts 的下

方, 这个平移来自对外区波函数与束缚态波函数
WKB (Wentzel-Kramers-Brilliouin)渐进解的匹配
条件. 第一行中, 首项

Rκlm(p) =
(−1)l+m im+1√

S′′
V (T, ts)

Clm

× e imϕp
[p⊥
κ

]m
Cκlκ

1/2 (10)

描述了波函数的角向结构对电离过程的影响.
(9)式的第二行体现了库仑势的贡献, 动量集中
分布在 p = 0 处, 对应在外电场的峰值时发生电
离, 这与 PPT (Perelomov, Popov, Terent’ev)理论
中的库仑修正是一致的 [36]. 此外, 在 ARM 理论
中, 库仑修正与 p 有关, 不同的末态动量对应于外
光场半周期内的不同时刻, 因此库仑修正亦与外
光场半周期内的时刻有关. (9) 式的第三行为标准
Keldysh 电离理论中的指数项 e−iSV (T,ts,p). 为了
比较 (9) 式与 PPT 的理论结果, 可以从 (9) 式出
发计算多光子电离的光电子谱峰以获得与 PPT 理
论结果 [37]的直接对比,

wn =

∫ En+ω/2

En−ω/2

dp|ap(T )|2.

PPT 的结果是针对无限长脉冲所得的电离概率幅,
而 (9) 式反映了亚周期的电离动力学过程, 因此也
可用于研究在时刻 t 隧穿波包的结构.

对在外场峰值附近单次集中电离逸出的电子

波包

|∆Ψ(T )⟩ =
∫

dpap(T )|p⟩

进行后向演化, 并将所得波函数 |∆Ψ(t)⟩ 投影到平
面波 |p+A(t)⟩ 上, 可得电离概率幅

ap(t) ≃ ag(ts) e−iWC(rs(p,t)) e iIptsRκl0(p)

× e−
i
2

∫ t
ts
[p+A(t′′)]2 dt′′ ,

其中

WC(rs(p, t)) =

∫ t

tκ

dτU
(∫ τ

ts

dt′′[p+A(t′′)]

)
为库仑项, 轨迹

rs(p, t) ≡
∫ t

ts

[p+A(t′′)]dt′′.

此式对所有时间 t 均成立, 只要求 t 通过原时间积

分的鞍点 ts = ts(p). 注意当 t = T 时, 此式等于
(9) 式中 T 很大时的电离概率幅 ap(T ). 它对连接
复时间鞍点 ts = t0 + iτT 与实轴上时间点 t0 的路

径也成立, 允许分析隧穿过程中波包 ∆Ψ 是如何形

成的.
另一方面, 也可对 ap(t) 中 k 的积分应用稳相

近似, 可得

ap(t) ≃
∫

dr(ag(ts))
Rκl0 e−iWC−iπ/4+iIpts

[2π(t− ts)]3/2

× e
i
2

(r−rs(p,t))2

t−ts e−
i
2

∫ t
ts
(p+A(t′′))2 dt′′ .

可见 ARM 联系了亚周期电离动力学与隧穿波包
的结构. 在经典禁戒区, 复时间 t − ts = −iξ 导致
高斯型波包 e−[r−rs(p,t)]

2/2ξ 以轨迹 rs 为中心, 随
(t− ts)

−3/2 逐渐扩散. 因此, 隧穿后的动量分量都
对应一个从经典禁戒区中产生并且不断扩散的高

斯波包.

4 亚周期光场中的库仑效应

过去的研究中, 往往仅考虑光场幅最大时刻离
开的光电子的轨迹以研究库仑效应对总电离率的

影响,这在 γ 很大时甚至也适用 [38]. 而当研究高次
谐波等问题时, 场幅最大后离开母核的轨迹 (短轨
迹)也十分重要, 亚周期的强场光电离效应中的非
绝热效应会对光电子谱产生一定影响 [34], 因此, 亚
周期瞬时电离率的研究成为一种需要. 在 TCSFA
方法中, 库仑势的作用在两方面得到体现, 库仑势
场一方面会影响轨迹的演化, 另一方面在连带的作
用量上加入了额外的库仑相互作用项.而在 ARM
中, 库仑效应只反映在作用量 WC 上, 适宜于描述
库仑势场中发生的“软”散射. 当然, TCSFA 本身
的修正也是在直接电子电离概率幅的基础上进行

的, 尽管对“硬”散射 (即 HATI 的部分)的描述在
轨迹的经典行为上符合观测结果, 但高阶项的量子
概率幅尚未完善.
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ARM 半经典轨迹分析可用于解释库仑势对

亚周期瞬时电离率的影响. 假定 p⊥ = 0, 库
仑势的贡献为 e−iWC , 其中, 轨迹始于 ts(p∥) =

t0(p∥) + iτT (p∥), 沿该轨迹计算

WC(p) =

∫ t

tκ

dτU
(∫ τ

ts

dt′′[p∥ +A(t′′)]

)
,

积分路径可分为两段, 第一段 C1 始自 tκ =

t0 + iτT − i/κ2, 平行于时间虚轴下降到实轴的 t0

点. 第二段 C2 沿着实轴从 t0 演化到 t. 库仑势被
解析延拓到复平面上, VC(x) = −Q/|x| 被延拓为
VC(x + iy) = −Q/

√
(x+ iy)2 = −sign(x)Q/(x +

iy). 这里只关心对电离率有贡献的库仑修正因子
的虚部. 当光场最大时, 虚部只沿第一段路径累
计作用, 尽管在原则上, 两段路径对库仑修正均有
贡献. 对电离概率 |ap(t)|2 的库仑影响可表达为
e2WC1+2WC2 , 其中,

WC1 =
Q

ω

∫ ϕκ

0

|r′1|
r′21 + r′′21

dϕ,

WC2 =
Q

ω

∫ ωt

ϕi

sign(r′2)
r′′2

r′22 + r′′22
dϕ′,

其中 ϕκ = ωτκ = ω(τT − 1/κ2), ϕτ = ωτT 为无量

纲时间变量, 积分路径的两段电子轨迹的实部 r′

与虚部 r′′ 分别可求,

r′1 = α(F/ω2)| cosϕi|(coshϕτ − coshϕ),

r′′1 = β(F/ω2)| sinϕi|(sinhϕτ − sinhϕ

+ coshϕτ (ϕ− ϕτ )),

r′2 = (F/ω2)[cosϕ− cosϕi coshϕτ
+ sinϕi coshϕτ (ϕ− ϕi)],

r′′2 = β(F/ω2)| sinϕi|(sinhϕτ − ϕτ coshϕτ ),

这里, α=−sign(cosϕi), β=sign(sinϕi)=sign(p∥).
α 与电离时刻电场的正负有关, 决定了电子外逸
的方向, β 则包含了电子动量方向的信息. 由 α

与 β 的组合可以发现两种图像：一种情况, 当
α = β 时, 电子沿着负 (正) z 方向以负 (正)动
量外逸, 这种情况下电子不再返回母核, 对应于
ϕi ∈ (−π/2, 0), (π/2, 0), · · · 的电离时间, 此时势垒
开放. 另一情况, 当 α ̸= β 时, 势垒关闭, 电离发生
后电子被反方向的动量拉回母核而可能导致回碰.
在只考虑第一种直接电离的情况可直接求得 WC1

与 WC2 . WC1 在一个周期内的变化很小, WC2 的

亚周期动力学依赖于速度的符号 β. 对于直接电

离, WC2 < 0 导致电离被抑制, 该修正过程本质上
是非绝热的. 当势垒变薄开放时, 可以认为电子被
拉回被母核俘获. 非绝热修正 e2WC2 不会影响产

生于光场峰值附近的电子, 但是, 在电离窗口开启
附近隧穿而出的电子的电离概率会被抑制达三个

量级.

5 近零能结构的复轨迹分析

5.1 隧穿电离发生后的复轨迹演化

在过去半经典轨迹分析中, 往往只将虚时间演
化方法应用于隧穿过程, 隧穿后连续态的光电子动
力学均以实轨迹处理. 但最近的研究发现, 隧穿后
的光电子轨迹依然可以维持复值, 且其虚部具有实
际的物理意义 [20], 这使连续态运动过程也能改变
电离概率幅. 在此过程中, 电子可能首先被束缚势
捕获为里德堡态, 而在接下来与光场的相互作用中
进一步再电离. 另外, 电子波包在离开母核的过程
中被库仑场减速, 导致了光电子动量分布趋向低能
部分.

通过对远离母核的 EVA 波函数与母核附近使
用 WKB 近似的束缚态波函数进行匹配可以为轨
迹提供初始条件. 通过这种匹配获得的轨迹在进
入经典禁戒区域时是实值的, 这导致了在轨迹隧
穿后, 即离开经典禁戒区域, 轨迹沿实时间轴演化
时, 轨迹坐标的虚部非零. 这样, ARM 理论不同于
电离隧穿后只使用实值轨迹的 TCSFA 方法 [10,11].
ARM 方法允许隧穿后的轨迹依然保持复值, 这使
其在实时间演化过程中也能改变轨迹的权重. 这是
因为, 在数学上, 位置决定了作用量, 作用量的虚部
决定了复变量振幅的变化, 而在物理上, 这对应了
全经典轨迹方法中发现的动态聚焦效应 [39,40].

半经典轨迹虚部的重要性在光电子回碰母核

的时候表现得最为突出. 数学上, 母核势被扩展
到复平面, 当轨迹实部较小时, 解析延拓后的复平
面上会存在积分路径无法直接通过的分支切割面

(branch cuts), 这使得常用的标准积分路径不再可
行 (如TCSFA中, 从电离时间点直接积分到实时间
轴, 再沿着实轴进行积分). 这种情况下, 为了保证
路径的连续性需要发展系统性程序化的方法探索

库仑作用造成的分支切割面. 研究发现, 分支切割
面总是成对出现, 在一对分支切割面之间包含着一
个距离原点

√
r(t)2 的鞍点, 该鞍点是最接近时间
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方程 r(t) · v(t) = 0 的解. 不论从复量子轨迹还是
从 simple-man 经典轨迹的角度进行分析, 这些最
接近时间解都构成具有丰富拓扑性质的结构面. 从
实用计算的角度而言, 通过选择一系列合适的最接
近时间, 人们可以系统地选择正确的积分路径.

在此框架下, 可以研究与 NZES相关的软回碰
过程. 所谓软回碰轨迹, 指的是电子在纯光场驱动
轨迹的拐点处趋近母核并受母核作用发生轻微偏

折, 但不会与母核发生对碰. 回碰轨迹显然指那些
已经隧穿而出的电子, 但考虑到引入隧穿后复轨迹
的概念, 这允许回碰过程改变电离概率幅. 软回碰
表现为不同分支切割面间的复杂相互作用, 以两组
或三组最接近鞍点解彼此靠近以及分支切割面位

型的拓扑变化为典型特征. 光电子在母核离子附近
驻留时间更长, 在复平面上表现为奇点与鞍点相互
接近, 导致了电离概率幅幅值的增加, 反映了实验
中增强的光电子峰. 在文献 [18]的分析中, 离子库
仑势被假定不会改变轨迹的经典运动, 它只影响波
函数的相位, 这样的假设可以大大简化分析过程.
下面, 将在纯光场驱动轨迹的基础上, 介绍软回碰
过程与 NZES 的关系.

5.2 纯光场驱动下经典轨迹的软回碰

Simple-man 模型是描述隧穿电离后光电子动
力学最简单的方法. 考虑单色线偏振光场, 场强为
F (t) = F cosωtẑ, 矢势为

A(t) = −
∫

F (t)dt = −(F/ω) sinωtẑ.

在 SFA 中, 电子速度 v(t) = p +A(t), 其中 p 为

探测器处测得的正则动量. 在 ts = t0 + iτT 时刻发
生电离, 外逸电子从于原点处出发, 满足鞍点方程
1

2
[p+A(ts)]

2 + Ip = 0. 电子的复空间轨迹为

rcl(t) =

∫ t

ts

[p+A(τ)]dτ.

软回碰事件发生在激光驱动轨迹的拐点, 电子在母
核附近的拐点处速度为零. 为了找到经典轨迹中的
软回碰时间 tr, 令位置与速度的实部均为零,

Re[zcl(tr)] = Re
[∫ tr

ts

[pz +A(τ)]dτ
]
= 0,

vz(tr) = pz +A(tr) = 0.

代入单色光场, 进一步表达为可数值求解的运
动方程

zexit + pz(tr − t0) +
F

ω2
[cosωtr − cosωt0] = 0,

pz −
F

ω
sinωtr = 0, (11)

其中

zexit = Re
[∫ t0

ts

[p+A(τ)]

]
dτ

=
F

ω2
cos(ωt0)(1− coshωτT )

为隧穿出口. 因为所有的软回碰都发生在相比 Up

能量很小的情况, 可以将轨迹以 pz 为小量做展开

(线性化). 由鞍点方程可将初始电离时间 ts 表达为

t0 + iτT =
1

ω
arcsin

(ω
F
(pz + iκ)

)
≃ pz
F

1√
1 + γ2

+ i 1
ω

arcsinhγ,

其中 Keldysh 参数 γ = ωκ/F , 则

t0 ≃ pz
F

1√
1 + γ2

, τT =
1

ω
arcsinhγ.

代入隧穿出口并取级数展开的第一项, 得 zexit ≃
−(F/ω2)

(√
1 + γ2 − 1

)
. 在隧穿极限 γ ≪ 1 下,

zexit 趋于 −Ip/F . (11) 式在线性化后近似为

pztr +
F

ω2

[
cosωtr −

√
1 + γ2

]
= 0,

pz −
F

ω
sinωtr = 0. (12)

求解 (12) 式需要对 tr 关于 pz 进行线性化. 对未
做近似的原系统数值求解可以发现, 每半个周期在
ωtr = 2π 后都会发生一次软回碰, 因此令 ωtr =

(n+ 1)π+ ωδtr, 其中 n = 1, 2, 3, · · · , 代入 (12) 式
可得 δtr ≃ (−1)n+1pz/F , 且有 cosωtr ≃ (−1)n+1,
因此反过来可求发生连续软回碰的轨迹的漂移

动量:

psr
z ≃ F

ω

√
1 + γ2 + (−1)n

(n+ 1)π
.

该式可以很好地近似 (11) 式的精确解. n 的奇偶
性决定了轨迹从哪个方向回碰母核, 它赋予了轨迹
不同的行为, 特别是随 γ 变化的尺度关系：对于 n

为奇数, 隧穿极限 γ → 0 下,

psr
z ≃ F

ω

γ2

(n+ 1)2π
=

γκ

(n+ 1)2π
,

对 κ 固定的特定原子, 动能 p2/2 ∝ γ2; 对于 n 为

偶数,

psr
z ≃ F

ω

1

(n+ 1)π
=
κ

γ

1

(n+ 1)π
,

动能 p2/2 ∝ γ−2. 在波长为 3.1 µm, 强度为
1 × 1014 W/cm2 的外光场中, 氩原子在 n 为奇
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数情况下, 最高动量 pz ≃ 0.02 a.u., 对应 8 meV 的
动能, 这与 NZES 的观测范围相一致.

实验上可以通过研究 NZES 光电子能量是否
具有 γ2Ip 的尺度关系来决定软回碰机制是否在

起作用. 受限于当前实验条件对低能区电子能量
探测的分辨率, 同时又需要保证系统处于 γ → 0

的隧穿极限, 这个尺度关系对当前实验而言过于
苛刻. 它暗示了使用具有高电离能的靶将有益
于 NZES 的探测, 例如, 通过离子束或顺序电离
制备具有四倍于氢原子电离能的 He+ 离子, 可使
用不同光强与波长, 在保持 γ 很小的同时也能令

psr
z ∼ γκ = κ2ω/F 足够大, 以使直接测量成为
可能.

两类软回碰轨迹的动量比率构成了一组与系

统参数无关的序列. 当 n 为偶数, 序列为 3/5, 5/7,
7/9, · · · ; 当 n 为奇数, 序列为 1/2, 2/3, 3/4 . . .. 当
前实验条件还难以实现对上述序列的验证, 但这种
探测一旦实现将对隧穿出口的确定产生重要意义.

在软碰撞过程中, 不论是经典轨迹的动态聚
焦, 还是量子轨迹中作用量虚部的增加导致的复振
幅增强, 均可用来解释产生的光电子谱峰. 奇数 n

轨迹与 Up 间的尺度关系为人们提供了一个独立的

窗口去了解 NZES 的行为, 特别是涉及有关激光场
中产生里德堡态的解释 [41,42]. 如果系统中已存在
里德堡态, 高激发态电子会被之后探测的牵引场再
电离, 这种机制下, 光电子谱峰宽与将牵引场参数
有关. 有关里德堡态的解释与这里讨论的软回碰机
制很有可能将互相影响.

5.3 ARM 中的半经典复值轨迹分析

从光电离的 ARM 理论中可以自然地发现两
类软回碰. 在 ARM 理论中, 可以认为母核势对光
电子的主要贡献是相位的影响, 通过使用 EVA 波
函数严格验证. 类似于 SFA 中, 对电离时间进行积
分可以利用鞍点近似进行化简, 这提供了基于半经
典轨迹的物理图像. 从 ARM 中所得的电离概率幅
可以从量子轨迹的角度解释光电子行为. 在时刻 ts

发生电离, 之后逸出的电子向探测方向演化, 直到
时刻 T 结束. 电子速度为 v(t) = p+A(t), 电子轨
迹位置

rcl(t) =

∫ t

ts

[p+A(t)]dτ. (13)

随着轨迹演化, 根据 (9) 式, 不同来源的相位贡献
不断积累：来自电离前束缚态的 e iIpts , 来自电离后
光场中运动的 e−

i
2

∫ T
ts

[p+A(τ)]2 dτ , 来自库仑相互作
用的 e−i

∫ T
tκ

U(rcl(τ))dτ . 因为相位为复值, 它们不
仅贡献纯相位, 也会对幅值造成影响并决定了隧穿
的发生概率. 复平面上的积分需要选择积分路径.
原则上, 只要连接首尾两点, 任意连续路径都可以
用作积分路径, 常见的做法以 TCSFA 为例, 选择
平行于时间虚轴的路径从 ts 直降到实时间轴, 再
沿着实时间轴演化到 T , 这样, 两段路径分离了时
间变量的实部与虚部. 积分中, 前半段路径贡献了
幅值因子

∣∣∣ e iIpts e−
i
2

∫ t0
ts [p+A(τ)]2 dτ

∣∣∣, 它自然地包
含了隧穿概率. 后半段路径再沿实轴演化, 处理起
来很方便. 然而, 可以证明, 这样选择的路径在实
轴段的积分上可能存在问题.

在 ARM 中使用匹配过程的主要效果是将依
赖于初始位置 r 的光场驱动轨迹

rL(τ ; r,p, t) = r +

∫ τ

t

[p+A(τ ′)]dτ ′

替换为 (13) 式从原点出发的轨迹 rcl(t), 且该轨迹
所关联的库仑作用相因子变为

exp
[
−i

∫ T

tκ

U(rcl(τ))dτ
]
.

新的库仑修正相因子中包含的时间积分是对原

EVA 库仑修正相因子

exp
[

i
∫ t

T

U(rL(τ ; r,p, t))dτ
]

中实值积分的解析延拓, 它惟一地确定了用于库仑
修正的轨迹, 初始条件由匹配过程所决定.

ARM 与 TCSFA 中对轨迹的使用有几点不
同. ARM 中, 轨迹 rcl(t) 只由纯光场作用下的运

动方程 r̈cl(t) = −F (t) 决定, 这不同于 TCSFA 方
法中轨迹满足复合场下 (同时包含激光场与库仑势
场)相互作用的运动方程. 这种选择的合理性是,
EVA 波函数里出现 rcl, 若想包含母核势对轨迹的
作用, 在 EVA 波函数的层面上处理应是理想的选
择. ARM 初始条件的选择不同于 TCSFA 中的初
始条件. ARM 中, 轨迹的初始条件是从第一性原
理中获得的, 它要求轨迹在隧穿入口处为实, 而不
限定轨迹在出口处的性质; 而在 TCSFA 中, 假定
轨迹在隧穿出口处为实. 但不论选取何种方法, 在
复空间中计算包含全相互作用的运动方程的半经

典轨迹都存在很多困难, 其中, 困难之一就在于复
时间平面上会出现分支切割面.
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ARM 方法允许使用基于轨迹的方法来描述母
核势对光电子的作用. 沿着电子的复轨迹对势能做
积分, 可以得到正确的修正因子

exp
[

i
∫ t

T

U [rL(τ ; r,p, t)]dτ
]
.

在时刻 tκ 处, 轨迹始于实位置 rcl(tκ) ≃ −ẑ/κ, 但
此后轨迹演化进入复数域, 积分函数、积分时间与
轨迹位置均为复值. 位置的虚部有两个来源, 其
一源自横向动量 p⊥ , 因为实值的 p⊥ 会在时间

ts = t0 + iτT 与 t = t0 间积累纯虚的横向位移

ip⊥τT . 另外, 纵向位置也会通过对矢势的积分产
生虚分量.

在电子向探测器演化的方向上, 当积分时间
为纯实时, (13) 式中的积分函数总为实值, 沿实
轴演化过程中, 虚位置将不变, 在 T 时刻前电子

被探测到前它将一直维持存在, 但那时位置变量
在演化过程中积累的实部将远超虚部. 但在回碰
过程中, 位置变量的实部会减小, 虚部将居于主
导, 这在计算母核势时成为一个需要讨论的问题.
对于库仑势, 最简单的形式可写为复平面上的解
析表达式 U(r) = −1/

√
r2 = −1/

√
x2 + y2 + z2.

对于使用了平方根的复值库仑势, 复平面上沿着
r2 ∈ (−∞, 0) 方向会存在无法忽略的分支切割面.
电子回碰时会遇到这些分支切割面, 同时, r2 的

虚部会远大于实部. 实际上, 复值位置的平方可
被分解为 r2 = Rer2 − Imr2 + 2iRer · Imr. 在
Imr2 > Rer2 的条件下, 当 Rer · Imr → 0 时 (即
符号改变处), 轨迹到达分支切割面, 导致

√
r2 在

复平面上随 r 的变化不连续, 因为虚部 Im
√
r2

的符号会发生突然改变. 如果积分路径不加选择
地直接经过该分支切割面, 以 t 为变量的库仑势

作用量积分不再是解析函数, 这样就无法将实值
积分式 (4) 转化为复平面上通过鞍点 ts 的曲线

积分, 计算结果也将失去意义. 为了解决这个问
题, 需要将整个势能看作是复变量时间 t 的单值

解析函数, U [rcl(t)] = −1/
√
rcl(t)2, 通过共形映射

t 7→ rcl(t)
2 可以将 U(r) 的分支切割面嵌入到时间

复平面中. 当电子回到母核附近时, 一般的积分路
径可能会经过分支切割面, 为了保证库仑修正相因
子的解析性, 人们须将积分路径移离实轴, 避开分
支切割面, 使积分函数再次解析连续. 这个过程也
会同时改变复值轨迹的路径 rcl(t), 其主要效果是
最小化碰撞时刻的 Imrcl(t). 通常, 所选时间路径

与空间坐标的关系复杂, 末态动量 p 对分支切割面

的结构以及 U(rcl(t)) 也具有很强的影响, 特别是
在软回碰过程中有时会十分敏感, 因此也会决定如
何选择复平面上的路径.

5.4 路径选择 -最接近时间

因为横亘在实轴上的分支切割面会阻碍标准

积分路径的使用, 为了避免这种情况, 选择的积分
路径需要通过分支切割面缝隙间的避障门 (slalom
gate). 计算光电子动量谱时会涉及大量不同的动
量参数, 因此, 发展一套系统的程序方法使之能够
按动量自动选择合适的积分路径是十分必要的.

通过研究两个分支切割面之间空隙的性质, 可
以发现选择合适积分路径的方法. 已知每个分支切
割面都是 Re

√
rcl(t)2 = 0 的等高线, 如果分支切

割面能够组成避障门的构型, 切割面之间总会出现
鞍点, 它是自动选择避开分支切割面的重要对象.
能在复平面上横跨左右的路径, 离原点的实值距离
Re

[√
rcl(t)2

]
会先减少, 到达其最小值后再增大.

对通过分支切割面的路径, 最小值为零, 这伴随着
虚部符号的变化, 造成复变函数的不连续性. 而对
于避开分支切割面的路径, 当它通过鞍点时可以获
得最大化的最小值. 因此, 可以称鞍点为“最接近
时间”, 定义为 tCA. 准确地说, 通过 t = tCA 的路

径使得到原点的距离Re
√
rcl(t)2 最小时的实部具

有最大值. 换句话说, 它可以令电子在最接近母核
时的距离达到最大. 类似地, 当沿着这些所选路径
计算库仑势时, 可以在保证路径不遭遇分支切割面
的情况下, 最小化 1/

√
rcl(t)2 实部与绝对值的最

大值, 并令库仑相互作用尽可能地保证有界. 为了
找出鞍点, 需求出令 ∂t

√
rcl(t)2

!
= 0 的解, 进一步

知需满足 ∂t[rcl(t)
2] = 0, 则鞍点条件为

rcl(tCA) · v(tCA) = 0. (14)

描述该式的物理图像是, 电子回到母核附近, 当速
度与位置矢量垂直时, 电子与母核距离最近. 不论
是经典轨迹还是复值半经典轨迹描述, 该式的解均
表现出丰富的几何结构, 而当软回碰发生时, 相应
时间与动量关系即为几何结构中的临界点.

5.5 经典最接近时间解的特征

值得说明的是, (14) 式的解未必全都是最接近
时间. 不难想象, 不论电子离母核有多远, 经典轨
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迹中拐点也是 (14) 式的解, 因为它们也是 r2 的极

值点. 为了用最接近时间避免分支切割面, 需要区
别避障门中心点 tCA与其他的解. 某些情况下容
易区分这些解, 如当 p⊥ = 0 时, 其解可分成满足
vz(t) = 0 的拐点与满足 zcl(t) = 0 的回碰点. 进一
步, 通过计算 d2[rcl(t)

2]/dt2 的正负号, 可以根据
rcl(t)

2 的最小值与最大值对拐点进行归类. 这种情
况下, 软回碰发生在两条曲线的交点, 即同时满足
vz(t) = 0 与 zcl(t) = 0 的时间. 随着动量变化, 拐
点的个数可能发生变化, (14) 式的根能够在拐点曲
线的极值点处合并, 在这些点上, 纵向动量大于振
荡幅度 F/ω, 速度 vz(t) = pz −

F

ω
sin(ωt) 将不再

改变符号. 当 px ̸= 0 时, 最接近时间的解形成了单
个结构面, 它包含了一系列有界的叶瓣. 叶瓣在软
回碰点处彼此相连, 局域上看起来果核. 这样, 就
有可能通过结构面上的路径连续地连接任何两个

根. 在一般情况下, 没有简单的办法可以直接区分
拐点与最接近时间点.

但是,还是可以鉴别出向外的拐点, 因为
rcl(t)

2在这类拐点处具有局域最大值.更具体地
说,任何常动量的水平线需要通过一个最大值点进
入表面,而从一个最小值点离开表面, 因为任何轨
迹都会在最大值与最小值间相互交替. 这样,表面
点的最大值一侧指向负 t, 最小值一侧指向正 t. 在
结构面上两部分的边界处,最大与最小合并消失.

5.6 量子最接近时间解的特征

因为具有额外的虚时间维度, 量子最接近时间
解具有更丰富的几何结构. 解的数量得到增加：在
经典情况下, 两个实值解可以合并消失, 但在量子
情况下, 复值解依然存在, 它会移动到含有虚时间
分量的区域. 总的来说, 在经典解存在的情况下,
量子解和经典解相近. 以经典解的结构面为参考,
当趋近于瓣的尾端时, 对应的量子解会在实轴靠近
彼此, 在保持实部相对常量的同时, 虚部向正负方
向发散. 若将量子解投影到实时间, 结果就是一对
彼此靠近的表面, 紧紧跟随着经典解结构面上最大
值面与最小值面的部分, 当到达边界时, 发散为大
致平行的渐进面.

前几个少量的最接近时间的解平滑地依赖于

动量, 相对容易处理. 最重要的 tCA最接近事件发

生在软回碰附近, 它具有非常复杂的动量依赖关
系. 在量子区域, 软碰撞代表了三种不同的最接近

时间解之间的相互作用. 不同于经典时间, 这些根
不会合并, 相反, 其中两个在三路碰撞规避之后移
动进虚时间. 多个鞍点间的接近度表明了软碰撞
时, 电子在离子附近驻留更久.

更有趣的是, 该三条路径的碰撞标记了与软碰
撞有关的分支切割面构型中重要的拓扑变化. 外
鞍点 t

(1)
CA 与 t

(3)
CA 具有一对与之相关的分支切割

面, 它们位于虚时间面中. 不过, 这些结构会在 pz

通过软回碰动量 psr
z 时发生改变. 如图 1 (a), 对于

pz < psr
z , 分支切割面未跨越实时间轴而转回虚时

间域, 当轨迹动量较低时, 轨迹碰撞不特别剧烈, 相
关的分支切割面没有强迫改变路径. 但当 pz = psr

z

时, 分支切割面接触并发生重连, 当 pz > psr
z , 如

图 1 (b), 拓扑结构变化, 此时轨迹经过母核, 相关
的分支切割面跨越实轴, 迫使积分路径改变以通过
分支切割面构成的避障门.

这个过程对电离概率幅的计算有重要的影响,
因为积分函数刚好在它最大的时候发生剧烈变化.
在此区域里, 选择错误的路径会影响积分函数中具
有最大贡献的部分, 进而影响积分本身. 出乎意料
的是, 一旦迫使路径穿过门点 tCA , 对于刚好高于
psr
z 的 pz, 它们的贡献会抑制电离概率.
为了澄清电离抑制发生的过程, 考虑图 1 (a)

中构型的积分

∫
U [rcl(t)]dt. 在中心鞍点处

t
(2)
CA,

√
rcl(t)2 有最小值, 1/

√
rcl(t)2 具有最大

值, 是整个积分的主要贡献. 此时, 接近距离
r∗ =

√
rcl(t

(2)
CA)

2 的主要成分是一个适中的正值

虚部, 意味着 U∗ = −1/r∗ 值较大且为虚值, 修正
因子 e−i

∫
U dt 的幅值因此较大.

另一方面, 图 1 (b)中积分主要是由避障门最
接近时间决定的, r′∗ =

√
rcl(t

(1)
CA)

2 几乎为实值, 其
值比 r∗ 的小很多, 相应的势 U ′

∗ = −1/r′∗ 接近一

个很大的负值实数, 因此 −iU ′
∗ 沿着 +i 方向. 但

是, 线元 dt 需要带着一个正值虚部沿上坡行进
以强调鞍点的贡献, 这使得 −i

∫
U [rcl(t)]dt 具有

一个很大的负值实分量, 进而抑制库仑修正因子
e−i

∫
U dt.
这个效应在光电子谱中呈现为刚好在软回碰

下出现的高峰伴随着一个深而窄的沟道. 实验上,
沟道极有可能被附近的数据平均掉, 但峰应当会被
观测到. 此外, 这些效应反映了基于经典轨迹方法
所得布居的重排, 动态聚焦产生的峰代表了从其他
渐进动量获取的轨迹, 相应的幅值会缩减.
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5.7 积分路径的设计

复时间平面上, 分支切割面的拓扑变化除了会
影响电离概率幅, 也会影响积分路径的设计. 利用
最接近时间可以找到避障门来避免分支切割面, 但

不是所有的 tCA 都是需要经过的点, 一些避障门会
将积分路径最终引入本无需跨越的死胡同. 通过算
法可以获得适当的路径, 对于外鞍点, 在软回碰时,
连接分支切割面间的拓扑变化总是伴随着 v(t)2 实

部的变化.
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图 1 摘自文献 [18]中图 12, 在软回碰的
过程中, 量子最接近时间表现为三路接近
(a)与 (b)显示, 当接近发生时, 与这些鞍
点有关的分支切割面会发生重连并改变

拓扑结构; (c)与 (d)显示, 当拓扑发生改
变时, 外鞍点 t

(1)
CA 与 t

(3)
CA 出现在经典禁

戒区域, 动能的实部 Re
[
1

2
v(t)2

]
会改

变符号, 拓扑结构变化后, 回碰的光电子
无需通过隧穿便可到达外鞍点, 这时积分
路径应当经过它们; (e)与 (f)展示了相关
的分支切割面以及对不同拓扑结构所选

择合适的积分路径; (g)与 (h)展示了上
述所选积分路径所对应的复值轨迹沿着

z 方向的演化. 如果光电子在演化中没有
到达母核, 轨迹不存在特殊变化. 但是,
对于较高的动量,若轨迹经过原点 (h),继
续沿用 (f)中虚线的积分路径将会导致遭
遇分支切割面, 因此需要通过改变积分路
径来避开切割面

Fig. 1. Adapted from Fig. 12 in
Ref. [18]. The closest approach times
perform a three-way close approach
during a soft recollision. (a) and
(b) show the branch cuts of these
saddle points will reconnect and the
topologies will change, at which point
the outer saddle points t

(1)
CA and t

(1)
CA

emerge from the classically forbid-
den region and the kinetic energy

Re
[
1

2
v(t)2

]
changes sign, as shown

in (c) and (d). After the change,
the outer saddle points can be reached
without tunneling and the integration
contour should pass them. Panels (e)
and (f) illustrate the relevant branch
cuts along with the proper integration
contour for each topology, the corrre-
sponding trajectories moving along z-
axis are shown in (g) and (h). No
change occurs if the electron does not
return to the core as shown in (g), how-
ever, the trajectory passes the origin
and would cross the associated branch
cut if taken along the dashed integra-
tion contour of (f), so the contour must
be deformed to avoid it, as shown by
the solid line.
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在图 1 (b)的闭合拓扑结构中, 在鞍点 t
(1)
CA 与

t
(3)
CA 处, 动能实部 Re[v(tCA)

2] 为正值, 路径通过了
这些最接近时间点. 对比之下, 在图 1 (a)的开放拓
扑中, Re[v(t(1)CA)

2] 与 Re[v(t(3)CA)
2] 均为负值, 路径

丢弃了这两个鞍点. 这个选择标准的物理意义在
于, 经典禁戒区是复平面上动能值或其实部为负的
区域. 如图 1 (a)所示, 被舍弃的鞍点是那些在回碰
过程中, 对应于轨迹向母核方向行进需要穿越势垒
的鞍点.

根据这个标准, 产生积分路径所选取的最接近
时间只要满足：1)发生在电离以后; 2)虚部合理地
有界; 3)动能为正值. 然后将这些满足条件的最接
近时间按 Re[tCA] 增加的次序排列, 就可以构成复
时间平面上正确的积分路径.

5.8 库仑修正电离率

引入库仑修正因子相比标准 SFA 能将光电离
率提高 2 到 3 个量级, 这主要是在经典禁戒区内
的库仑相互作用导致的, 这种增强效应在经典软碰
撞 psr

z 处具有很强的变化. 导致了在 psr
z 一侧动量

分布会高度增强, 而在另一侧则出现一个深而窄的
沟道. 在母核附近出现多个鞍点, 标志着电子在母
核附近驻留得更久,也意味着库仑修正需要足够大,

0
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图 2 摘自文献 [18]中图 14 使用 ARM 方法计算的氩

原子在长波长光场情况下 (波长 λ = 3.1 µm, γ = 0.31)的
NZES 结构, 随着在母核附近驻留的时间的增加电离增强会
形成电离率上的尖峰, 但随后会突然从增强变为抑制
Fig. 2. Adapted from Fig. 14 in Ref. [18]. The subcycle
ionization yield calculated by ARM method shows the
NZES in Argon for long-wavelength fields (λ = 3.1 µm,
γ = 0.31). The ionization yield may get enhanced with
the increasing time around the core when pz < psr

z . How-
ever, the enhancement turns into a strong suppression for
pz > psr

z .

但是, 库仑修正的效果取决于发生软回碰时拓扑
变化的细节. 如图 2所示, 在发生软回碰的附近,
当横向动量很小时, 光电子动量谱上会出现一个
锐利的脊, 脊终止于 psr

z . 这个脊类似于在长波长
情况下, 动量谱上小横向动量附近观测到的尖峰
(cusps) [14]. 当 p⊥ 改变时, 尖峰会突然从高斯分布
中突升而出. 在软回碰的另一侧, pz > psr

z , 电离行
为刚好相反, 电离增强变成电离抑制, 增强与抑制
间的相互作用在其临近处形成复杂的结构.

在实验中很难完全分辨光电子动量分布结构

中的细节, 但是现有条件应该能够观测到电离增强
的突起结构. 此外, 通过图 2中拓扑改变过程中电
离信号发生从增强到抑制的快速变化, 比较其与波
长的尺度关系, 可以建立光电离率与经典软回碰过
程的直接联系, 也可设计实验探索两种低能结构尺
度关系的不同.

6 总 结

ARM 方法从第一性原理的角度, 有效地对电
子 -光场、电子 -母核势相互作用随作用范围的不同
进行分区, 在半经典近似的基础上提供了包含库仑
效应的强场电离的量子轨迹图像, 并将库仑势的效
果简化为一个额外的作用量. 对于与低能区光电
子谱有关的软回碰问题, 半经典轨迹可假定为从一
个实值位置出发, 在穿越经典禁戒区域的同时获得
虚分量的电子轨迹. 该虚分量在回碰点附近占主
导地位, 会极大地影响复平面上的库仑相互作用
U [rcl(t)] . U [rcl(t)] 本应为解析函数, 但在解析延
拓 U(r) = −1/

√
r2 时会产生分支切割面, 导致函

数不连续, 积分时需谨慎, 可以通过精心设计的时
间路径来避免这些分支切割面. 避免分支切割面的
一个关键方法就是最接近时间 tCA , 它满足复值方
程 rcl(tCA) · v(tCA) = 0, tCA 总会在每个分支切割

面所组成避障门的中间出现. 不论是在复数域还是
实数域 (simple-man 模型), 这些最接近时间本身就
具有丰富几何结构. 此外, 与低能结构有关的软回
碰信息也被嵌入在这些几何结构中.

使用最接近时间发展的系统性算法允许对所

有动量都能够程序化地选择正确的积分路径. 特别
是, 该公式除了引入了一系列能够产生已知低能结
构的轨迹, 还预测了另一个系列的具有更低动量的
轨迹. 这些轨迹不会出现在不包含隧穿入口的理论
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中, 这解释了为何这些低动量轨迹迄今仍被忽视,
它们可能对 NZES 有贡献.

该方法为发展电离理论的全第一性原理提供

了一个参考, 指出了可能遇到的困难及相应的解决
方案. 在当前计算中, 轨迹本身仅考虑了激光驱动
下的轨迹而尚未包含库仑势的作用, 但是可以预
期, 试图包含库仑相互作用的的第一性原理也会遇
到与 ARM 理论同样的虚位置性质, 且全轨迹计算
会更加困难. 特别是, 类似的理论会像 ARM 理论
一样, 遇到复时间平面上同样的分支切割面.

此外, 近零能结构形成机制的研究能够帮助设
计实验方案. 特别是, 奇数阶软回碰轨迹的能量尺
度比例为 γI2p , 这表明, 针对更硬的目标, 如 He+,
相关实验会澄清这些结构的根源. 此外, 基于轨迹
的解释为通过直接改变轨迹形状的进行探测的方

案开放了大门. 这包括改变脉宽、椭圆偏振光等, 它
提供了一个可用于理解低能光电子在隧穿区域半

经典动力学行为的系统工具, 可为其他尚未发现的
低能电离现象提供预言.
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SPECIAL TOPIC—Atomic and molecular processes driven by ultrafast intense laser fields

Progress in study of low-energy photoelectron in
ultra-fast strong fields-analytical R-matrix theory based

semiclassical trajectory method∗

Huang Wen-Xiao1)2) Zhang Yi-Zhu1) Yan Tian-Min1)† Jiang Yu-Hai1)2)3)‡

1) (Shanghai Advanced Research Institute, Chinese Academy of Sciences, Shanghai 201210, China)

2) (University of Chinese Academy of Sciences, Beijing 100049, China)

3) (ShanghaiTech University, Shanghai 201210, China)
( Received 9 October 2016; revised manuscript received 1 November 2016 )

Abstract

The semi-classical method based on the recently developed analytical R-matrix theory is reviewed in this work. The
method is described with the application to ultra-fast strong-field direct ionization of atoms with one active electron in a
linearly polarized field [Torlina L, Smirnova O 2012 Phys. Rev. A 86 043408]. The analytical R-matrix theory separates
the space into inner and outer regions, naturally allowing the possibility of an analytical or semi-analytical description
of wave function in the outer region, which can be approximated by Eikonal-Volkov solutions while the inner region
provides well-defined boundary conditions. Applying the stationary phase method, the calculation of the ionization
amplitude is cast into a superposition of components from trajectories and their associated phase factors. The shape of
the tunneling wave packets associated with different instants of ionization is presented. It shows the exponential cost
of deviating from the optimal tunneling trajectory renders the tunneling wave packet a Gaussian shape surrounding the
semi-classical trajectory. The intrinsically non-adiabatic corrections to the sub-cycle ionization amplitude in the presence
of both the Coulomb potential and the laser field is shown to have different influences on the probability of ionization. As
a specific study case, soft recollisions of the released electron near the ionic core is investigated by using pure light-driven
trajectories with Coulomb-corrected phase factor [Pisanty E, Ivanov M 2016 Phys. Rev. A 93 043408]. Incorporating
the Coulomb potential, it is found problematic to use the conventional integration contour as chosen in other methods
with trajectory-based Coulomb corrections, because the integration contour may run into the Coulomb-induced branch
cuts and hence the analyticity of the integrand fails. In order to overcome the problem, the evolution time of the post-
tunneling electron is extended into the complex domain which allows a trajectory to have an imaginary component. As
the soft recollision occurs, the calculation of the ionization amplitude requires navigating the branch cuts cautiously.
The navigating scheme is found based on closest-approach times which are the roots of closest-approach times equations.
The appropriately selected closest-approach times that always present in the middle of branch-cut gate may serve to
circumvent these branch cuts. The distribution of the closest-approach times presents rich geometrical structures in both
the classical and quantum domains, and intriguing features of complex trajectories emerge as the electron returns near
the core. Soft recollisions responsible for the low-energy structures are embedded in the geometry, and the underlying
emergence of near-zero energy structures is discussed with the prediction of possible observations in experiments.

Keywords: above-threshold ionization, semiclassical theory, analytical R-matrix method, complex time
method
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