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分数阶Willis环脑动脉瘤系统的混沌动力学
分析与控制∗

高飞† 李腾 童恒庆 欧卓玲

(武汉理工大学理学院, 武汉 430070)

( 2016年 6月 5日收到; 2016年 9月 6日收到修改稿 )

整数阶Willis环脑动脉瘤系统在描述表现出黏弹性的血液在具有繁杂弹性的血管系统内的复杂血流动
力学机理上有一定局限性; 鉴于此, 本文利用分数阶Caputo微分及其理论, 提出分数阶Willis环脑动脉瘤模
型 (FWAS): 证明FWAS解的存在惟一性; 利用相图和Poincaré截面证明FWAS具有混沌特性, 是其整数阶
形式的合理推广; 结合分岔图和倍周期分岔讨论脉冲压、系统阶次对FWAS的影响; 采用通过非自治非线性
系统的稳定性条件设计合理的控制器, 以药物激励项函数作为脉冲函数进行脉冲控制这两种方法, 对FWAS
进行有效的控制. 本文对FWAS的探讨将对脑动脉瘤的研究具有一定的理论指导意义.

关键词: 分数阶Willis环脑动脉瘤系统, 分数阶Caputo微分, Poincaré截面, 混沌控制
PACS: 05.45.–a, 05.45.Gg, 05.45.Pq DOI: 10.7498/aps.65.230502

1 引 言

Willis环脑动脉瘤系统 (WAS)是近年来提出
的具有较强的生物和医学背景的非自治非线性系

统. 脑动脉瘤是由多种原因造成脑动脉血管壁上的
异常膨出, 因瘤壁不健全, 易发生破裂, 造成致残率
和死亡率都很高. Willis环 (颅底动脉环)是脑动脉
瘤的高发病区, 而血流复杂动力学机理是导致脑动
脉瘤甚至破裂的主要因素 [1].

曹进德和刘天一 [2]提出具有阻尼项的Willis
环脑动脉瘤系统, 证明在相应条件下至少存在一
个周期解. Nieto和Torres [3]证明Willis环脑动脉
瘤系统的周期边值问题解的存在性. 杨翠红和朱
思铭 [4]用Melnikov方法得到Willis环脑动脉瘤系
统存在Devaney混沌的条件. 古元凤和肖剑 [5]研

究了稳定和不稳定两种生理状态下Willis环脑动
脉瘤系统的混沌特性, 采用随机相位的扰动有效
控制Willis环脑动脉瘤混沌系统. 李医民和于霜 [6]

设计了一种自适应控制器实现了两个参数不相同

的Willis环脑动脉瘤混沌系统的同步. 孙梦晗等 [7]

引入降压药物激励项函数构建了一个新的Willis
环脑动脉瘤模型, 通过相图和Poincaré截面证明了
降压药物有助于脑动脉瘤病情的控制. 由此可见,
Willis 环脑动脉瘤系统的研究十分全面、深入, 但
是以整数阶Willis环脑动脉瘤系统为探讨对象描
述血流复杂动力学机理有一定的缺陷.

一方面, 血液是一种软物质, 其运动规律特殊
且复杂, 同时血管系统是比较繁杂的弹性管道系
统; 而且血液作为软物质 [8]中的黏弹性体 [9]同时

具有流体的黏性和固体的弹性, 传统的整数阶导数
模型并不能有效地描述其复杂性. 另一方面, 分数
阶微积分适用于刻画生物体内一些复杂无序的过

程, 无序程度由分数阶阶次加以控制和描述, 具有
时间记忆的特性, 被广泛应用于生物学 [10,11]与医

学 [12,13], 因而采用分数阶微积分刻画血液的运动
是相对合理的.

本文结合分数阶微积分的基本理论, 运用分
数阶Caputo微分将整数阶Willis环脑动脉瘤系统
拓展到分数阶Willis环脑动脉瘤 (FWAS). 采用经

∗ 国家自然科学基金重大研究计划 (批准号: 91324201)和湖北省自然科学基金 (批准号: 2014CFB865)资助的课题.
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典的动力学分析方法 (包括相图、时间序列图、
Poincaré截面对FWAS进行详细的分析. 本文的主
要结构如下: 第二节简要介绍分数阶微积分的基本
理论知识; 第三节构建FWAS, 证明该系统解的存
在惟一性定理, 并且结合相图和Poincaré 截面, 数
值论证FWAS仍然呈现出整数阶时类似的混沌现
象; 第四节, 分别采用通过稳定性条件设计合理的
控制器和以药物激励项函数作为脉冲函数两种方

法, 实现对FWAS的控制, 并且将这两种方法进行
比较, 给实际应用提供理论基础; 第五节, 对本文进
行简要总结.

2 分数阶微分及其性质

分数阶微分存在多种定义方式, 本文选择Ca-
puto分数阶微分 [14]进行研究. 如无特别说明, 文
中的 aDα

t 均表示Caputo分数阶微分.
定义1 [14] 设α是一个正实数,令n−1 6 α <

n, n为一个正整数. 函数 f(t)定义在区间 [a, b]上,
称

C
a Dα

t f(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ

为函数 f(t)的α阶Caputo分数阶导数, 其中 t ∈
[a, b], Γ(z)表示Gamma函数.

将含有初值条件的分数阶微分系统写成如下

形式: Dαi
∗ yi(t) = fi(t, y1, · · · , yn),

y
(k)
i (0) = cik,

(1)

其中mi < αi 6 mi + 1, i = 1, 2, · · · , n, k =

1, 2, · · · ,mi, Dαi
∗ 表示Caputo分数阶微分.

引理1 [15] 若 f = (f1, f2, · · · , fn) : W → Rn

在区间W = [0, χ∗] ×
n∏

j=1

[yj (0)− lj , yj (0) + lj ],

χ∗ > 0, lj > 0, ∀j上连续, 那么含有初值条件
的分数阶微分系统 (1) 有惟一解.

文献 [16]给出阶次满足 0 < α 6 1的分数阶非

自治非线性系统的稳定性准则, 但未指出系统阶次
满足 1 < α < 2时是否可以依据引理 2判断稳定性,
本文讨论的是阶次满足 0 < α < 2的分数阶非自治

非线性系统, 因此给出如下定理.
定理1 对于分数阶含初值条件的非自治非线

性系统: C
0 Dα

t x(t) = f(t, x(t)),

x(0) = c,
(2)

其中 f(t, x(t))满足Lipschitz条件, 且 f(t, 0)恒为

零. 当阶次 0 < α < 2时, 对任意状态变量
x(t) ∈ Rn, c ∈ Rn, 存在正定矩阵Q, 使函数

g(x(t)) = x(t)TQ
dαx(t)

dtα 6 0

恒成立, 则分数阶非自治系统 (2)稳定.
证明 当0 < α < 2时, 系统 (2)的解等价于如

下Voltergral积分形式 [15]:

x(t) =

⌈α⌉−1∑
k=0

x(0)(k)
tk

k!

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ, x(τ))dτ

= x(0) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ, x(τ))dτ,

即

x(t) = x(0) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ, x(τ))dτ.

两边再采用导数的定义得:

lim
∆t→0

x(t)− x(t−∆t)

∆t

= lim
∆t→0

x(0)− x(0)

∆t

+
1

Γ(α)
lim

∆t→0

1

∆t

[ ∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ, x(τ))dτ

−
∫ t−∆t

0

(t− τ)α−1f(τ, x(τ))dτ
]

=
1

Γ(α)
lim

∆t→0

∫ t

t−∆t

(t− τ)α−1f(τ, x(τ))dτ

∆t
,

则

dx(t) = 1

Γ(α)
lim

∆t→0

∫ t

t−∆t

(t− τ)α−1f(τ, x(τ))dτ.

构造正定函数W =
1

2
xT(x)Qx(t), 则

dW = xT(x)Qdx(t)

=
xT(x)Q

Γ(α)
lim

∆t→0

∫ t

t−∆t

(t− τ)α−1f(τ, x(τ))dτ

=
1

Γ(α)
lim

∆t→0

∫ t

t−∆t

(t− τ)α−1xT(x)Qf(τ, x(τ))dτ.

因为

J = x(t)TQ
dαx(t)

dtα = xT(x)Qf(τ, x(τ)) 6 0,

并且函数 f(t, x(t))满足Lipschitz条件, 即当∆t →
0且 τ ∈ (t−∆t, t]时, xT(x)Qf(τ, x(τ)) 6 0. 所以,

W ′ = lim
∆t→0

∆W

∆t

= lim
∆t→0

1

Γ(α)
lim

∆t→0

[
1

∆t

∫ t

t−∆t

(t− τ)α−1xT(x)
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×Qf(τ, x(τ))dτ
]
6 0,

根据Lyapunov稳定性理论:

lim
t→∞

W = lim
t→∞

1

2
xT(x)Qx(t) = 0,

从而 lim
t→∞

|x(t)| = 0, 系统 (2)是稳定的. 定理 1
证毕.

3 FWAS及其性质

3.1 FWAS的建立

具有阻尼项的Willis环脑动脉瘤模型 [2]如下:

ẍ+ µẋ+ αx− βx2 + γx3 = F cos(ωt), (3)

其中, x为脑动脉瘤内的血流速度; ẋ为血流变化

率; ẍ为血流变化的加速度; 参数α, β, γ的取值与
血流阻力及血管壁的弹性有关; µ为血流阻尼系数;
F为脉冲压; ω为心率倒数. 这些参量都和人的生
理结构及动脉瘤状况有关.

对系统 (3)重新描述为ẋ = y,

ẏ = F cos(ωt)− µy − αx+ βx2 − γx3,

进一步分数阶化得到

Dp1
∗ x+ µDp2

∗ x+ αx− βx2 + γx3 = F cos(ωt),

1 < p1 6 2, 0 < p2 6 p1. (4)

对系统 (4)重新描述, 得Dp2
∗ x = y,

Dp1−p2
∗ y=F cos(ωt)−µy−αx+βx2−γx3.

(5)

令 q1 = p2, q2 = p1 − p2, 则系统 (5)等价于FWAS
如下:

Dq1
∗ x = y,

Dq2
∗ y = F cos(ωt)−µy−αx+βx2−γx3,

0 < q1, q2 < 2.

(6)

3.2 FWAS解的存在惟一性

定理2 若a > 0, 具有初值条件的FWAS可
以构造如下:
0Dq

tX(t)=AX(t)+F (t)+x2
1(t)[B−CX(t)],

0 6 t 6 a,

X(0) = X0,

(7)

其中

X(t) = (x1(t), x2(t))
T, X0 = (x10, x20)

T,

q = (q1, q2)
T, A =

 0 1

−α −µ

 , C =

 0 0

−γ 0

 ,

B =

0

1

 , F (t) =

 0

F cos(ωt)

 ,

那么系统 (7)存在惟一解.
证明 取 | · |和 || · ||分别为向量范数和

矩阵范数. 令G(t,X(t)) = AX(t) + F (t) +

x2
1(t) [B −CX(t)] .对 于 任 意 δ > 0, 区 间

[X0 − δ,X0 + δ]连续并有界. 取任意X(t),Y (t) ∈
[X0 − δ,X0 + δ], 有

|G(t,X(t))−G(t,Y (t))|

6 |AX(t)−AY (t)|+
∣∣x2

1(t) [B −CX(t)]

− y21(t) [B −CY (t)]
∣∣,

其中∣∣x2
1(t) [B −CX(t)]− y21(t) [B −CY (t)]

∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
 0

βx2
1 − γx3

1 −
(
βy21 − γy31

)
∣∣∣∣∣∣

6
∣∣(βx2

1 − βy21
)
−
(
γx3

1 − γy31
)∣∣

6 |(x1 − y1)| ·
∣∣β (x1 + y1)− γ

(
x2
1 + x1y1 + y21

)∣∣
6 |(x1 − y1)| ·

∣∣∣2β (|X0|+ δ)− 3γ (|X0|+ δ)
2
∣∣∣

6 |X(t)− Y (t)| · (|X0|+ δ) · |2β − 3γ (|X0|+ δ)| ,

所以

|G(t,X(t))−G(t,Y (t))|

6 |AX(t)−AY (t)|+ |X(t)− Y (t)|

× (|X0|+ δ) |2β − 3γ (|X0|+ δ)|

6
(
∥A∥+ (|X0|+ δ)

× |2β − 3γ (|X0|+ δ)|
)
|X(t)− Y (t)| .

令L = ∥A∥+(|X0|+ δ) |2β − 3γ (|X0|+ δ)|,所以
|G(t,X(t))−G(t,Y (t))| 6 L |X(t)− Y (t)|. 上述
不等式G(t,X(t))说明满足Lipschitz条件, 因此连
续. 根据定理 1可得, 具有初值问题的FWAS存在
惟一解. 定理2证毕.

3.3 FWAS的数值实现

针对FWAS (6),采用Adams-Bashforth-Moulton
方法 [17,18] 求解. 参数取α = 0.9, β = 3, γ = 2,
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F = 0.1, µ = 0.1, ω = 1. 因为分数阶微分是整
数阶微分的推广, 首先选取阶次均为整数. 图 1给
出了系统 (6)的阶次均为 1时的x-t曲线、y-t曲线、

时间历程、相图和Poincaré截面, 与不稳定生理状
态下整数阶Willis环脑动脉瘤系统的混沌现象 [5]

一致.
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图 1 系统阶次取 q1 = q2 = 1 (a) x-t和 y-t曲线; (b) 时间历程; (c) 相图; (d) Poincaré截面
Fig. 1. System order in the case q1 = q2 = 1: (a) Curves of x-t and y-t; (b) time course; (c) phase diagram;
(d) Poincaré section.
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图 2 阶次取 q1 = 1.1, q2 = 0.9 (a) x-t和 y-t曲线; (b) 时间历程; (c) 相图; (d) Poincaré截面
Fig. 2. System order in the case q1 = 1.1, q2 = 0.9: (a) Curves of x-t and y-t; (b) time course; (c) phase
diagram; (d) Poincaré section.
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当Poincaré́截面上只有一个不动点或者少数
离散点时, 可判定运动是周期的; 当Poincaré́截面
上是一条闭合的曲线时, 可判定运动是准周期的;
当Poincaré́截面上是成片的密集点, 并且有层次结
构时，可判定运动处于混沌状态. 图 2给出了系统
系统 (6)阶次取 q1 = 1.1, q2 = 0.9时的x-t曲线、y-t
曲线、时间历程、相图和Poincaré́截面.从Poincaré́
截面的结果可以看出，阶次为分数时，仍然会表现

出复杂的混沌现象.

3.4 脉冲压对FWAS的影响

将FWAS (6)中的参数设置如下: q1 = 1.1,
q2 = 0.9, α = 0.9, β = 3, γ = 2, µ = 0.1, ω = 1,
得到0D1.1

t x = y,

0D0.9
t y = F cos t− 0.1y − 0.9x+ 3x2 − 2x3.

(8)
这里脉冲压F的影响主要是指血压对FWAS的影
响. 令F在区间 (0.05, 0.2)之间变化, 图 3给出了x

随着F变化的分岔图. 从图 3可以看出脉冲压F的

微小变化都能显著地影响混沌状态. 由此可知, 当
血压保持稳定时, 脑动脉瘤内的血流也比较平稳,
反之, 如果血压不稳定, 就会导致脑动脉瘤内的血
流处于混沌状态, 脑动脉瘤易发生破裂.

从图 3可以看出, 系统是通过倍周期分岔道路
到达混沌状态的. 图 4给出了系统 (8)随脉冲压F

变化的相图和Poincaré截面. F = 0.083时,系统是
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图 3 系统 (8)随脉冲压F 变化的分岔图

Fig. 3. Bifurcation diagram of system (8) versus pulse
pressure F .
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图 4 系统相图和Poincaré́截面随脉冲压 F 的变化 (a) 相图, F = 0.083; (b) Poincaré́截面, F = 0.083; (c) 相图,
F = 0.09; (d) Poincaré́截面, F = 0.09; (e) 相图, F = 0.093; (f) Poincaré́截面, F = 0.093; (g) 相图, F = 0.095;
(h) Poincaré́截面, F = 0.095

Fig. 4. Phase diagrams and Poincaré́ section for different values of the pulse pressure F : (a) Phase diagram,
F = 0.083; (b) Poincaré́ section, F = 0.083; (c) phase diagram, F = 0.09; (d) Poincaré́ section, F = 0.09; (e) phase
diagram, F = 0.093; (f) Poincaré́ section, F = 0.093；(g) phase diagram, F = 0.095; (h) Poincaré́ section, F = 0.095.
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周期为 1的极限环; F = 0.09时, 系统是周期变为
2; F = 0.093时, 系统的周期为 4; F = 0.095时, 系
统呈现混沌状态.

3.5 系统阶次q1和q2对FWAS的影响

进一步分别讨论分数阶阶次 q1和 q2对系统 (8)
的影响, 其中F = 0.1, 其他参数值保持不变. 令分

数阶阶次 q1在区间 (0.95, 1.14)之间变化, 图 5 (a)
给出了x随着 q1变化的分岔图. 令分数阶阶次 q2

在区间 (0.8, 0.94)之间变化, 图 5 (b)给出了x随着

q2变化的分岔图. 从图 5可以看出系统阶次 q1和

q2的微小变化都能显著地影响FWAS的混沌状态,
并且系统是通过倍周期分岔道路到达混沌状态的.
图 6和图 7分别给出系统 (8)随阶次 q1和 q2变化的

相图和Poincaré截面.
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图 5 系统 (8)随分数阶阶次变化的分岔图 (a) 随 q1 变化; (b) 随 q2变化

Fig. 5. Bifurcation diagram of system (8) versus fractional order: (a) Versus q1; (b) versus q2.
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图 6 系统相图和Poincaré截面随分数阶阶次 q1的变化 (a) 相图, q1 = 1.04; (b) Poincaré截面, q1 = 1.04; (c)相图,
q1 = 1.068; (d) Poincaré 截面, q1 = 1.068; (e) 相图, q1 = 1.76; (f) Poincaré截面, q1 = 1.76; (g) 相图, q1 = 1.9;
(h) Poincaré截面, q1 = 1.9

Fig. 6. Phase diagrams and Poincaré section for different values of the pulse pressure q1: (a) Phase diagram,
q1 = 1.04; (b) Poincaré section, q1 = 1.04; (c) phase diagram, q1 = 1.068; (d) Poincaré section, q1 = 1.068;
(e) phase diagram, q1 = 1.076; (f) Poincaré section, q1 = 1.076; (g) phase diagram, q1 = 1.09; (h) Poincaré section,
q1 = 1.09.
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图 7 系统相图和Poincaré截面随分数阶阶次 q2的变化 (a)相图, q2 = 0.84; (b) Poincaré截面, q2 = 0.84;
(c)相图, q2 = 0.86; (d) Poincaré截面, q2 = 0.86; (e)相图, q2 = 0.88; (f) Poincaré截面, q2 = 0.88; (g) 相图,
q2 = 0.89; (h) Poincaré截面, q2 = 0.89

Fig. 7. Phase diagrams and Poincaré section for different values of the pulse pressure q2: (a) Phase diagram,
q2 = 0.84; (b) Poincaré section, q2 = 0.84; (c) phase diagram, q2 = 0.86; (d) Poincaré section, q2 = 0.86;
(e) phase diagram, q2 = 0.88; (f) Poincaré section, q2 = 0.88; (g) phase diagram, q2 = 0.89; (h) Poincaré
section, q2 = 0.89.

4 FWAS的混沌控制

FWAS的混沌状态表征为血流不稳定, 而脑动
脉瘤在极混乱的速度场中更容易破裂. 因此, 应尽
量对系统进行控制, 避免混沌现象的产生. 本节采
用两种方式对FWAS进行混沌控制. 第一种通过
设计合适的控制器, 根据非自治非线性系统的稳
定性条件设置合适的参数, 对FWAS的混沌现象控
制. 第二种是采用药物激励项函数, 作为脉冲函数,
对FWAS的混沌行为进行脉冲控制.

4.1 设计控制器实现FWAS的混沌控制

在与第二节同样的参数设置下, 得到具有初值
条件的FWAS如下:

0D1.1
t x = y,

0D0.9
t y=0.1 cos t−0.1y−0.9x+3x2−2x3,

x(0) = 1, y(0) = 1.

(9)

定理3 具有初值条件的FWAS (9)是不稳
定的.

证明 由定理 2的证明过程可知, FWAS (9)
的右端项满足Lipschitz条件. 取正定矩阵Q 为单

位矩阵, 根据定理1构造函数:

g(x(t), y(t)) = x0D1.1
t x+ y0D0.9

t y

= xy + (0.1 cos t− 0.1y − 0.9x+ 3x2 − 2x3)y

6 x2 + y2

2
+ 0.1y cos t− 0.1y2 − 0.9

x2 + y2

2

+ 3
x4 + y2

2
− 2

x4 + x2y2

2

6 0.1y +
1

20
x2 +

29

20
y2 − y4

2
,

函数 g(x(t), y(t))既不恒大于零, 也不恒小于零, 系
统 (9)的稳定性难以判定. 但从图 2的仿真结果可
以看出时间历程图很不规则、相图的轨线无规律、

Poincaré截面具有一定的层次结构和形状，因此具
有初值条件的FWAS (9)是不稳定的. 定理3证毕.

对系统 (9)设计控制器:

0D1.1
t x = y − k1x,

0D0.9
t y = 0.1 cos t− 0.1y − 0.9x

+ 3x2 − 2x3 − k2

(
y − 1

10k2

)
,

x(0) = 1, y(0) = 1.

(10)

定理4 当 k1 > 0.05, k2 > 1.45时, 受控
FWAS (10)是稳定的.
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证明 根据定理1构造函数:

g(x(t), y(t)) = x0D1.1
t x+ y0D0.9

t y

= x(y − k1x) +
(
0.1 cos t− 0.1y − 0.9x+ 3x2

− 2x3 − k2

(
y − 1

10k2

))
y

6 1

10

x2 + y2

2
− k1x

2 − 1

10
y2 − k2y

2

+ 3
x4 + y2

2
− 2

x4 + x2y2

2

6
( 1

20
− k1

)
x2 +

(29
20

− k2

)
y2 − y4

2
,

当k1 > 0.05, k2 > 1.45时, 函数 g(x(t), y(t)) 6 0.
根据定理1, 受控FWAS (1)是稳定的. 定理4证毕.

取k1 = 0.05, k2 = 1.45, 系统 (10)的仿真结果
如图 8所示.

从图 8中Poincaré截面和相图的结果可以看
出, 取k1 = 0.05, k2 = 1.45, 受控FWAS (1)在10 s
之后, 很快被限制在一个很小的范围内做周期性
波动并且振幅很小. 图 9给出了受控制器控制的
FWAS (1)分别随分数阶阶次 q1和 q2 变化的分岔

图. 从图 9中可以看出, 引入控制器后, FWAS的混
沌区间也变成了稳定区间.
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图 8 控制器控制的FWAS (a) x-t和 y-t曲线; (b) 时间历程; (c) 相图; (d) Poincaré截面
Fig. 8. The control of FWAS with controller: (a) Curves of x-t and y-t; (b) time course; (c) phase diagram;
(d) Poincaré section.
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图 9 受控制器控制的FWAS(1)随分数阶阶次变化的分岔图 (a) 随 q1变化; (b) 随 q2变化

Fig. 9. Bifurcation diagram of FWAS (10) with controller versus fractional order: (a) versus q1; (b) versus q2.
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4.2 采用脉冲函数实现FWAS的混沌控制

将药效激励项函数 [7]记为:

med(d, f, t) =d cos(ft), tmodT < 0.8T,

k(t− 0.8T ) + d cos(0.8Tf), tmodT > 0.8T,

其中 T = 0.2 · (2π/f). med(d, f, t) = d表示降

压药物对血液波动起到最大作用; med(d, f, t) =

d cos(0.8Tf)表示降压药物的最低作用效果. 参数
取值 d = 0.1, f = 0.01时,可计算得k = 0.0018, 周
期为T = 125.663. 通过Matlab得到药物激励项函
数效果图, 如图 10 .

将药物激励项函数作为脉冲函数, 作用到
FWAS (8)上得到:

0D1.1
t x = y,

0D0.9
t y = (0.1− med(d, f, t)) cos t

− 0.1y − 0.9x+ 3x2 − 2x3,

x(0) = 1, y(0) = 1.

(11)

设置参数d = 0.1, f = 0.01, 代入到受脉冲控制的
FWAS (11)中, 图 11给出系统 (11)的x-t曲线、y-t
曲线、时间历程、相图和Poincaré截面.

从图 11中Poincaré截面和相图的结果可以看
出，加入以药物激励项函数作为脉冲函数的控制后，

FWAS (11)在50 s之后，很快被限制在一个很小的
范围内做周期性波动.
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图 10 药物激励项函数效果

Fig. 10. The efficiency of drug’s inspirit function.
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图 11 加入脉冲控制的FWAS (a) x-t和 y-t曲线; (b) 时间历程; (c) 相图; (d) Poincaré截面
Fig. 11. The control of fractional Willis aneurysm systems with impulse control: (a) Curves of x-t and y-t;
(b) time course; (c) phase diagram; (d) Poincaré section
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4.3 两种控制方法的比较

将上述两种方法进行比较, 设置相同的仿真条
件, 得到图 12 .

图 12中, 子图 (a)和 (b)展示的是针对FWAS
分别设计合适的控制器和进行脉冲控制得到的x-t,
y-t时间序列比较图. 由图可知, 上述两种方法均可
以将脑动脉瘤内的血流速度和血流速度变化率长

时间控制在一个恒定的很小范围内进行周期性波

动. 这种状态对于脑动脉瘤患者是十分有利的, 说
明病情稳定, 脑动脉瘤不易破裂.
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图 12 FWAS的控制 (a) 控制器控制与脉冲控制的 x-t
曲线; (b) 控制器控制与脉冲控制的 y-t曲线
Fig. 12. The control of fractional Willis aneurysm sys-
tems: (a) Curves of x-t with controller and impulse
control respectively; (b) curves of y-t with controller
and impulse control respectively.

设计合适的控制器可以使FWAS在很短的时
间里稳定下来, 而且该方法设计简单, 但是控制器
缺少实际理论的支撑. 而采用脉冲函数对系统进行
控制所需时间较长, 而且稳定性能差, 但实际表现
为患者使用药物, 更为切合实际应用.

5 总 结

本文在WAS的基础上, 提出了FWAS, 并且通
过理论证明和数值仿真论证其动力学性质. 研究表

明, FWAS存在同WAS一样的复杂混沌现象. 最
后, 分别采用以基于稳定性定理设计合适的控制
器和以药物激励项函数作为脉冲函数进行脉冲控

制这两种方法, 分别对FWAS进行控制, 使其在一
个很小的范围内做周期性波动, 此时脑动脉瘤系
统就从混沌状态转变为稳定状态. 本文所得的结
果表明, 应用分数阶微分算子刻画Willis环脑动脉
瘤模型是一种可行的方法和工具. 在实际问题中,
FWAS 的阶次大小应当如何选取还需要医学实验
的数据, 但本文对于脑动脉瘤的研究具有一定的理
论指导意义.

参考文献

[1] Austin G 1971 Math. Biosci. 11 163

[2] Cao J D, Liu T Y 1993 J. Biomath. 8 9 (in Chinese) [曹
进德, 刘天一 1993 生物数学学报 8 9]

[3] Nieto J J, Torres A 2000 Nonlinear Anal. 40 513

[4] Yang C H, Zhu S M 2003 Acta Sci. Nat. Univ. Sunyat-
seni 42 1 (in Chinese) [杨翠红, 朱思铭 2003 中山大学学
报 42 1]

[5] Gu Y F, Xiao J 2014 Acta Phys. Sin. 63 160506 (in
Chinese) [古元凤, 肖剑 2014 物理学报 63 160506]

[6] Li Y M, Yu S 2008 J. Biomath. 23 235 (in Chinese) [李
医民, 于霜 2008 生物数学学报 23 235]

[7] Sun M H, Xiao J, Dong H L 2016 Highlights of Scien-
cepaper Online 9 640 (in Chinese) [孙梦晗, 肖剑, 董海亮
2016 中国科技论文在线精品论文 9 640]

[8] Lu K Q, Liu J X 2009 Physics 38 453 (in Chinese) [陆
坤权, 刘寄星 2009 物理 38 453]

[9] Zhu K Q 2009 Mech. Pract. 31 104 (in Chinese) [朱克勤
2009 力学与实践 31 104]

[10] Ahmed E, El-Sayed A M A, El-Saka H A A 2007 J.
Math. Anal. Appl. 325 542

[11] Chen M, Jia L B, Yin X Z 2011 Chin. Phys. Lett. 28
88703

[12] Dokoumetzidis A, Macheras P 2009 J. Pharmaceut.
Biomed. 36 165

[13] Verotta D 2010 J. Pharmaceut. Biomed. 37 257

[14] Podlubny I 1999 Fractional Differential Equations (New
York: Academic Press) pp41–120

[15] Daftardar-Gejji V, Jafari H 2007 J. Math. Anal. Appl.
328 1026

[16] Hu J B, Zhao L D 2013 Acta Phys. Sin. 62 060504 (in
Chinese) [胡建兵, 赵灵冬 2013 物理学报 62 060504]

[17] Kai D, Ford N J 2004 Appl. Math. Comput. 154 621

[18] Diethelm K, Ford N J, Freed A D 2005 Comput. Method
Appl. M. 194 743

230502-10

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.1016/0025-5564(71)90015-0
http://dx.doi.org/10.1016/S0362-546X(00)85030-0
http://dx.doi.org/10.1136/inpract.31.3.104
http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2006.01.087
http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2006.01.087
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/28/8/088703
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/28/8/088703
http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2006.06.007
http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2006.06.007
http://dx.doi.org/10.1016/j.cma.2004.06.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.cma.2004.06.006


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 23 (2016) 230502

Chaotic dynamics of the fractional Willis aneurysm
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Abstract
The Willis aneurysm system has some limitations in the description of the complex hemodynamic mechanism of

blood with viscoelasticity. The fractional calculus has been used to depict some complex and disordered processes in
organisms. Thus, we propose a fractional Willis aneurysm system (FWAS) byusing the Caputo fractional differential
and its theory in the present article.

Firstly, the existence and uniqueness of solution for FWAS are investigated theoretically. Then, we prove that the
FWAS has a chaotic characteristic by analyzing the phase portraits and Poincaré section, and it is a rational extension
of its integer order form. We investigate the influences of pulse pressure and fractional order on the FWAS by means
of bifurcation diagram and period doubling bifurcation. The results show that small changes of pulse pressure and
fractional order canlead to a remarkable effect on the motion state of the FWAS.

As the chaotic FWAS indicates that the brain blood flow is unstable, and the cerebral aneurysms are more likely
to rupture in a very chaotic velocity field. Therefore we use two methods to control the chaotic FWAS. One is to design
a suitable controller based on the stability theorem of fractional nonlinear non-autonomous system, and the other is to
use a pulse control by taking the inspirit function of drug as impulse function. The numerical simulations show that the
proposed two methods can control the blood flow velocity and speed up the periodic fluctuation within a small range,
which shows that the cerebral aneurysm is not easy to rupture.

The results obtained in this paper display that the fractional differential is a feasible method to characterize the
Willis aneurysm system. The theoretical results in our article can provide some theoretical guidance for controlling and
utilizing the actual FWAS system.

Keywords: fractional Willis aneurysm system, Caputo fractional differential, Poincaré section, chaos
control
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