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Lifshitz时空s波超导模型的关联长度和穿透深度∗
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2)(黔南民族师范学院物理与电子科学系, 都匀 558000)

( 2015年 8月 15日收到; 2015年 11月 30日收到修改稿 )

在D = d+ 2维各向异性的Lifshitz黑洞时空背景中, 在探子极限下, 用解析方法研究了临界温度附近引
力系统的微扰, 计算出超导的关联长度 ξ ∝ 1

Tc

(
1 − T

Tc

)−1/2
, 这与平均场论的结果一致. 进一步, 考虑在该

系统中加一个均匀外磁场, 计算出穿透深度λ ∝ (
Tc − T

)−1/2, 该结果与Ginzburg-Landau理论相符.

关键词: 全息超导, Lifshitz黑洞, 关联长度, 穿透深度
PACS: 04.70.Bw, 04.90.+e, 74.20.–z, 74.25.–q DOI: 10.7498/aps.65.040401

1 引 言

2015年是爱因斯坦完成广义相对论一百周年.
广义相对论是非常成功的引力理论, 它不仅成功
地解释了水星近日点进动和太阳引力场对星光的

弯曲等问题, 而且彻底地改变了人们的时空观：时
空不再是物质运动的绝对框架, 而是一个弯曲的
流形, 它可以与自身或其他物质发生相互作用. 同
时, 广义相对论还预言宇宙空间中存在着一类奇特
的致密天体, 它导致空间发生严重弯曲以致光线
都无法逃脱其视界. 由于其类似于热力学中的黑
体, 所以称为黑洞. 随后, 人们提出各种黑洞解并
对黑洞这类强引力场的各方面性质展开系统研究,
尤其在热力学方面. 在通常热力学和统计物理中,
熵是一个系统的物理自由度且与体积成正比. 然
而, 在 1973年, Bekestein [1] 指出黑洞存在热力学

熵并且正比于黑洞的视界面面积, 这仿佛告诉人们
黑洞内部的物理可以从其表面解读出来. 1974 年,
Hawking [2]证明黑洞并不是黑的, 而是时刻向外发
出热辐射, 从而说明黑洞是一个有温度的热力学系
统, 同时也为Bekestein 的面积熵提供了直接证据.
受到黑洞面积熵的启发, 1993年, Hooft [3]提出引

力的全息原理并在 1994年由Susskind [4]进一步阐

述和深化, 全息原理指出：一个D维引力体系的自

由度等价于其 (D − 1)维边界上没有引力的体系自
由度.

1997年, Maldacena [5]通过考虑N张重合D3

膜的低能极限, 猜想AdS5 × S5中的 IIB型超引力
对应于其边界上的四维SU(N)Yang-Mills (YM)场
论, 从而找到了一个引力全息原理的例子. 因为引
力一边是反德西特 (AdS)时空, 同时, 与引力对应
的边界场论是一个共形场理论 (CFT), 所以这一对
应又简称为AdS/CFT对应. 1998年, 文献 [6, 7]进
一步独立地发展了AdS/CFT 对应, 从数学上严格
推导出了AdS引力与其边界共形场论中物理量的
具体对应关系 (对偶字典), 尤其给出了边界场论中
n点关联函数与引力作用量的关系. 后来, 人们又
发现, AdS/CFT 对应不必要求边界场论具有超对
称和共形不变性. 甚至可以说, AdS/CFT对应不
通过超弦理论也可以得到. 推广后的AdS/CFT 对
应被称为规范/引力对偶 (gauge/gravity duality).
规范/引力对偶的一个重要特征就是引力场与其对
应的边界场之间的强弱对偶性：当边界场论涉及到

强相互作用时, 与它对偶的引力就是弱耦合理论,
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反之亦然. 可见, 规范/引力对偶为强耦合场论的
研究提供了一个新的思路. 我们知道, 随着科技的
发展, 人们不论是在实验方面还是理论方面时常遇
到强耦合系统, 比较典型的情况是近年来凝聚态材
料中观察到的强电子关联系统. 这种强相互作用使
得传统的微扰方法无能为力, 从而阻碍着人们对物
理规律的进一步探索. 然而, 现在人们可以通过规
范/引力对偶把凝聚态系统中的强相互作用场论对
应到弱引力体系中来, 进而通过探究弱引力相互作
用来解决场论中的强相互作用.

2008年, Hartnoll等 [8]首先把电磁场和带电复

标量场耦合到各向同性的四维Schwarzschild AdS
黑洞中, 在探子极限下通过Abelian-Higgs机制构
建了全息 s波超导体模型. 该模型中电磁场用来模
拟相变的U(1)规范对称性, 黑洞用来实现超导体
的温度, 同时, 复标量场作为超导相下的序参量.
同年, Maeda和Okamura [9]运用解析方法, 计算出
了该模型下的关联长度 ξ与 (1−T/Tc)

−1/2成正比,
这个结果与Ginzburg-Landau理论一致, 并且强有
力地证明了可以通过AdS/CFT对应, 把带电标量
场耦合到黑洞中, 来构造超导相变. 之后, 人们还
构建了全息p波和d波超导体模型 [10−12]. 此外, 国
内外学者运用数值方法和解析方法, 在非相对论引
力背景中, 构建了全息超导 (流)模型 [13−21].

近年来, 随着对全息超导的深入研究, 人们不
断提出新的模型来实现全息超导. 例如：Rogatko
等在Schwarzschild黑洞全息 s波超导模型的基础
上又考虑了暗物质矢量对全息超导的影响, 即具体
运用解析方法来研究暗物质矢量对全息超导的影

响 [22]、暗物质矢量对全息相变的影响 [23]以及暗物

质矢量存在时的全息涡旋 [24]. 在Stückelberg全息
超导模型 [25]基础上, 通过考虑非最小微商耦合理
论 (即带电标量场与爱因斯坦张量相耦合), 人们研
究了耦合参数对超导相变的影响, 并计算出电导
率 [26]. 进一步, 考虑背景反作用和通过选取标量场
新的高阶修正形式, 构造了新的Stückelberg全息
超导模型 [27], 同时研究了模型参数以及反作用对
标量场凝聚的影响, 尤其是对相变阶数的影响.

因为凝聚态系统在很多情况下表现为时空各

向异性的性质, 为此人们提出了与之相对偶的引
力, 如Lifshitz引力 [28]. 不过, 在文献 [28] 中, 作者
仅仅考虑了动力学临界指数 z = 2 时四维时空中的

情况. 为了更清楚地观察到时空各向异性对超导体
凝聚的影响, 我们不仅通过数值方法考虑了任意维

度Lifshitz黑洞时空中带有任意动力学临界指数 z

情况下的超导模型及其电导率, 而且还通过解析方
法计算了相变温度以及临界点附近的凝聚情况 [29].
研究结果表明, 由解析方法所得结果与数值方法一
致. 此外,根据Ginzburg-Landau理论,我们知道关
联长度 ξ 和穿透深度λ是体现超导体特性的两个重

要物理量. 而Lifshitz黑洞是具有洛伦兹对称性破
缺的非相对论引力理论中的黑洞, 在该类黑洞时空
中研究全息超导, 有助于人们对AdS/CFT对应的
理解. 为此, 本文在D = d+ 2维Lifshitz黑洞时空
背景中, 在探子极限下, 运用解析方法来研究临界
点附近关联长度 ξ和穿透深度λ的超导性质.

2 Lifshitz黑洞时空背景下的s波超导
模型

在很多凝聚态材料中, 系统表现为所谓的Lif-
shitz 定点, 该定点展现出时空的各向异性特点, 如：
t → azt, x → ax (z ̸= 1), 其中, z称为Lifshitz动
力学临界指数, 表征着时空各向异性的程度. 当
z = 1时, 时空回到标准的广义相对论. 由于各向
异性特点打破了Lorentz 不变性, 从而使系统表现
为非相对论特点. 由于通常的Einstein引力具有
Lorentz不变性, 所以, 为了研究非相对论场论中的
全息超导, 我们必须对Einstein引力描述加以修改.

在 2008年, Kachru等 [28]提出, 带有负宇宙学
常数的D = d + 2维引力可以产生对偶于Lifshitz
标度的度规形式

ds2 = L2
(
− r2zdt2 + r2dx2 +

dr2
r2

)
, (1)

其中0 < r <∞, dx2 = dx21+· · ·+dx2d, 1 6 z 6 d,
L是几何曲率的标度. 如果普朗克长度为 1, 则以
上的各个量都无量纲. 此时, 标度变换的形式为
t → azt, x → ax, r → r/a. 显然, 当 z = 1

时, 该几何可以约化为AdSd+2时空, 具有较大的
SO(d+1, 2)对称性. 当 z > 1时, 它是带有Lifshitz
标度的引力. 此外, 该Lifshitz时空 (1)还可以通过
一个无质量标量场耦合一个阿贝尔规范场得到, 其
作用量具体形式为 [30]

S =
1

16πGd+2

∫
dd+2x

√
−g

(
R− 2Λ

− 1

2
∂µφ∂

µφ− 1

4
eaφFµνF

µν
)
. (2)
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推广到有限温度的引力系统, (1)式可以写为 [31]

ds2 = L2
(
− r2zf(r)dt2 + dr2

r2f(r)
+ r2

d∑
i=1

dx2i
)
,

(3)

其中

f(r) = 1−
rz+dh
rz+d

,

Λ = − (z + d− 1)(z + d)

2L2
, (4)

Frt =
√

2L2(z − 1)(z + d)rz+d−1,

eaφ = r−2d, a2 =
2d

z − 1
. (5)

黑洞的霍金温度为

T =
(z + d)rzh

4π
, (6)

rh为黑洞的视界半径. 令L2 = 1, 为了方便计算,
作变量代换, 引入一个新变量u = rh/r, 度规 (3)
式变为

ds2 = − α2(T )f(u)

u2z
dt2 + 1

u2f(u)
du2

+
r2h
u2

d∑
i=1

dx2i , (7)

其中 f(u) = 1 − uz+d, α(T ) =
4π

(z + d)
T = rzh. 考

虑Abelian-Higgs模型 [8], 拉氏量密度是由一个复
标量场Ψ和一个Maxwell场组成, 其具体形式为

Lm = −1

4
FµνF

µν − |DµΨ |2 −m2|Ψ |2, (8)

其中, Dµ = ∇µ − iqAµ, Fµν = ∇µAν −∇νAµ, m
和 q分别是标量场的质量和电荷. 在探子极限下
(即不考虑物质场部分对Lifshitz引力背景的反作
用), 从 (8)式可得出标量场和Maxwell场的运动方
程分别为

D2Ψ −m2Ψ = 0, (9)

∇µFµν − i(Ψ∗DνΨ − ΨD∗
νΨ

∗) = 0. (10)

通过考虑拉氏量 (8)的规范对称性, 对物质场和规
范场选取如下的简单形式

Ψ = Ψ(u), Aµ = Φ(u)dt, (11)

则运动方程 (9)和 (10)式分别变成(
uz+d−1 d

du
f(u)

uz+d−1

d
du − m2

u2

)
Ψ̃ +

u2z−2Φ̃2

f(u)
Ψ̃ = 0,

(12)

f(u)
d2Φ̃

du2 − (d− z − 1)f(u)

u

d
duΦ̃− 2|Ψ̃ |2

u2
Φ̃ = 0,

(13)

其中, Φ̃ = Φ
α(T ) , Ψ̃ = LΨ = Ψ(L=1) 都是无量纲的

量. 不失一般性,我们取 Ψ̃是实的,从而得到平庸解

Ψ̃ = 0, (14)

Φ̃ =
µ

α(T )
− qud−z = q(1− ud−z), z < d;

Φ̃ =
µ

α(T )
− ρ

α(T )
log

(ζrh
u

)
, z = d, (15)

其中, ζ是常数. 现在, 考虑物质场和规范场的边界
条件. 在视界面 (u = 1)处, 为保证Aµ的有限形式,
则要求规范场Φ(1) = 0, 而对标量场Ψ(1)只需要有

限即可. 在无限远边界 (u → 0)处, 根据运动方程
(12)和 (13)式, 它们的渐近行为表示为

Ψ̃ ≈ O−
u∆−

r
∆−
h

+ O+
u∆+

r
∆+

h
+ · · · , (16)

Φ̃ ≈ µ

α(T )
− qud−z + · · · , z < d;

Φ̃ ≈ µ

α(T )
− ρ

α(T )
log

(ζrh
u

)
+ · · · , z = d, (17)

其中, ∆± =
1

2

(
(z + d)±

√
(z + d)2 + 4m2

)
. 根据

AdS/CFT字典, µ, ρ分别是边界场论的化学势和
电荷密度, q为无量纲常数. 当O−对应着边界场论

的源时, 渐近系数O+对应着标度量纲∆+的算符.
若取O− = 0(或O+ = 0), 则系数O+ (或O−)(标度
量纲∆+或∆−)就是超导序参量. 由于在 z = d时,
规范场的渐近解中会出现对数项, 从而导致很难
把规范场在边界处展开, 所以本文只考虑 z < d的

情况.
根据数值计算结果 [29]可知, 在临界温度Tc 附

近, 序参量

⟨O±⟩ ∼ (1− T/Tc)
1
2 . (18)

因此, 我们引入一个小参量 ϵ = (1− T/Tc), 在临界
温度附近, (12)和 (13)式的非平庸解就可按 ϵ展开.

根据连续性要求, 在临界温度处我们有

Ψ̃c = 0, Φ̃c = qc(1− ud−z). (19)

将 Ψ̃和 Φ̃展开为

Ψ̃(u) = ϵ1/2Ψ̃1(u) + ϵ3/2Ψ̃2(u) + · · · ,

Φ̃(u) = Φ̃c(u) + ϵΦ̃1(u) + · · · (20)
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于是可得到 Ψ̃1的方程

LψΨ̃1 = 0, (21)

其中, 算符Lψ为

Lψ = −
(
uz+d−1 d

du
f(u)

uz+d−1

d
du − m2

u2
+
u2z−2Φ̃c
f(u)

)
.

(22)

3 关联长度

根据Ginzburg-Landau理论, 关联长度 ξ和穿

透深度λ是体现超导特性的两个物理量. 我们知道
关联长度 ξ由序参量在Fourier空间的静态关联函
数的复极点给出：⟨

Õ(k)Õ(−k)
⟩
∼ 1

|k|2 + 1/ξ2
. (23)

在探子极限下, 通过给场 (Ψ̃ , Φ̃)加一个微扰, 可计
算出极点 |k|2 , 从而计算出关联长度. 在这里我们
只考虑打开x方向的微扰:

δAµ(u, x)dxµ = [Ax(u, k)dx+Ay(u, k)dy

+ ϕ(u, k)dt] e ikx, (24)

δΨ(u, x) =
1

α(T )
[ψ(u, k) + iψ̂(u, k)] e ikx,

(25)

其中, ψ和 ψ̂都是实函数. 从而可得到关于ϕ, ψ和
Ay的线性阶方程

k̃2ψ =
(
uz+d−1 d

du
f(u)

uz+d−1

d
du − m2

u2

+
u2z−2Φ̃2

f(u)

)
ψ +

2u2z−2Φ̃Ψ̃

f(u)
ϕ, (26)

k̃2ϕ =
(
f(u)

d2

du2 −
2rd−z−1

h Ψ̃2

ud−z+1

)
ϕ

−
4rd−z−1

h Φ̃Ψ̃

ud−z+1
ψ, (27)

k̃2Ay =
1

r2z−2
h

(
uz+d−3 d

du
f(u)

uz+d−3

d
du − 2Ψ̃2

u2

)
Ay,

(28)

其中, k̃ = k/α(T ).
根据 (20)式, (26)式可按 ϵ展开如下

−k̃2ψ =
(
Lψ − 2u2z−2ϵΦ̃cΦ̃1

f(u)

)
ψ

− 2u2z−2ϵ1/2Φ̃cΨ̃1

f(u)
ϕ, (29)

令ϕ = ϵ1/2φ, 则

−k̃2ψ = Lψψ − ϵ
2u2z−2Φ̃c
f(u)

(Φ̃1ψ + Ψ̃1φ). (30)

把ψ, φ和 k̃2按 ϵ展开如下

ψ = Ψ̃1 + ϵψ1 +O(ϵ2),

φ = φ0 +O(ϵ),

k̃2 = ϵk̃21 +O(ϵ2). (31)

则 (30)式变为

−k̃21Ψ̃1 = Lψψ1 −
2u2z−2Φ̃cΨ̃1

f(u)
(Φ̃1 + φ0). (32)

现在, 我们引入一个内积的定义：

⟨ψI|ψII⟩ =
∫ 1

0

du
u2
ψ∗

I (u)ψII(u). (33)

利用 (21)式和Lψ的厄米特性, 则 Ψ̃1与 (32)式的
内积为

k̃21⟨Ψ̃1|Ψ̃1⟩ = ⟨Ψ̃1|
2u2z−2Φ̃cΨ̃1

f(u)
Φ̃1⟩

+ 2

∫ 1

0

u2z−4duΦ̃cΨ̃
2
1

f(u)
φ0. (34)

由于Lψ的厄米特性和 Ψ̃2的运动方程, 即

LψΨ̃2 =
2u2z−2Φ̃cΨ̃1

f(u)
Φ̃1, (35)

故 (34)式等号右边的第一项为零. 利用 k̃2 = ϵk̃21,
在一阶近似下, 本征值 k̃写为

k̃2 = ϵ
N

D
+O(ϵ2), (36)

其中,

N = 2

∫ 1

0

duu
2zΦ̃cΨ̃

2
1

u4f(u)
φ0,

D =

∫ 1

0

duΨ̃
2
1 (u)

u2
.

于是, 我们得到关联长度为

ξ =
ϵ−1/2

α(Tc)

√
D

N
+O(ϵ2) ∝ 1

Tc

(
1− T

Tc

)−1/2

.

(37)

它与Ginzburg-Landau理论相符.

4 穿透深度

考虑空间中存在一个垂直于超导体表面

的均匀外部磁场, 假设 δAy(u, x) = b(u)x(磁场
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Fxy = ∂xδAy = b(u)), 在探子极限下, 可得到 b(u)

的运动方程(
uz+d−3 d

du
f(u)

uz+d−3

d
du − 2Ψ̃2

u2

)
b(u) = 0, (38)

其中, b(u)满足在视界面 (u = 1)处的正则性边界
条件. 同时, 把 b(u)展开如下：

b(u) = b0(u) + ϵb1(u) +O(ϵ2), (39)

于是, 得到关于 b0, b1的方程

uz+d−3 d
du

f(u)

uz+d−3

d
dub0(u) = 0, (40)

uz+d−3 d
du

f(u)

uz+d−3

d
dub1(u)−

2Ψ̃2
1

u2
b0(u) = 0,

(41)

其中, b0(u) = C(C为常数). 进而可得

db1
du = −2Cuz+d−3

f(u)

∫ 1

u

du0
Ψ̃2
1 (u0)

uz+d−1
0

. (42)

根据 (42)式和 b0为常数, 可得

b(u) = B − 2ϵB

∫ u

0

du1
uz+d−3
1

f(u1)

∫ 1

u1

du0
Ψ̃2
1 (u0)

uz+d−1
0

+O(ϵ2). (43)

从而, 我们得到

δAy(u, x) = δA
(0)
y (x)

(
1− 2ϵ

∫ u

0

du1
uz+d−3
1

f(u1)

×
∫ 1

u1

du0
Ψ̃2
1 (u0)

uz+d−1
0

)
, (44)

其中,

B = lim
u→0

b(u), δA(0)
y (x) = lim

u→0
δAy(u, x).

根据AdS/CFT对偶字典, 在临界温度Tc附近, 电
流的期望值 ⟨Jy(x)⟩ 为

⟨Jy(x)⟩ ∼ −ϵTcδA
(0)
y (x). (45)

进一步, 根据London方程

J = − e2∗
m∗

ψ2A = −e∗nsA, (46)

其中, e∗, m∗分别是序参量的有效电荷和有效质量,
ns是超流数密度. 比较 (45)和 (46)式, 我们可得到
在临界温度附近, 超流数密度为

ns ∼ ϵTc ∼
(
Tc − T

)
. (47)

再者, 由Ginzburg-Landau理论可知, 穿透深度为

λ ∼ 1/
√
ns. (48)

于是, 我们给出临界温度附近的穿透深度

λ ∝
(
Tc − T

)−1/2

. (49)

可见, 此结果与Ginzburg-Laudau理论一致.

5 讨论与结论

我们在D = d + 2维各向异性的Lifshitz黑
洞时空背景中, 在探子极限下, 用解析方法分
别研究了关联长度和穿透深度这两个物理量在

超导相变点附近的性质. 结果表明关联长度

ξ ∝ 1

Tc

(
1− T

Tc

)−1/2

,而穿透深度λ与
(
Tc−T

)−1/2

成正比, 这些与Ginzburg-Landau理论相符.
值得指出的是, 上述结果是在探子极限下研究

所得. 为了更真实地反映系统的物理性质, 在未来
的工作中, 我们将考虑物质场和磁场对背景时空的
反作用, 即考虑偏离探子极限下的全息超导模型的
情况.
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Abstract
The (anti-de Sitter/conformal field theory, AdS/CFT) duality provides us a powerful guidance to study the strong-

coupled conformal field theory by using its dual weak-coupled gravity. One of the interesting applications of the duality is
to study high temperature superconductors, which are supposed to be a strongly coupled system. According to Ginzburg-
Landau theory, a superconductor can be characterized by only two parameters, coherence length ξ and the magnetic
penetration length λ; therefore, it is important to determine the two parameters. In this paper in the D = d + 2-
dimensional Lifshitz black hole, we analytically study the static fluctuation of the scalar field with nonzero spatial
momentum along one spatial coordinate of the boundary, and investigate the perturbation of the gravitational system
near the critical temperature Tc. Working in the probe limit (the gauge field and scalar field do not backreact on
the original metric), we obtain the superconducting coherence length ξ via AdS/CFT correspondence, which is ξ ∝
1

Tc

(
1− T

Tc

)−1/2

. Moreover, in the probe limit (the magnetic field does not backreact to the background spacetime), we
have calculated the diamagnetic current induced by a homogeneous external magnetic field perpendicular to the surface
of the superconductor. Then, we obtain the magnetic penetration depth λ ∝

(
Tc − T

)−1/2, which agrees with the result
in Ginzburg-Landau theory. And these results strongly support the idea that a superconductor can be described by a
charged scalar field on the Lifshitz black hole via AdS/CFT duality.

Keywords: holographic superconductor, Lifshitz black hole, coherence length, magnetic penetration
depth
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