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激光驱动晶体发射高次谐波的特性研究∗

管仲 李伟 王国利 周效信†

(西北师范大学物理与电子工程学院, 兰州 730030)

( 2015年 11月 26日收到; 2015年 12月 28日收到修改稿 )

通过数值模拟激光驱动下电子在周期性势阱中的动力学行为, 研究了晶体在激光场中发射高次谐波的特
性. 研究发现在一定的激光波长和光强驱动下, 晶体发射的谐波谱会呈现出双平台结构, 经分析后得知第一
个平台主要来自于最低导带与价带间的电流 (电子 -空穴对复合), 第二个平台主要来源于较高导带与价带间
的电流 (电子 -空穴对复合), 且两个平台的截止位置处的能量都与激光场的振幅呈线性关系. 在少周期激光驱
动下, 晶体谐波第二平台的截止位置与激光的载波相位呈单调变化, 由此我们提出可以利用晶体谐波第二平
台的截止位置来确定少周期激光的载波相位. 进一步研究发现, 在啁啾激光驱动下, 晶体发射谐波谱的第二
平台有较大变化, 第二平台的发射效率会随啁啾参数而改变, 能够通过改变啁啾激光场来提高晶体谐波第二
平台的发射效率.

关键词: 高次谐波, 晶体, 载波相位, 啁啾激光
PACS: 32.80.Rm, 42.65.Ky, 42.65.Re, 42.50.Hz DOI: 10.7498/aps.65.063201

1 引 言

高次谐波 (HHG)是激光与物质相互作用过程
中出现的一种非线性效应 [1], 目前它已广泛应用
于各种领域, 如利用高次谐波来实现分子轨道的
成像 [2]、合成超短的阿秒脉冲 [3]以及新的XUV光
源 [4]等, 特别是最近利用高次谐波来测量晶体带隙
的方法也获得成功 [5]. 因此, 对高次谐波的研究引
起了人们极大的兴趣. 近年来, 人们研究的重点集
中在气体状态的原子分子发射的高次谐波. 原子分
子发射高次谐波的过程可以用Corkum [6]提出的

“三步模型”来解释: 处于基态原子 (或分子)中的
电子通过隧穿电离进入连续态, 处于连续态的电子
在激光场中加速, 当激光场反向时, 没有反向的电
子会直接被电离, 反向的那些电子会经激光场加速
重新回到母核附近, 如果与母离子中的其他电子发
生碰撞, 会产生非序列双电离, 如果与母核复合就
会发射高能光子即高次谐波, 其截止位置可以表示

为 Ip+3.17Up, Ip是原子的电离能, Up = E2
0/4mω

2

是自由电子在激光场中的有质动力能 (E0是入射

激光振幅, ω是入射激光角频率). 一般来说, 由处
于气体状态的原子分子发射高次谐波的效率比较

低, 通常转换效率在 10−5—10−4之间 [7], 这给产生
高强度的高次谐波带来了一定的困难, 因此如何提
高高次谐波的强度就变得尤为重要.

相对于气体而言, 由于固体具有密度高的特
点, 人们推测固体材料可能更适合于产生高强度的
高次谐波, 因此科学家将注意力逐渐转向激光与固
体相互作用来产生高次谐波. 最近, 美国科学家从
实验 [8]上发现当激光与具有周期性结构的固体材

料相互作用时发射的高次谐波谱有一些不同于原

子发射谐波的独特性质, 因此对于这些性质的研
究也迅即展开. Ghimire 等 [9]的研究表明, 晶体中
发射高次谐波与原子分子发射高次谐波的机理有

所不同, 晶体在激光驱动下, 电子波包在导带上的
布洛赫振荡以及能带间隧穿产生了高次谐波. 文
献 [10]和 [11]也分别对晶体和半导体材料在激光场
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中发射的高次谐波进行了理论研究; 最新的实验
和理论 [12]还研究了半导体材料ZnO发射的高次谐
波, 研究表明固体材料发射高次谐波的机理与 “三
步模型”有一定差别, 其发射过程主要归因于固体
材料中电子波包在带间发生的布洛赫振荡以及电

子 -空穴对的复合. 但是, 对固体材料发射高次谐波
的研究才刚刚开始, 通过了解它的发射机理进而达
到控制其发射过程还需要进一步的研究.

另一方面, 基于激光技术的快速发展, 持续时
间仅有二、三个光学周期的激光脉冲 (即少周期激
光脉冲)已在实验室中实现 [4], 对于少周期的激光,
载波包络相位 (carrier-envelope phase, CEP)是一
个重要的参数. 由于激光电场随时间变化很快, 实
验上很难对CEP进行直接测量, 人们通常利用某
些现象来间接测量CEP. 如在激光场中, 某些原子
(或分子)的电离信号 [13]或高次谐波信号 [14,15]会

随CEP规律性地变化, 人们把这些规律定量化来
反映CEP的信息. 本文探究了晶体高次谐波的截
止位置随CEP的变化, 发现第二个平台的截止位
置与激光的载波相位呈单调变化, 这种性质能够作
为测量激光CEP的一种新方法.

此外, 啁啾激光是激光技术发展的另一产物,
如今它已广泛应用于理论和实验中. 在原子分子体
系下, 啁啾激光的加入会展宽高次谐波的平台 [16],
在晶体情况下, 我们的研究表明啁啾激光驱动下晶
体发射的谐波、啁啾参数会对谐波第二平台的发射

效率有较大影响.

2 理论与方法

考虑一维体系下的激光 -晶体相互作用, 激光
极化方向沿着晶体的晶格方向, 在速度规范下, 体
系的哈密顿量为 (如无特别说明, 均使用原子单位)

H(t) = Ĥ0 +A(x, t)p̂, (1)

其中H0是无外场时体系的哈密顿量, Ĥ0 =

p̂/2 + U(x), U(x)是晶格的周期性势, 因为我们
考虑的波长远大于晶格常数, 根据偶极近似可得
到, A(x, t) ≈ A(t). 由布洛赫定理, 我们得到无外
场的本征方程:

Ĥ0|ϕnk⟩ = En(k)|ϕnk⟩, (2)

其中n表示能带的指标, En(k)表示第n个能带下

的本征值, 每个布洛赫态都可以认为是平面波和周

期性函数的乘积,

⟨x/ϕnk⟩ = eikxUnk(x). (3)

求出布洛赫态后, 我们接着处理体系的含时演
化问题, 即求解体系的含时薛定谔方程 [15]:

i d
dtψ(x, t) = H(t)ψ(x, t). (4)

在每一个k0下, 用布洛赫态将含时波函数展开,

|ψk0
(t)⟩ =

∑
n

αnk0
(t)|ϕnk0

⟩. (5)

通过Crank-Nicolson方法 [17]进行演化, 在每一个
k0下, 我们得到,

jk0 = −{Re[⟨ψk0 |p̂|ψk0⟩] +A(t)}. (6)

最后求出总的含时密度电流,

j(t) =
∑

n∈VB

∫
jk,n(t)dk, (7)

k的积分范围限定在第一布里渊区.
虽然布洛赫态作为基函数的求解方法简便, 但

是不能够分离晶体带内的电流和带间的电流对谐

波的贡献, 使用休斯顿态作为基函数很容易解决这
一问题 [9], 休斯顿态是含时哈密顿量的本征态,

H(t)|ϕ̃nk0
(t)⟩ = En(k(t))|ϕ̃nk0

(t)⟩. (8)

通过对角化方法求出休斯顿态, 用它作为基函
数展开含时波函数,

|ψk0
(t)⟩ =

∑
n

αnk0
(t)|ϕ̃nk0

(t)⟩. (9)

与前述相同的方法进行演化, 在每一个k0下,
我们得到

jk0
= −Re[α∗

nk0
αn′k0

⟨φnk(t)|p̂|φnk(t)⟩]. (10)

带内电流的贡献只涉及相同能带上的休斯顿

态, 带间电流的贡献涉及不同能带上的休斯顿态,
密度电流分别为

jintra = −
∑
n

[|αnk0 |2⟨φnk(t)|p̂|φnk(t)⟩], (11)

jinter = −Re
[ ∑
n′ ̸=n

α∗
nk0

αn′k0⟨φnk(t)|p̂|φn′k(t)⟩
]
.

(12)

高次谐波谱可以通过对密度电流进行傅里叶变换

得到, 在傅里叶变换之前乘一个Hanning窗函数,
窗函数的引入并不会抑制激光峰值处驱动产生的

非线性电流.
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3 结果与分析

在计算中晶体内的周期势采用Mathieu-type
势, 这个周期势已广泛应用于晶体计算中 [18],
具体形式是V (x) = −V0[1 + cos(2πx/a0)], 其中
V0 = 0.37 a.u, 晶格常数a0 = 8 a.u. 因为第一个
价带束缚得很深, 可以选择第二个价带作为演化初
态. 图 1给出了能带的分布情况, 在图中标出了当
电子在激光场中发生布洛赫振荡时, 会产生带内电
流, 当激光强度较大时, 电子就有可能从第二个价
带隧穿出来后进入第一个导带形成电子 -空穴对并
在激光场中运动, 若发生电子 -空穴对复合时, 将产
生带间电流 [12]. 实际的情况可能会更复杂, 电子有
可能隧穿出第一个导带进入更高的导带, 在激光场
作用下形成其他的带内带间电流. 如果将所有能带
的带内和带间电流都考虑进去就得到了晶体的高

次谐波, 总的带内电流与 (11)式对应, 总的带间电
流与 (12)式对应.

C2

C1

25

20

15

10

5

E
↼k
↽/
e
V

0

-5

-10

-15
-0.4 -0.2 0

k(2p/a0)

0.2 0.4

V2

V1

Interband

Interband

图 1 (网刊彩色)体系的晶体能带结构

Fig. 1. (color online) Band structures of crystal used.

在计算中我们使用的激光包络是 cos2包络, 激
光持续时间为 8个周期, 激光波长 3.2 µm, 激光强
度 I = 8.1 × 1011 W/cm2, 为了得到准确的能带
结构, 我们使用了 51个布洛赫态作为基函数求解
本征带. 在含时演化过程中考虑 51个能带的带间
电流和带内电流时, 就得到图 2 (a)和 (b)的实线图.
可以看到谐波谱呈现出了双平台结构. 为了确定谐
波第一个平台和第二个平台的来源, 仅需要在含时
演化过程中移除某些能带的贡献. 首先我们只考虑
5个能带的带间电流及带内电流 (即 5个能带间的
电子空穴复合及带内布洛赫振荡), 我们称之为5带

模型. 得到的谐波谱显示在图 2 (a), 可以看到 5带
模型下计算的结果与 51带模型下计算的结果几乎
重合, 可以推断, 5带间及 5带内的电流对高次谐波
的贡献是主要的, 较高导带对谐波的贡献很小, 可
以忽略. 如果从 5带模型中将第 4和第 5个带移除,
含时演化时只考虑 3个能带的贡献, 从图 2 (b)虚线
可以看出, 第二个平台消失, 第一个平台强度几乎
不变. 由此可以得出两个结论: 1)涉及第 4和第 5
个能带的带间的电流和带内电流对第二个平台的

贡献是主要的; 2)由于第一个价带束缚得很深, 对
第一个平台有贡献的主要是第 2和第 3个能带的带
内和带间电流.
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图 2 (网刊彩色)晶体发射的高次谐波谱 (a) 5带模型和
51 带模型下的结果; (b) 3带模型和 51带模型下的结果
Fig. 2. (color online) HHG spectra in bulk crystals:
(a) HHG spectra obtained from 5-band model and 51-
band model; (b) HHG spectra obtained from 3-band
model and 51-band model.

下面我们来研究激光场振幅与两个平台截止

位置处能量之间的关系. 由上面的分析可知, 谐波
第一个平台主要来源于第 2和第 3个能带内和能带
间电流的贡献, 因此可以用 3带模型来研究第一个
平台截止能量与激光场振幅的变化关系; 而第4、第
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5个与价带间的电流则对第二个谐波平台的贡献起
主要作用, 因此可以用 5带模型研究第二个平台截
止能量与振幅之间的关系. 通过改变激光场振幅从
E0 = 0.002 a.u到E0 = 0.01 a.u, 其他参数保持不
变, 得到了两个谐波平台截止位置随激光场振幅的
变化关系 (见图 3 ). 从图 3可以看出, 两个平台截
止位置随激光振幅的变化均呈线性增大, 不过第一
个平台截止能量与激光场振幅变化较慢, 这种线性
关系与实验结果 [8]和其他理论结果 [19]相符, 而第
二个平台截止能量随激光场振幅的增加要快, 直线
的斜率是第一平台的1.6倍左右.

(a)

(b)

60

50

40

30

20

10

H
a
rm

o
n
ic

 o
rd

e
r

0.002 0.004 0.006

Electirc field strength/arb. units

0.008 0.010

160

140

120

100

80

H
a
rm

o
n
ic

 o
rd

e
r

0.002 0.004 0.006

Electirc field strength/arb. units

0.008 0.010

图 3 晶体发射谐波截止位置随激光振幅的变化 (a) 第
一个平台的变化情况; (b) 第二个平台的变化情况
Fig. 3. HHG cutoff of crystal as a function of field
strength: (a) The first plateau; (b) the second plateau.

当少周期的激光驱动原子分子时, 如果激光的
CEP改变, 原子分子的电离性质和发射谐波的规律
都会发生变化, 于是我们可以推测当少周期激光与
晶体相互作用时, 激光的CEP效应对晶体发射的
谐波也会有一定影响. 下面我们进一步研究晶体发
射谐波对少周期激光CEP的依赖关系. 在原子分
子体系中, 当激光周期数越少, 这种CEP效应就越

明显. 首先我们取激光脉冲为 3个周期, 激光波长
3.2 µm, 激光强度 I = 8.1 × 1011 W/cm2, 图 4 (b)
给出了晶体环境下, 取两个不同CEP得到的谐波
谱. 从图中看到, 即使激光的包络保持不变, 只要
CEP改变, 谐波的结构会发生变化, 第一个平台的
截止位置变化不明显, 而第二个平台截止位置变化
明显. 对上述现象可以利用晶体谐波发射的机理来
解释: 晶体谐波的第一个平台主要来源于第 2和第
3个能带的带内和带间电流, 而第二个平台会涉及
更高的导带的带内和带间电流. 由于较高导带间的
带隙较小, 处在较高导带的电子更容易发生隧穿和
复合, 它们受电场的调控作用更大.
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图 4 (网刊彩色) 3周期下不同CEP的电场分布和晶体
的谐波谱 (a) 不同CEP的激光场; (b) 不同CEP的谐
波谱

Fig. 4. (color online) The electric field of the 3-cycle
laser pulse with different CEP and the corresponding
HHG spectra of crystal: (a) Laser pulses in different
CEP; (b) HHG in different CEP.

当将激光脉冲改为 2个周期, 激光强度设
I = 5.07×1011 W/cm2, CEP分别为0.25π和0.5π,
在激光的包络保持不变情况下, 激光的电场振幅
分布也随CEP发生明显改变, 如图 5 (a)所示. 从
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图 5 (b)看到, 随CEP变化谐波谱的两个平台的截
止位置和强度都发生了变化. 经过理论分析, 可以
发现在低阶区发射的谐波主要来源于带内电流的

贡献, 当谐波的能量接近晶体带隙的能量 (最高价

带和最低导带)间隔时, 带内电流和带间电流对谐
波的贡献强度相当, 当谐波的能量高于带隙能量
间隔时, 主要是来自于带间电流对谐波的贡献, 如
图 5 (c)和 (d)所示.
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图 5 (网刊彩色) 2周期下不同CEP的电场分布和晶体的谐波谱 (a) 不同CEP的激光场; (b) 不同CEP谐波谱;
(c) CEP=0.25π时, 带内电流及带间电流诱导的谐波谱; (d) CEP=0.5π时, 带内电流及带间电流诱导的谐波谱
Fig. 5. (color online) The electric field of the 2-cycle laser pulse with different CEP and the corresponding
HHG spectra of crystal: (a) Laser pulses in different CEP; (b) HHG in different CEP; (c) HHG induced
by intraband current and interband current with CEP=0.25π; (d) HHG induced by intraband current and
interband current with CEP=0.50π.

从上面的讨论可知, 在少周期激光作用下, 激
光CEP效应对晶体谐波的截止位置有一定的影响.
为了了解CEP如何影响着谐波谱的截止位置, 我
们探究了3周期激光作用下晶体谐波第二平台截止
位置随CEP的变化 (这种情况下第 1平台截止位置
几乎不变), 以及2周期激光作用下晶体发射谐波第
一、第二平台截止位置随CEP的变化. 由于我们
所研究的体系是对称体系, π—2π的结果和 0—π
的结果一一对应, 以π为周期, 所以取 0 6 ϕ < π.
图 6 (a)给出了 3周期激光下谐波第二个平台的截
止位置随CEP的变化情况, 从图中看出, 谐波第
二平台的截止位置与激光的载波相位呈单调变

化; 在 2周期激光作用下, 当CEP变化时, 谐波谱

的两个平台的截止位置都会发生变化. 当ϕ = 0和

ϕ = 0.9π时, 第二个平台的谐波强度很低, 我们剔
除这两个相位下的结果, 图 6 (b)和图 6 (c)分别给
出了两个平台的截止位置随CEP的变化情况. 可
以看出, 第一个平台的截止位置随激光CEP的改
变呈现出类抛物线的变化趋势, 第二平台的截止位
置与激光的载波相位呈单调变化. 由于第一个平
台截止位置随CEP的变化不是单值对应, 通过测
量谐波的截止位置不能惟一确定激光的CEP, 但是
第二个平台截止位置随激光CEP的变化单调增加.
因此不论是 2周期还是 3周期的激光, 实验上都可
以通过测量晶体发射高次谐波第二平台的截止位

置来确定少周期激光的CEP数值.
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图 6 晶体发射谐波谱的截止能量随CEP的变化 (a) 3周期激光下, 第二个平台截止位置随CEP的变化; (b) 2
周期激光下第一个平台截止位置随CEP的变化; (c) 2 周期激光下第二个平台截止位置随CEP的变化
Fig. 6. The HHG cutoff of crystals changes with CEPs: (a) The first plateau changes with CEPs of crystals
driven by 3-cycle laser pulse; (b) the first plateau changes with CEPs driven by 2-cycle laser pulse; (c) the
second plateau changes with CEPs driven by 2-cycle laser pulse.
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图 7 (网刊彩色)不同啁啾参数下激光电场分量及对应的晶体谐波谱

Fig. 7. (color online) Laser fields with different chirps and corresponding HHG of crystals.
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从上面的研究可以看出, 晶体发射高次谐波第
二平台的强度较低, 为了提高谐波第二平台的强
度, 我们尝试利用啁啾激光与晶体相互作用, 考察
谐波第二平台的变化. 这里我们使用的激光场的电
场分量为

E(t) = E0f1(t) cos(ωt+ φ(t)), (13)

其中φ(t) = β
(
(t− t0)/τ

)2, β是啁啾参数, t0和 τ

可以用来调整啁啾脉冲形状, 这种线线性啁啾已
广泛地使用在理论 [16]和实验 [20]中. 我们取激光
强度 I = 5.07 × 1011 W/cm2, 激光波长 3.2 µm.
图 7 (a)和 (b)给出了不同啁啾参数下激光场随时
间的变化. 可以看出, 由于啁啾的作用, 激光场的
形状发生了变化, 但脉冲包络保持不变. 图 7 (c)和
(d)给出了不同啁啾激光下产生的高次谐波, 可以
看出, 啁啾参数的变化对晶体谐波第 1个平台的影
响较小, 但是会明显影响到第二个平台的发射效
率, 且发射效率随啁啾参数的增加而增大. 从上面
的理论分析可以得出, 啁啾激光的引入会极大地改
变晶体价带和更高导带之间的电流, 对价带和较低
导带之间的电流影响很小. 这一现象与啁啾激光和
原子相互作用发射高次谐波的情况有所不同, 在原
子情况下, 啁啾激光的引入只会扩展谐波的截止位
置, 对提高谐波的强度影响很小 [16,21], 足见晶体发
射谐波的机理与原子发射谐波的机理有较大差别.
由此, 我们提出实验上通过优化啁啾参数能有效提
高晶体发射谐波第二平台的发射强度.

4 结 论

本文通过数值模拟电子在周期性势阱中的动

力学行为, 研究了激光作用下晶体发射高次谐波谱
的特点. 研究结果表明, 晶体在相对较弱的激光驱
动下就能够发射高次谐波, 谐波谱与原子发射的谐
波谱特征相似, 包含了速降区、平台区和截止位置
等谐波所共有的特点, 不同的是晶体发射高次谐波
具有两个平台区. 通过引入布洛赫态展开法和休斯
顿态展开法, 分析了晶体发射高次谐波的特点和机
理. 结果表明: 晶体发射高次谐波的机理与原子发
射谐波的机理有所不同, 原子发射的谐波能够用半
经典的 “ 三步模型”描述, 晶体发射谐波则用晶体
内形成的电流来描述; 在晶体发射高次谐波的过程
中, 一般会在晶体内形成两类电流, 即带内电流和

带间电流, 而带内电流源于带内布洛赫振荡, 带间
电流可以归结为在晶体内不同能带间形成的电子

-空穴对复合. 经理论分析后得知高次谐波的速降
区主要来源于带内电流的贡献, 第一个平台区的主
要贡献则来源于最低导带与价带间电流, 而较高导
带与价带间的电流主要贡献于谐波的第二个平台.
通过改变激光场振幅, 表明两个平台的截止能量都
与激光场振幅呈线性关系. 在少周期激光场驱动
下, 激光的CEP对晶体谐波的截止有一定的影响,
在 3周期激光和 2周期激光下, 晶体谐波第二平台
的截止位置随CEP单调变化. 根据这种关系, 我们
提出了一种测量少周期激光CEP的方法. 最后探
究了啁啾激光驱动下晶体发射谐波的特点, 这些特
点与原子的情况有所不同, 发现啁啾激光的啁啾参
数对谐波第二平台影响很大, 由此我们提出可以通
过改变啁啾激光场来提高晶体谐波较高平台的发

射效率.

感谢中国科学院武汉物理与数学研究所卞学滨研究员

的有益讨论.
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Abstract
Crystal structures are very different from the atomic structure in the gaseous state, so the high-order harmonic

generation (HHG) from the crystal irradiated by an in intense laser is also different from that of an atom exposed to a
strong laser field. By simulating the dynamics of a single active electron in periodic potentials based on the expansion
method of the basis functions, we study the HHG in crystals and find, in certain wave lengths and intensity of the laser,
that solid harmonic generation exhibits the characteristics of double plateaus. After analyzing the induced electric current
of laser field, which is the source of HHG in the crystal, we find that the first plateau of HHG arises chiefly from the electric
current between the lowest conduction band and the valence band (electron-hole recollision), and the second plateau is
predominantly due to electric current between higher conduction bands and the valence band (electron-hole recollision).
The cutoff energies of the two plateaus vary approximately linearly with the laser field strength. Furthermore, by
considering the crystal driven by the few-cycle laser pulse, the cutoff energy of the second plateau changes monotonously
with carrier-envelope phases. Based on this phenomenon, it can be a way to measure the carrier-envelope phases of the
few-cycle laser pulse. Finally, we study further the HHG from crystals driven by the chirped laser and find that it has
a great influence on the HHG, and the second plateau of HHG is sensitive to the chirp parameter. According to this
phenomenon, we propose a novel way that is capable of greatly improving the emission efficiency of the second plateau
by changing the chirp parameter of the driving laser.

Keywords: high-order harmonic generation, crystal, carrier-envelope phase, chirped laser
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