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相位型三头薛定谔猫态的量子统计属性∗
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1)(江西师范大学物理与通信电子学院, 南昌 330022)

2)(江西师范大学, 量子科学与技术中心, 南昌 330022)

( 2016年 12月 25日收到; 2017年 3月 8日收到修改稿 )

本文详细研究了一种相位型三头薛定谔猫态的一些量子统计属性, 包括光子数分布、平均光子数、亚泊松
分布、压缩效应以及Wigner函数等. 我们发现, 三头猫态的Wigner函数都可以出现负值, 与二、四头猫态一
样, 说明它们都可以体现出非经典特性. 与二头猫态不同, 三头猫态在一定参数范围内可以呈现亚泊松分布,
这点与四头猫态相类似, 但弱于四头猫态. 另外, 三头猫态和四头猫态都没有压缩属性, 但二头猫态具有压缩
属性.

关键词: 薛定谔猫态, 三头猫态, 非经典性, Wigner函数
PACS: 42.50.Dv, 03.65.–w DOI: 10.7498/aps.66.104201

1 引 言

在量子力学中, 态叠加原理是一个最基本的原
理, 也是量子态的不同表象的理论基础 [1,2]. 理论
上可以将一些已有的或成熟的量子态通过叠加, 构
造出不同类型的新量子态, 以满足工程和技术的需
要 [3−5]. 国内外科研人员对量子态叠加开展了大量
的理论和实验的研究, 特别是近几十年来, 薛定谔
猫态引起了人们的广泛关注和极大兴趣. 因为薛定
谔猫态光场, 就是指由若干个截然不同的、并且在
宏观上完全可以分辨的量子光场态的线性叠加所

组成的新的叠加态光场 [6].
根据所参与叠加的量子态的幅度和相位的不

同, 可将薛定谔猫态分为幅度型薛定谔猫态 (光
场)、相位型薛定谔猫态 (光场)以及幅度 -相位混合
型薛定谔猫态 (光场). 同时, 根据所参与叠加的量
子态的数目多少, 可将薛定谔猫态区分为多少头
猫态. 众所周知, 相干态是量子光学领域中的一种
典型量子态 [7]. 叠加不同相干态, 已经成为研究大

量基本问题 (如宏观叠加态的退相干)的重要工具.
比如, 最早 “猫态” (2HCS)的概念, 来自量子力学
的奠基人之一薛定谔在 1935 年提出的一个著名的
“佯谬”, 即箱子里面的一只猫不是死的也不是活的,
而是同时处于死和活的状态. 这种薛定谔猫态可由
两个相位相差π的相干态叠加而成, 即 |α⟩+ | −α⟩,
我们可以称之为相位型的二头猫态, 这种量子态在
量子信息技术中得到了广泛应用 [8].

近几年, 有些研究已将这种量子叠加延伸到包
含更多数目的相干态叠加. 实际上, “薛定谔猫态”
在宏观世界是不存在的, 然而在微观世界科学家们
可以用光子或者原子来制备这些 “猫态”. Yukawa
等 [9]提出了一种实验方案, 成功地产生了三种光子
数态的叠加, 同时也考虑了两种和三种不同相位的
相干态的叠加情况. Vlastakis等 [10]利用腔肠电动

力学成功实现了由高达四种不同相位的相干态的

叠加而成的量子态. 再比如, Raimonnd等 [11]制备

了形如 (|4⟩+ |4i⟩+ |3 e i 5π
4 ⟩+ |0⟩)/2的量子态.

实际上, 不同的叠加量子态表现出不同的干涉
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性和非经典性. 最近, Lee等 [12]研究了由四种不同

相干态叠加而成的四头猫态 |α⟩ + |iα⟩ + | − α⟩ +
| − iα⟩, 并应用于进行量子相位估计. 他们展示了
该量子态的非经典性特点, 可以提高相位估计的分
辨率. 然而, 对于三头猫态的研究, 尽管有文献提
及甚至实验实现, 但都没给出详细的理论研究. 基
于这些原因, 我们拟对一种相位型三头猫态的量子
统计属性进行详细的理论研究, 并与相干态、二头
猫态和四头猫态进行对比分析.

本文首先定义描述三头猫态光场的量子态矢,
给出其密度算符和归一化系数; 接着研究其量子
统计属性, 包括光子数分布、平均光子数和亚泊
松分布以及压缩特点等; 特别研究了该量子态的
Wigner函数及其负部体积; 最后进行简单的总结.

2 三头猫态

考虑由三个相位差为
2π

3
的相干态叠加所得的

形式为

|ψ3HCS⟩ =
1√
N

(|α⟩+ |α ei 2π3 ⟩+ |α ei 4π3 ⟩) (1)

的量子态, 这里N为归一化系数, 复数α = |α| eiθ,
其幅度 |α| ̸= 0, 辐角主值 argα = θ可以任取, 注
意α+ α ei 2π3 + α ei 4π3 = 0. 由于参与叠加的三个相
干态的 “幅度”相同而 “相位”不同, 因此我们将其
命名为相位型三头薛定谔猫态. 很显然, 其共轭可
表示为

⟨ψ3HCS| =
1√
N

(⟨α|+ ⟨α ei 2π3 |+ ⟨α ei 4π3 |), (2)

其密度算符为

ρ3HCS = ρ11 + ρ12 + ρ13 + ρ21 + ρ22 + ρ23

+ ρ31 + ρ32 + ρ33, (3)

其中

ρ11 =
|α⟩⟨α|
N

, ρ12 =
|α⟩⟨α ei 2π3 |

N
,

ρ13 =
|α⟩⟨α ei 4π3 |

N
,

ρ21 =
|α ei 2π3 ⟩⟨α|

N
, ρ22 =

|α ei 2π3 ⟩⟨α ei 2π3 |
N

,

ρ23 =
|α ei 2π3 ⟩⟨α ei 4π3 |

N
,

ρ31 =
|α ei 4π3 ⟩⟨α|

N
, ρ32 =

|α ei 4π3 ⟩⟨α ei 2π3 |
N

,

ρ33 =
|α ei 4π3 ⟩⟨α ei 4π3 |

N
. (4)

由于Tr(ρ3HCS) = 1, 根据相干态的内积关系

⟨z1|z2⟩ = exp
(
− |z1|2

2
− |z2|2

2
+ z∗1z2

)
, (5)

可得归一化系数为

N = 3 + 3e−|α|2(1− e−i 2π
3 ) + 3e−|α|2(1− ei 2π

3 ). (6)

接下来, 我们对照相干态、二头猫态和四头猫
态, 分析研究三头猫态的量子统计属性. 附录中给
出了二头猫态和四头猫态的一些量子属性的解析

表达式.

3 量子统计属性

3.1 光子数分布

相 干 态 |α⟩的 光 子 数 分 布 P (1)(n) =

e−|α|2 |α|2n/n!, 含每一种光子数成分. 二头猫态

分布满足P (2)(n) =
4e−|α|2 |α|2n

N2n!
δn,2k, 只含偶数

的光子成分. 对于三头猫态, 其光子数分布函数
可定义为P (n) = |⟨n|ψ3HCS⟩|2, 利用 (1)式和相干
态的粒子数表象展开公式 ⟨n|α⟩ = e−|α|2/2αn/

√
n!

可得,

P (3)(n) =
9e−|α|2 |α|2n

N4n!
δn,3k, (7)

这里 δn,3k (k为非负整数)为Kronecher符号, 很显
然, 该三头猫态只含是 3的整数倍的光子成分, 且
与 θ无关. 同样, 四头猫态只含是 4的整数倍的光

子成分, 即分布满足P (4)(n) =
16e−|α|2 |α|2n

Nn!
δn,4k.

3.2 平均光子数

平均光子数定义为 ⟨n⟩ = ⟨a†a⟩. 我们知道, 相
干态 |α⟩的平均光子数 ⟨n⟩(1) = |α|2. 参考附录中
三头猫态期望值 ⟨a†kal⟩的一般表达式, 通过计算
得到三头猫态的平均光子数为

⟨n⟩(3) = |α|2

N

(
3 + 3 e−i 2π

3 −|α|2(1− e−i 2π
3 )

+ 3 e i 2π
3 −|α|2(1− ei 2π

3 )
)
. (8)

另外, 二头猫态和四头猫态的平均光子数的表达式
见附录.

图 1给出了相干态、二头猫态、三头猫态和四
头猫态的平均光子数 ⟨n⟩ 随 |α|的变化情形. 结果
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发现, 当幅度 |α| ∈ [0, 1.5]的情况下, 相干态、二头
猫态、三头猫态和四头猫态的平均光子数依次减小;
而当 |α| ∈ [1.5, 2.2] 的情况下, 相干态、二头猫态、
三头猫态和四头猫态的平均光子数依次增大. 对于
大幅度 |α|的情况下, 这几种量子态的平均光子数
几乎是相等的.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
|α|

<n
>

3.0

2

4

6

8

0.5 1.0 1.5

0.5

1.0

1.5

2.0

图 1 相干态 (点线)、二头猫态 (划线)、三头猫态 (实线)和
四头猫态 (点划线)的平均光子数 ⟨n⟩随 |α|的变化
Fig. 1. Average photon numbers as the function of
the amplitude |α| for CS (dotted line), 2HCS (dashed
line), 3HCS (solid line) and 4HCS (dotdashed line).

3.3 亚泊松统计

光场的非经典性可以通过观察其是否具有亚

泊松分布的特点来判断. 亚泊松分布的特点可以借
助Mandel提出的QM参数

[13]来表征, 其定义为

QM =
⟨a†2a2⟩
⟨a†a⟩

− ⟨a†a⟩, (9)

该参数反映了所考虑的光场与具有泊松分布特征

的相干态光场光子数分布偏离情况. 当QM = 0

时, 光场为泊松分布, 而当QM > 0(或QM < 0)时,
则称光场具有超 (或亚)泊松分布. 对于相干态, 易
知QM = 0, 这也表明相干态具有泊松统计分布的
特点.

在图 2给出了二头猫态、三头猫态以及四头猫
态的QM参数随 |α| 变化的图形. 从图 2 (a)可见三
头猫态QM参数的负值部分出现在一个特殊的区

域范围, 即 |α| ∈ [1.77, 2.55], 也就是说, 当在该范
围取参数, 三头猫态呈现亚泊松统计的非经典特
点. 而且,最小的QM值大约为−0.05,当 |α|大约取
1.95时. 二头猫态则不同, 因为二头猫态对于任何
的 |α|, 都不能出现亚泊松分布的特点, 见图 2 (b).
但与四头猫态相对比, 似乎具有类似的结论, 但四
头猫态最小的QM值大约为−0.225, 当 |α|大约取2

时, 见图 2 (c).

⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲
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Q
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֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

(a)

⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

Q
M↼
↽

Q
M↼
↽

⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

⊲

(b)

(c)

|α|

|α|

|α|

图 2 QM参数随 |α|的变化 (a) 三头猫态; (b) 二头猫
态; (c) 四头猫态
Fig. 2. Mandel Q parameter as a function of |α| for
(a) 3HCS, (b) 2HCS, (c) 4HCS.

3.4 正交压缩效应

接下来, 我们研究另一种非经典效应, 即某正
交分量的压缩 [14]. 定义正交算符X = (a+ a†)/

√
2

和P = (a − a†)/(
√
2i), 它们所对应的方差可以分

别表达为

∆X2 = ⟨a†a⟩ − ⟨a†⟩⟨a⟩+ 1

2
+

⟨a†2⟩ − ⟨a†⟩2

2

+
⟨a2⟩ − ⟨a⟩2

2
(10)

和

∆P 2 =⟨a†a⟩ − ⟨a†⟩⟨a⟩+ 1

2
− ⟨a†2⟩ − ⟨a†⟩2

2

− ⟨a2⟩ − ⟨a⟩2

2
, (11)
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且满足不确定性关系∆X2∆P 2 > 1/4. 对于真空
态 (或相干态), ∆X2||0⟩,|α⟩ = ∆P 2||0⟩,|α⟩ = 1/2.
如果某个量子态的∆X2和∆P 2二者之一小于

1/2, 那么该量子态就是压缩态. 另外, 我们可以
通过dB[X] = 10 log10(∆X2/∆X2||0⟩)和dB[P ] =

10 log10(∆P 2/∆P 2||0⟩), 用分贝 (dB)的形式来描
述量子压缩特点. 也就是说, 如果dB[X]和dB[P ]

二者之一小于0, 那么该量子态就是压缩态.
经过计算, 我们发现所考虑的三头猫态的

(∆X2)(3) = (∆P 2)(3)

= Ξ − 2Ξ ei π3 |α|2 +Ξ(1 + 2|α|2) e
√
3 ei π

6 |α|2

+Ξ(1 + 2i e i π6 |α|2) ei
√
3|α|2 , (12)

|α|

|α|

|α|

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

2

4

6

8

10

12
(a)

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

5

10

15

d
B
(2
)

d
B
(3
)

d
B
(4
)

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

2

4

6

8

10

12

(b)

(c)

图 3 压缩 dB参数随 |α|的变化 (a) 三头猫态; (b) 二
头猫态; (c) 四头猫态.
Fig. 3. Squeezed dB parameters as a function of |α|
for (a) 3HCS, (b) 2HCS, (c) 4HCS.

这里Ξ−1 = 2(1 + ei
√
3|α|2 + e(2+(−1)2/3)|α|2). 结

果表明, 三头猫态的正交成分方差总是相等的, 且
总是大于或等于 1/2, 如图 3 (a)显示三头猫态的
dB[X]和dB[P ]都不可能小于 0. 这意味着这种三
头猫态不是压缩态, 而且相比相干态或真空态, 其
涨落有所增大. 另外, 随着 |α|的增大, 涨落也有所
增强. 无论如何选取参数, 三头猫态不会呈现压缩
效应. 但是二头猫态在一定参数区间是具有压缩效
应的, 如图 3 (b)所示, 而且当 |α| ∼ 0.8时, 压缩最
强; 当 |α| & 2时, 压缩效应也将会消失. 我们还发
现, 四头猫态也具有三头猫态类似的属性特点, 如
图 3 (c)所示, 说明四头猫态也不是压缩态.

4 Wigner函数

Wigner函数是量子相空间理论的重要组成部
分 [15]. 由于其非正定性特点, 故不能成为一个真正
意义上的概率分布函数. 通常, 我们可以根据量子
态的Wigner负值来判断其非经典性特点 [16,17].

4.1 Wigner函数的推导

我们首先推导出其Wigner函数的解析表达式.
根据公式 [18]

W (z) =
2

π
⟨D(z)(−1)a

†aD†(z)⟩, (13)

这里需要说明的是, (−1)a
†a为奇偶宇称算符,

D(z) = eαa†−α∗a为平移算符, 且 z = (x+ ip)/
√
2.

利用公式 eλa†a =: e( eλ−1)a†a :, 我们得到
(−1)a

†a = eiπa†a =: e−2a†a :. 这里 : · · · :表示

正规排序, 也就是说正规排序后, 产生算符 a†

总在湮灭算符 a的左边. 再利用平移变换关系
D(z)aD†(z) = a− z和D(z)a†D†(z) = a† − z∗, 可
得

D(z)(−1)a
†aD†(z)

= : D(z) e−2a†aD†(z) :

= : e−2(a†−z∗)(a−z) :, (14)

这里平移算符可以直接进入正规排序. 这样, 我们
很容易得到三头猫态的Wigner函数为

W (3)(z) =W11 +W12 +W13 +W21 +W22 +W23

+W31 +W32 +W33, (15)
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其中

W11 =
2

πN
e−2(α∗−z∗)(α−z),

W12 =
2e−|α|2(1− e−i 2π

3 )

πN
e−2(α∗ e−i 2π

3 −z∗)(α−z),

W13 =
2e−|α|2(1− e−i 4π

3 )

πN
e−2(α∗ e−i 4π

3 −z∗)(α−z),

W21 =
2e−|α|2(1− ei 2π

3 )

πN
e−2(α∗−z∗)(α ei 2π

3 −z),

W22 =
2

πN
e−2(α∗ e−i 2π

3 −z∗)(α ei 2π
3 −z),

W23 =
2e−|α|2(1− e−i 2π

3 )

πN
e−2(α∗ e−i 4π

3 −z∗)(α ei 2π
3 −z),

W31 =
2e−|α|2(1− ei 4π

3 )

πN
e−2(α∗−z∗)(α ei 4π

3 −z),

W32 =
2e−|α|2(1− ei 2π

3 )

πN
e−2(α∗ e−i 2π

3 −z∗)(α ei 4π
3 −z),

W33 =
2

πN
e−2(α∗ e−i 4π

3 −z∗)(α ei 4π
3 −z). (16)

利用 (15)式, 图 4给出了几种情形下三头猫态
的Wigner函数. 从图中可以发现, 对于较小幅度的
三头猫态, 其负部区域不明显 (如图 4 (a)); 随着幅
度 |α|的增大, 发现负部区域数量增多了. 另外, 我
们通过数值分析发现, 对于 |α|相同的三头猫态, 其
分布图形会随着 θ的变化而发生旋转, 但总体形状
没有改变.

为了更清楚地展示三头猫态与相干态、二头猫

态及四头猫态Wigner函数的区别, 我们绘制了相
同情形下 (|α| = 1, θ = 0)这几种量子态的Wigner
函数图形. 图 5 (a)说明相干态的Wigner函数无负
部区域, 其分布中心与α有关; 图 5 (b)表明二头猫
态出现负部区域, 且具有π旋转对称特点, 图 5 (c)
对应三头猫态, 出现了负部区域, 具有 2π/3旋转对

称的特点; 图 5 (d)对应四头头猫态, 出现负部区域,
且具有π/2旋转对称特点.
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图 4 三头猫态的Wigner函数图 (θ = 0) (a) |α| = 0.2; (b) |α| = 1; (c) |α| = 2; (d) |α| = 3

Fig. 4. Wigner functions of 3HCS with (θ = 0), and (a) |α| = 0.2, (b) |α| = 1, (c) |α| = 2, (d) |α| = 3.
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图 5 几种量子态的Wigner函数图 (|α| = 1, θ = 0) (a) 相干态; (b) 二头猫态; (c) 三头猫态; (d) 四头猫态
Fig. 5. Wigner functions with |α| = 1, θ = 0 for (a) CS, (b) 2HCS, (c) 3HCS, (d) 4HCS.

4.2 Wigner函数的负部体积

通过前面的研究发现, 相干态没有出现负值,
但二头、三头和四头猫态都会出现了负值, 而且随
着 |α|的增大, 分布更复杂, 波包形状发生振荡, 负
部体积更明显. Wigner函数的负部体积 δ是反映

光场非经典性的一个重要标志 [19], 其定义如下:

δ =
1

2

[ ∫
|W (z)|d2z − 1

]
, (17)

只要量子态的Wigner函数已知, 通过数值积分就
可以得到负部区域体积. 根据定义, 相干态的 δ都

为零.
图 6给出了二头、三头和四头猫态的Wigner

函数的负部体积 δ在一定范围内随 |α|的变化图
形, 这里需要说明的是, δ的大小与 θ的选取是无

关的. 我们发现, 在小幅度范围, 这三种量子态的
δ几乎为零; 但随着 |α|的增大, 负部体积 δ逐渐增

大, 直至趋于相应的上限值 (δ(2) ∼ 0.3, δ(3) ∼ 0.6,

δ(4) ∼ 0.8).

|α|

δ

(3HCS)

(2HCS)

(4HCS)

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.2

0.4

0.6

0.8

图 6 二头猫态、三头猫态和四头猫态的负部体积 δ随 |α|
的变化

Fig. 6. Negative volume of the Wigner functions for
2HCS, 3HCS and 4HCS as a function of |α|.

5 讨论和结论

我们研究了一种相位型三头薛定谔猫态的量

子统计属性. 从三头猫态的态矢出发, 给出其密度
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算符并进行了归一化, 然后详细研究了其一些量子
统计属性, 这些属性包括光子数分布、平均光子数、
亚泊松分布、压缩效应以及Wigner函数的负部体
积特点. 为反映出其非经典性质, 重要结论总结如
下: 1) 三头猫态不是压缩态, 没有展现出压缩效应;
2)在适当选取参数的情况下, 可以表现出亚泊松分
布的特点; 3)三头猫态的Wigner函数会出现负值
特点.

另外, 我们还分析了三头猫态与相干态、二头
猫态以及四头猫态的量子统计属性的异同. 相比二
头猫态, 三头猫态无压缩但呈现泊松分布特点; 相
比四头猫态, 三头猫态具有类似的非经典性特点,
但相对更弱些. 前面已经提到, 二头猫态和四头猫
态在量子精密测量和量子信息处理中都得到了相

应的应用. 作为介于二者之间的三头猫态, 也将发
挥其作用. 例如, 利用三头猫态作为信号源, 通过
分束器或非线性介质, 可以产生相应的纠缠源, 应
用于量子信息技术 [20−22].

附录A 三头猫态的统计期望值

给出 ⟨a†kal⟩ = Tr(a†kalρ3HCS) 的一般表达式如下:

⟨a†kal⟩(3)

=
α∗kαl

N
[1 + e−i 2(k−l)π

3 + e−i 4(k−l)π
3

+ e−i 2kπ
3

−|α|2(1− e−i 2π
3 ) + ei 2lπ

3
−|α|2(1− ei 2

π
3
)

+ e−i 4kπ
3

−|α|2(1− e−i 4π
3 ) + ei 4lπ

3
−|α|2(1− ei 4

π
3
)

+ e−i (4k−2l)π
3

−|α|2(1− e−i 2π
3 )

+ e−i (2k−4l)π
3

−|α|2(1− ei 2π
3 )].

这样, 我们可以通过取不同的 k和 l, 得到正文中所需的各

种期望值.

附录B 相位型二头猫态的定义及其属性

除了常见的相干态 |α⟩以及正文中的三头猫态, 这里
定义一种相位型二头猫态

|ψ2HCS⟩ =
1√
N2

(|α⟩+ | − α⟩),

这里N2 = 2 + 2e−2|α|2 . 其统计期望值

⟨a†kal⟩(2) = α∗kαl

N2
[1 + (−1)k e−2|α|2

+ (−1)l e−2|α|2 + (−1)k(−1)l],

由此可得 ⟨a†a⟩(2) = |α|2 tanh |α|2, QM参数为Q
(2)
M =

2|α|2/ sinh(2|α|2), 以及正交分量方差:

(∆X2)(2) =
1

2
(1 + 2Reα2 + 2|α|2 tanh |α|2),

(∆P 2)(2) =
1

2
(1− 2Reα2 + 2|α|2 tanh |α|2).

另外, 二头猫态的Wigner函数为

W (2)(z) =W
(2)
11 +W

(2)
12 +W

(2)
21 +W

(2)
22 ,

其中

W
(2)
11 =

2

πN2
e−2(α∗−z∗)(α−z),

W
(2)
12 =

2e−2|α|2)

πN2
e−2(−α∗−z∗)(α−z),

W
(2)
21 =

2e−2|α|2

πN2
e−2(α∗−z∗)(−α−z),

W
(2)
22 =

2

πN2
e−2(−α∗−z∗)(−α−z).

附录C 相位型四头猫态的定义及其属性

定义一种相位型四头猫态

|ψ4HCS⟩ =
1√
N4

(|α⟩+ |iα⟩+ | − α⟩+ | − iα⟩),

这里N4 = 4(1 + e−2|α|2 + e−(1+i)|α|2 + e−(1−i)|α|2). 其
统计期望值

⟨a†kal⟩(4) = α∗kαl

N4
[1 + (−i)k e−(1+i)|α|2

+ (−1)k e−2|α|2 + (i)k e−(1−i)|α|2

+ (i)l e−(1−i)|α|2 + (−i)k(i)l

+ (−1)k(i)l e−(1+i)|α|2 + (i)k(i)l e−2|α|2

+ (−1)l e−2|α|2 + (−i)k(−1)l e−(1−i)|α|2

+ (−1)k(−1)l + (i)k(−1)l e−(1+i)|α|2

+ (−i)l e−(1+i)|α|2 + (−i)k(−i)l e−2|α|2

+ (−1)k(−i)l e−(1−i)|α|2 + (i)k(−i)l].

由此可得

⟨a†a⟩(4) = 2Θ|α|2 e(1+i)|α|2

( e|α|2 + ei|α|2)(1 + e(1+i)|α|2)
,

QM参数

Q
(4)
M =

2|α|2 sinh |α|2 sin |α|2

ΓΘ
,

以及正交分量方差

(∆X2)(4) = (∆P 2)(4) =
1

2
+
Θ

Γ
|α|2,

这里Γ = cosh |α|2 + cos |α|2, Θ = sinh |α|2 − sin |α|2. 其
Wigner函数为

W (4)(z) =W
(4)
11 +W

(4)
12 +W

(4)
13 +W

(4)
14

+W
(4)
21 +W

(4)
22 +W

(4)
23 +W

(4)
24

+W
(4)
31 +W

(4)
32 +W

(4)
33 +W

(4)
34
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+W
(4)
41 +W

(4)
42 +W

(4)
43 +W

(4)
44 ,

其中

W
(4)
11 =

2

πN4
e−2(α∗−z∗)(α−z),

W
(4)
12 =

2e−(1+i)|α|2

πN4
e−2(−iα∗−z∗)(α−z),

W
(4)
13 =

2e−2|α|2

πN4
e−2(−α∗−z∗)(α−z),

W
(4)
14 =

2e−(1−i)|α|2

πN4
e−2(iα∗−z∗)(α−z),

W
(4)
21 =

2e−(1−i)|α|2

πN4
e−2(α∗−z∗)(iα−z),

W
(4)
22 =

2

πN4
e−2(−iα∗−z∗)(iα−z),

W
(4)
23 =

2e−(1+i)|α|2

πN4
e−2(−α∗−z∗)(iα−z),

W
(4)
24 =

2e−2|α|2

πN4
e−2(iα∗−z∗)(iα−z),

W
(4)
31 =

2e−2|α|2

πN4
e−2(α∗−z∗)(−α−z),

W
(4)
32 =

2e−(1−i)|α|2

πN4
e−2(−iα∗−z∗)(−α−z),

W
(4)
33 =

2

πN4
e−2(−α∗−z∗)(−α−z),

W
(4)
34 =

2e−(1+i)|α|2

πN4
e−2(iα∗−z∗)(−α−z),

W
(4)
41 =

2e−(1+i)|α|2

πN4
e−2(α∗−z∗)(−iα−z),

W
(4)
42 =

2e−2|α|2

πN4
e−2(−iα∗−z∗)(−iα−z),

W
(4)
43 =

2e−(1−i)|α|2

πN4
e−2(−α∗−z∗)(−iα−z),

W
(4)
44 =

2

πN4
e−2(iα∗−z∗)(−iα−z).
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Abstract
Quantum superposition is a fundamental principle of quantum mechanics, which provides a crucial basis to observe

phenomena beyond the predictions of classical physics. For example, a quantum entangled state can exhibit stronger
correlation than classically possible one. In quantum state engineering, many new quantum states can be obtained from
the superposition of many known states.

In recent decades, the superposition of coherent states (CSs) with the same amplitude but two different phases has
been a subject of great interest. This superposition state was often called Schrodinger cat state (here, we also name
it 2-headed cat state (2HCS)), which becomes an important tool to study a lot of fundamental issues. Surprisingly,
some studies have extended the quantum superposition to involving more than two component coherent states. In order
to produce the superposition of three photons, people have considered the superposition of coherent states with three
different phases (here, we also name it 3-headed cat state (3HCS)). Furthermore, in microwave cavity quantum electro-
dynamics of bang-bang quantum Zeno dynamics control, people have proposed the superposition of coherent states with
four different phases (here, we also name it 4-headed cat state (4HCS)).

In this paper, we make a detailed investigation on the quantum statistical properties of a phase-type 3HCS. These
properties include photon number distribution, average photon number, sub-Poissionian distribution, squeezing effect,
and Wigner function, etc. We derive their analytical expressions and make numerical simulations for these properties.
The results are compared with the counterparts of the CS, the 2HCS and the 4HCS.

The conclusions are obtained as follows. 1) The CS, the 2HCS, the 3HCS and the 4HCS have k, 2k, 3k and 4k
photon number components, respectively (k is an integer); 2) small difference in average photon number among these
quantum states in small-amplitude range can be observed, while their average photon numbers become almost equal in
large-amplitude range; 3) the CS exhibits Poisson distribution, and the 2HCS, the 3HCS and the 4HCS exhibit super-
Poisson distributions in most amplitude ranges, however, sub-Poisson distribution can be seen for the 3HCS and the
4HCS in some specific amplitude ranges; 4) except for the 2HCS that may have the squeezing property, no squeezing
properties can be found in the CS, the 3HCS and the 4HCS; 5) negative values can exist in the Wigner functions for the
2HCS, the 3HCS and the 4HCS, while it is not found in the CS.

Similar to the 2HCS and 4HCS, the Wigner function of the 3HCS has negative component, which implies its non-
classicality. Different from the 2HCS, the 3HCS exhibits sub-Poisson photon number distribution in a certain amplitude
range, it is weaker than that of the 4HCS. At the same time, no squeezing is found in the 3 or 4HCS, which is another
difference from the 2HCS.
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