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过阻尼搓板势系统的随机共振∗
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2)(西安交通大学数学与统计学院, 西安 710049)

( 2017年 2月 10日收到; 2017年 3月 21日收到修改稿 )

研究在周期信号和高斯白噪声共同作用下过阻尼搓板势系统的随机共振. 由于用直接模拟法研究随机系
统所用时间较多, 考虑用半解析的方法对系统的随机共振现象进行研究. 在弱周期信号极限下, 结合线性响
应理论和扰动展开法提出一种计算系统线性响应的矩方法. 在此基础上, 利用Floquet理论和非扰动展开法
将矩方法扩展到系统非线性响应的计算. 通过直接数值模拟结果和矩方法所得结果的比较展示了矩方法的有
效性并采用均方差作为量化指标给出其适用的参数范围. 研究结果表明, 以系统的功率谱放大因子作为量化
指标, 发现在适当的参数条件下, 系统的共振曲线有一个单峰出现, 说明过阻尼搓板势系统存在随机共振现
象. 而且在一定范围内调节偏置参数时, 共振曲线的峰值随偏置参数的增大而增大; 在调节驱动幅值时, 随机
共振效应随驱动幅值的增大而增强.

关键词: 随机共振, 线性响应理论, Floquet理论, 矩方法
PACS: 05.45.–a, 05.40.–a, 05.45.Mt, 05.40.Ca DOI: 10.7498/aps.66.120501

1 引 言

随机共振本质上是一种噪声增强信噪比的统

计现象, 是Benzi等 [1]在解释地球冰川时代周期性

发生现象时所提出的概念. 目前随机共振现象已广
为人知 [2,3], 并跨越学科边界存在于多个学科领域,
如细胞生物学 [4]、化学反应 [5]、经济金融 [6]、信号探

测 [7,8]、社会系统 [9]等.
布朗粒子在周期势系统中的运动是一个非

常重要的理论抽象模型, 比如超离子导体的导电
性 [10]、约瑟夫森结 [11]、分子生物马达 [12]等. 因
此, 周期势系统中的随机共振现象不论是在过阻
尼 [13−17]还是欠阻尼 [18−22]情形下都引起了广泛

的研究兴趣. Kim和Sung [13]利用数值方法对周期

势系统中的随机共振进行了研究, 通过跃迁模型
说明了过阻尼周期势系统中不存在随机共振现象.
Dan等 [14]研究了非均匀介质中质点在过阻尼搓板

势系统中的运动, 发现当选取质点的迁移率作为量
化指标时, 系统会出现随机共振的现象. Tu等 [15]

对非均匀介质中非对称耦合粒子在周期势场中的

运动建立了分数阶模型, 采用分数阶差分法进行数
值仿真研究其定向输运现象, 发现当系统存在噪
声时, 粒子链平均速度出现了广义随机共振现象.
Fronzoni和Mannella [16]通过搭建锁相环电路进行

直接模拟发现了倾斜的周期势系统中的随机共振

现象, 但在尝试用基于线性响应理论的方法研究随
机共振时, 其理论推导和模拟结果的符合程度并不
令人满意. Marchesoni [17]考察了白噪声激励下过

阻尼搓板势系统的随机共振现象, 研究表明在线性
响应意义下, 当满足绝热近似条件时, 随机共振会
发生在临界偏置附近. 我们考虑用半解析的矩方法
研究周期信号和高斯白噪声共同作用的过阻尼搓

板势系统的随机共振. 本文以一个单位质量的质点
在搓板势系统中的过阻尼运动为研究对象, 其势函
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数表达式为V (x) = −V0 cos
(
2π

L
x

)
− 2πb0

L
x, 满

足以下Langevin方程:
d2x

dt2 = − γ
dx
dt − 2π

L

(
V0 sin

(
2π

L
x

)
− b0

)
+ ε0 cos(Ωt) +

√
2D̄γξ(t), (1)

其中 ξ(t)是相关函数满足 ⟨ξ(t + τ)ξ(t)⟩ = δ(τ)的

高斯白噪声, δ(·)是Dirac δ函数; ε0和Ω分别为周

期信号的幅值和频率; D̄是噪声强度. 当γ ≫ 1时,

系统 (1)两边同时除以γ, 并略去惯性项 1

γ

d2x

dt2 , 我

们可以得到过阻尼搓板势系统
dx
dt = − 2π

L

(
V sin

(
2π

L
x

)
− b

)
+ ε cos(Ωt) +

√
2Dξ(t), (2)

其中V = V0/γ, b = b0/γ, ε = ε0/γ, D = D̄/γ.
当周期信号非常弱时, 即 0 < ε ≪ 1, 此时系

统 (2)对应的确定性系统近似地等价为
dx
dt = −2π

L

(
V sin

(
2π

L
x

)
− b

)
, (3)

该系统在

[
kL

2
,
(k + 2)L

2

]
, k ∈ Z上, 当 b < V 时,

有一个稳定平衡点Sk和一个不稳定平衡点Uk; 当
b = V 时, 有一个半稳定的平衡点; 当 b > V 时, 没
有平衡点. 其势函数如图 1所示.

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲
֓

֓

֓
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↽

图 1 系统势函数 V (x) (参数 V = 1.5, L = 2π; b = 0

(实线), b = 0.5V (点线), b = V (短划线))
Fig. 1. The potential function. The curves correspond
to b = 0 (solid line), b = 0.5V (dotted line), and b = V

(dashed line), respectively, when V = 1.5 and L = 2π.

本文首先应用线性响应理论对受弱周期信号

激励的过阻尼搓板势系统进行研究, 提出基于扰动
展开法的矩方法, 通过比较矩方法和直接数值模拟
法所得结果验证矩方法的有效性, 并通过计算系
统功率谱放大因子研究随机共振现象. 然后, 根据
Floquet理论, 给出基于非扰动展开法的矩方法, 并
对其适用范围加以研究.

2 基于扰动展开法的矩方法

以P (x, t)表示系统 (2)在时刻 t的状态概率密

度, 则它的Fokker-Planck (FP)方程为
∂P (x, t)

∂t
=

∂

∂x

(
D
∂P (x, t)

∂x
+

∂V (x)

∂x
P (x, t)

− ε(t)P (x, t)

)
. (4)

当 ε = 0时, 系统 (2)有满足周期边界条件平稳概率
分布P0(x) = lim

t→∞
P (x, t), 即方程 (4)的稳态解. 应

用文献 [23, 24]中的结果可得

P0(x) =
1

N
e−

V (x)
D

∫ x+L

x

dy e
V (y)
D , (5)

其中N =

∫ L

0

e−
V (x)
D

∫ x+L

x

dy e
V (y)
D 为概率归一

化常数.

假设 ⟨F (x)⟩(t) =
∫ L

0

F (x)P (x, t)dx存在, FP

方程 (4)两端同时乘以F (x)并对x在区间 [0, L]进

行积分, 可得
∂⟨F (x)⟩(t)

∂t
= D

⟨
d2F

dx2

⟩
−
⟨
∂V (x)

∂x

dF
dx

⟩
+ ε(t)

⟨
dF
dx

⟩
. (6)

假设 ε ≪ 1, 在线性响应意义下, 方程 (4)的解
可以分解为 [25]

P (x, t) =
+∞∑

m=−∞
Pm(x)

(
ε

2

)|m|

eimΩt. (7)

将方程 (7)代入方程 (6)得

iΩ
+∞∑

m=−∞
m

(
ε

2

)|m|

⟨F ⟩m eimΩt

=
+∞∑

m=−∞

(
ε

2

)|m|(
D

⟨
d2F

dx2

⟩
m

−
⟨
V ′(x)

dF
dx

⟩
m

)
× eimΩt

+
+∞∑

m=−∞

(
ε

2

)|m|+1⟨ dF
dx

⟩
m

× [ ei(m+1)Ωt + ei(m−1)Ωt], (8)

其中 ⟨F ⟩m =

∫ L

0

F (x)Pm(x)dx.

利用三角函数系的正交性并舍去 ε的高次项得

0 = D

⟨
d2F

dx2

⟩
m

−
⟨
V ′(x)

dF
dx

⟩
m

, m = 0, (9)

imΩ⟨F ⟩m = D

⟨
d2F

dx2

⟩
m

−
⟨
V ′(x)

dF
dx

⟩
m
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+

⟨
dF
dx

⟩
m−1

, m ̸= 0. (10)

由概率规范化性质可知, P (x, t)必须满足约束条件∫ L

0

P (x, t)dx = 1, 即∫ L

0

Pm(x)dx = δm,0, (11)

其中 δm,0为Kronecker符号.
考虑到pm(x)是周期为L的函数, 把它展成如

下形式的三角级数 [26]:

Pm(x) = P0(x)
+∞∑

k=−∞

cm,k eik 2π
L x, (12)

其中 c0,k = δ0,k, 并且选取

F (x) = eil 2πL x. (13)

将展 (12), (13)式代入方程 (10), 有
+∞∑

k=−∞

cm,k

[(
imΩ +

4π2l2D

L2
− 4ilbπ2

L2

)
× ⟨ ei 2πL (l+k)x⟩0

+
2V lπ2

L2

(
⟨ ei 2πL (l+k+1)x⟩0 − ⟨ ei 2πL (l+k−1)x⟩0

)]
=

+∞∑
k=−∞

cm−1,k il2π
L

⟨ ei 2πL (l+k)x⟩0, (14)

这里 ⟨·⟩0表示对未扰随机系统的平稳分布 (3)取期
望, 也称作未扰随机系统的平稳矩.

当 l = 0即F (x) = 1时, 有
+∞∑

k=−∞

cm,k⟨ eik 2π
L x⟩0 = 0, m ̸= 0. (15)

这和概率规范化性质 (11)式一致.

0 5 10 15 20 25
0.90

0.91

0.92

0.93

0.94

0.95

0.96

t

<V
 s
in
(2
p
x
⊳
L
)>
a
s

<V
 s
in
(2
p
x
⊳
L
)>
a
s

<V
 s
in
(2
p
x
⊳
L
)>
a
s

<V
 s
in
(2
p
x
⊳
L
)>
a
s

(a)

0 5 10 15 20 25
0.86

0.87

0.88

0.89

0.90

0.91

0.92

t

(b)

0 5 10 15 20 25
0.81

0.82

0.83

0.84

0.85

0.86

0.87

0.88

t

(c)

0 5 10 15 20 25
0.76

0.78

0.80

0.82

0.84

0.86

t

(d)

图 2 系统的长时间总体均值响应 (矩方法 (实线)、直接模拟法 (圆圈)), 其中, 参数D = 0.2, Ω = 0.4π, V = 1.5,
L = 2π, ε = 0.05; b为 (a) 0.95V , (b) V , (c) 1.05V , (d) 1.1V

Fig. 2. The long time ensemble averages calculated from stochastic simulation (circle) and the method of
moments (solid line). The parameter b corresponds to (a) 0.95V , (b) V , (c) 1.05V , and (d) 1.1V , respectively,
when D = 0.2, Ω = 0.4π, V = 1.5, L = 2π, and ε = 0.05.
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由文献 [27]可知, 系统的m阶线性敏感性可由

未扰随机系统的平稳矩表示为

χ
(m)

(Ω) =

⟨
V sin 2π

L
x

⟩
m

=
+∞∑

k=−∞

cm,kV

2i

[
⟨ ei 2πL (k+1)x⟩0

− ⟨ ei 2πL (k−1)x⟩0
]
. (16)

系统的长时间线性响应可以表示为⟨
V sin 2π

L
x

⟩
as

=

⟨
V sin 2π

L
x

⟩
0

+ 2

+∞∑
m=1

(
ε

2

)m

× Re(χ(m)(Ω) eimΩt). (17)

为了求解方程 (14), 必须选择一个截断阶K使

得 |k| 6 K, 计算结果表明, 当K取 16之后的值时,
结果没有明显变化, 因此取K = 16展示数值结果.
为了验证基于扰动展开法的矩方法的精确性, 我们
用Box-Muller随机数算法 [28]生成高斯白噪声, 在
此基础上用欧拉算法对系统 (2)进行直接模拟, 并
将该直接模拟的结果与矩方法计算所得结果进行

比较. 图 2给出了两种方法计算的系统的长时间总
体均值响应, 可见数值模拟与矩方法所得的结果几
乎完全符合, 这说明了矩方法的有效性.

3 基于非扰动展开法的矩方法

对于任意 ε, 根据Floquet理论, FP方程 (4)的
长时间解是时间的周期函数, 其周期与输入周期信
号相同, 即P

(
x, t+

2π

Ω

)
= P (x, t). 考虑到长时间

解的周期性, 可将其按傅里叶级数展开 [29,30]

P (x, t) =

∞∑
n=−∞

Pn(x) einΩt. (18)

将展 (18)式代入方程 (6), 有

iΩ
∞∑

n=−∞
n⟨F ⟩n einΩt

=

∞∑
n=−∞

(
D

⟨
d2F

dx2

⟩
n

−
⟨
V ′(x)

dF
dx

⟩
n

)
einΩt

+
ε

2

∞∑
n=−∞

⟨
dF
dx

⟩
n

[ ei(n+1)Ωt + ei(n−1)Ωt].

(19)

利用三角函数系的正交性得

iΩn⟨F ⟩n

= D

⟨
d2F

dx2

⟩
n

−
⟨
V ′(x)

dF
dx

⟩
n

+
ε

2

(⟨
dF
dx

⟩
n−1

+

⟨
dF
dx

⟩
n+1

)
. (20)

下面过程和线性响应的计算相似. 考虑到未知
函数Pn(x)必须满足周期边界条件, 把它展成如下
形式的三角级数:

Pn(x) = P0(x)
+∞∑

k=−∞

pn,k eik 2π
L x, (21)

有 p0,k = δ0,k, 将展 (21)式代入方程 (20)并且选取
F (x) = eil 2πL x, 有

+∞∑
k=−∞

pn,k

[(
inΩ +

4π2l2D

L2
− 4ilbπ2

L2

)
× ⟨ ei 2πL (l+k)x⟩0

+
2V lπ2

L2

(
⟨ ei 2πL (l+k+1)x⟩0 − ⟨ ei 2πL (l+k−1)x⟩0

)]
=

+∞∑
k=−∞

(pn−1,k + pn+1,k)il
επ

L
⟨ ei 2πL (l+k)x⟩0, (22)

其中 l = 0时概率规范化性质自然满足.
系统n阶响应敏感性可由未扰随机系统的平

稳矩表示为

χ
(n)

(Ω) =

⟨
V sin 2π

L
x

⟩
n

=
+∞∑

k=−∞

pn,kV

2i

(
2

ε

)n

×
[
⟨ ei 2πL (k+1)x⟩0 − ⟨ ei 2πL (k−1)x⟩0

]
. (23)

系统的长时间响应可以表示为⟨
V sin 2π

L
x

⟩
as

=

⟨
V sin 2π

L
x

⟩
0

+ 2
+∞∑
n=1

(
ε

2

)n

× Re(χ(n)(Ω) einΩt). (24)

选取截断阶N = 10,K = 16, 应用高斯块消
去法, 对方程 (22)进行求解, 并且为了验证基于非
扰动展开法的矩方法的准确性, 图 3给出了矩方法
和直接模拟法得到的系统 (2)的长时间总体均值响
应. 由图 3可见, 这两种方法所得结果符合程度较
高, 这表明了该方法在计算系统响应时的有效性.
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图 3 系统的长时间总体均值响应 (矩方法 (实线)、直接模拟法 (圆圈)), 其中, 参数D = 0.6, Ω = 0.4π, V = 1.5,
L = 2π, b = V ; ε为 (a) 0.1, (b) 0.15, (c) 0.2, (d) 0.25

Fig. 3. The long time ensemble averages calculated from stochastic simulation (circle) and the method of
moments (solid line). The parameter ε corresponds to (a) 0.1, (b) 0.15, (c) 0.2, and (d) 0.25, respectively,
when D = 0.6, Ω = 0.4π, V = 1.5, L = 2π, and b = V .

4 搓板势系统的随机共振

这 里 选 取 前 三 阶 谐 波 的 谱 放 大 因 子

|χ(n)|2, n = 1, 2, 3作为观察系统 (2)的随机共振
现象的量化指标, 图 4和图 5给出了在弱周期信号
极限下, 基于扰动展开法的矩方法计算的谱放大因
子随噪声强度的演化曲线. 由图 4和图 5中共振曲
线的非单调性可知系统存在随机共振现象, 且在一
定的偏置范围内, 随着偏置 b的逐渐增加, 共振曲
线的峰值逐渐增加, 而共振峰对应的噪声强度逐渐
减小. 对于充分大的阻尼, 我们可以忽略惯性效应,
在没有噪声时, 质点将进行爬行运动. 有噪声时质
点在过阻尼搓板势系统中不会长时间停留在固定

状态, 而是会在某一时刻被 “踢出”势阱, 向与其相
邻的更低的势阱运动. 随机共振理论指出, 当有噪
声的系统发生随机共振时, 部分噪声能量会转化为

有用的信号能量. 系统的势垒与系统、信号和噪声
三者发生协同效应的条件有关, 其高度揭示了系统
按照信号的频率节奏产生跃迁、进入随机共振状态

时信号和噪声所需的能量. 势垒高度越低, 意味着
系统进入随机共振状态时所需能量越少. 反之, 所
需的能量越多. 当增大偏置 b时, 势垒高度会降低,
即质点在向更低的势阱运动时所需的能量降低, 从
而由噪声引起的阱间跃迁更容易发生.

下面从随机系统的功率谱出发研究随机

共振现象, 考虑到 b-sinx关于x的周期性, 采用
{sinx(t)}的功率谱描述系统响应, 其定义如下 [31]:

S(ω) = lim
T→∞

1

T

∫ T

−T

eiωt sinx(t)dt, (25)

其中功率谱S(ω)在计算时取为1000次实验的平均
值. 随机共振作为周期信号和噪声之间的一种协
作效应, 系统 (2)若存在随机共振现象, 则其输出
响应具有和输入周期信号相同的频率, 即系统的功
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率谱在驱动频率处应该有峰值, 并且在随机共振的
最优噪声强度处峰值最大. 图 6 (a)和图 6 (b)分别
给出了系统输出响应在频率 f = 0.2和 f = 0.4处

的功率谱随噪声强度的演化. 将图 6 (a)和图 4 (b)、

图 6 (b)和图 5 (a)进行比较可以看出, 从功率谱出
发所得一阶谐波的最优噪声水平D = 0.1、二阶谐

波的最优噪声水平D = 0.2和矩方法计算所得的

一致.
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图 4 一阶谐波功率谱放大因子随噪声强度的演化 (矩方法 (实线)、直接模拟法 (圆圈)), 其中, 参数 ε = 0.05,
Ω = 0.4π, V = 1.5, L = 2π; b为 (a) 0.95V , (b) V , (c) 1.05V , (d) 1.1V

Fig. 4. The dependence of the spectral amplification factor on the noise intensity at the first harmonic:
stochastic simulation (circle) and the method of moments (solid line). The parameter b corresponds to
(a) 0.95V , (b) V , (c) 1.05V , and (d) 1.1V , respectively, when Ω = 0.4π, V = 1.5, L = 2π, and ε = 0.05.
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图 5 (a)二阶谐波和 (b)三阶谐波功率谱放大因子随噪声强度的演化, 其中, 参数Ω = 0.4π, V = 1.5, L = 2π;
b为 0.95V (点线), V (实线), 1.05V (短划线), 1.1V (+)
Fig. 5. The dependence of the spectral amplification factor on the noise intensity at (a) the second harmonic
and (b) the third harmonic. The parameter b corresponds to 0.95V (dotted line), V (solid line), 1.05V

(dashed line), and 1.1V (+), respectively, when Ω = 0.4π, V = 1.5, and L = 2π.
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图 6 系统输出响应在频率 (a) f = 0.2, (b) f = 0.4处的功率谱随噪声强度的演化, 其中, 参数 ε = 0.05,
Ω = 0.4π, V = 1.5, L = 2π, b = V

Fig. 6. The dependence of the power spectrum of the system output response on the noise intensity at the
frequency (a) f = 0.2, (b) f = 0.4. The parameters ε = 0.05, Ω = 0.4π, V = 1.5, L = 2π, and b = V .
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图 7 一阶谐波功率谱放大因子随噪声强度的演化 (矩方法 (实线)、直接模拟法 (圆圈)), 其中, 参数Ω = 0.4π,
V = 1.5, L = 2π, b = V ; ε为 (a) 0.1, (b) 0.15, (c) 0.2, (d) 0.25

Fig. 7. The dependence of the spectral amplification factor on the noise intensity at the first harmonic:
stochastic simulation (circle) and the method of moments (solid line). The parameter ε corresponds to
(a) 0.1, (b) 0.15, (c) 0.2, and (d) 0.25, respectively, when Ω = 0.4π, V = 1.5, L = 2π, and b = V .
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为了进一步研究周期信号的幅值对随机共振

效应的影响, 在图 7和图 8展示了不同驱动幅值下
由基于非扰动展开法的矩方法计算的系统 (2)前三
阶谐波的谱放大因子随噪声强度演化的结果. 将
该方法所得的一阶谐波的计算结果与直接模拟的

结果进行比较, 发现在 ε 6 0.25的情况这两种方

法符合较好, 这验证了矩方法的有效性. 由图 7和
图 8可见, 随着周期信号幅值的增大, 随机共振效
应会增强. 周期信号幅值对系统随机共振效应的
影响与偏置类似, 增大周期信号的幅值相当于降低
势垒高度, 使得系统进入随机共振状态所需的能量
降低, 但是由于考虑的幅值远小于偏置, 对势垒高
度的改变并不明显, 即所需能量的改变也不明显,
所以增大幅值时, 随机共振效应虽然有所增强, 但
对应的最优噪声强度并没有明显改变. 为了得到
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图 8 (a)二阶谐波和 (b)三阶谐波功率谱放大因子随噪
声强度的演化, 其中, 参数Ω = 0.4π, V = 1.5, L = 2π,
b = V ; ε 为 0.1(点线), 0.15(实线), 0.2(短划线), 0.25(+)
Fig. 8. The dependence of the spectral amplification
factor on the noise intensity at (a) the second har-
monic and (b) the third harmonic. The parameter
ε corresponds to 0.1 (dotted line), 0.15 (solid line),
0.2 (dashed line), and 0.25(+), respectively, when
Ω = 0.4π, V = 1.5, L = 2π, and b = V .

基于非扰动展开法的矩方法的适用范围, 采用均方
差作为比较不同信号幅值下理论和数值计算差异

性的量化指标, 定量分析矩方法和随机模拟法所得
结果的差异性. 图 9给出了均方差随信号幅值的演
化, 由图可见当 ε 6 0.25时误差小于 0.1%, 这说明
矩方法的适用范围是 ε 6 0.25.
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图 9 均方差随信号幅值的演化, 其中, 参数Ω = 0.4π,
V = 1.5, L = 2π, b = V

Fig. 9. The dependence of the mean error on the
amplitude of the periodic signal. The parameters
Ω = 0.4π, V = 1.5, L = 2π, and b = V .

5 结 论

目前, 对过阻尼搓板势系统的研究大多基于直
接模拟法, 花费时间较多, 因此, 本文采用矩方法
研究受周期信号和高斯白噪声激励的过阻尼搓板

势系统中的随机共振现象, 研究工作表明在适当的
参数条件下, 过阻尼搓板势系统中存在随机共振现
象. 在线性响应意义下, 采用谱放大因子作为随机
共振现象的量化指标, 基于扰动级数展开法的矩方
法和直接模拟法所得的谱放大因子随噪声强度的

演化曲线得到很好的拟合, 这说明了矩方法的有效
性. 周期信号较大时, 我们给出了基于非扰动展开
法的计算系统非线性响应的矩方法, 展示了前三阶
谐波谱放大因子的计算结果, 将该方法所得的一阶
谐波的计算结果和直接模拟的结果进行了比较, 验
证了矩方法的有效性, 并且通过采用均方差作为比
较这两种方法在不同信号幅值下差异性的量化指

标, 得到矩方法的适用范围是 ε 6 0.25. 而且在一
定范围内共振曲线的峰值随偏置参数的增大而增

大, 随机共振效应随驱动幅值的增大而增强. 搓板
势系统对于研究超离子导体的导电性、约瑟夫森结

中超电流的波动、ad-原子在晶体表面的运动等物
理问题具有现实针对性. 本文所得的谱放大因子的
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适用范围突破了以往绝热近似条件和线性响应条

件 [16,17]的限制, 使得矩方法在更广泛的参数范围
下都有效, 接下来我们将把这种方法推广到欠阻尼
的情况.
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Abstract
Brownian motion in a washboard potential has practical significance in investigating a lot of physical problems such

as the electrical conductivity of super-ionic conductor, the fluctuation of super-current in Josephson junction, and the
ad-atom motion on crystal surface. In this paper, we study the overdamped motion of a Brownian particle in a washboard
potential driven jointly by a periodic signal and an additive Gaussian white noise. Since the direct simulation about
stochastic system is always time-consuming, the purpose of this paper is to introduce a simple and useful technique to
study the linear and nonlinear responses of overdamped washboard potential systems. In the limit of a weak periodic
signal, combining the linear response theory and the perturbation expansion method, we propose the method of moments
to calculate the linear response of the system. On this basis, by the Floquet theory and the non-perturbation expansion
method, the method of moments is extended to calculating the nonlinear response of the system. The long time ensemble
average and the spectral amplification factor of the first harmonic calculated from direct numerical simulation and from
the method of moments demonstrate that they are in good agreement, which shows the validity of the method we
proposed. Furthermore, the dependence of the spectral amplification factor at the first three harmonics on the noise
intensity is investigated. It is observed that for appropriate parameters, the curve of the spectral amplification factor
versus the noise intensity exhibits a peaking behavior which is a signature of stochastic resonance. Then we discuss the
influences of the bias parameter and the amplitude of the periodic signal on the stochastic resonance. The results show
that with the increase of the bias parameter in a certain range, the peak value of the resonance curve increases and the
noise intensity corresponding to the resonance peak decreases. With the increase of the driven amplitude, comparing
the changes of the resonance curves, we can conclude that the effect of stochastic resonance becomes more prominent.
At the same time, by using the mean square error as the quantitative indicator to compare the difference between the
results obtained from the method of moments and from the stochastic simulation under different signal amplitudes, we
find that the method of moments is applicable when the amplitude of the periodic signal is lesser than 0.25.
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