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逾渗分立时间量子行走的传输及纠缠特性∗

安志云 李志坚†

(山西大学理论物理研究所, 太原 030006)

( 2016年 12月 18日收到; 2017年 4月 1日收到修改稿 )

在一维分立时间量子行走中, 通过静态和动态两种方式随机地断开连接边引入无序效应, 研究了静态逾
渗和动态逾渗对量子行走传输特性以及位置自由度和硬币自由之间纠缠的影响. 随着演化时间的增加, 静态
逾渗会使得量子行走从弹道传输转变为安德森局域化, 而动态逾渗则会使之转变为经典扩散. 理想情况下,
量子纠缠在较短的时间内就达到一个常数值E0. 静态逾渗量子行走的纠缠减小, 并随着时间做无规振荡, 而
动态逾渗量子行走的纠缠则会随着时间光滑地增加, 并在某一时间超过理想情况下的常数值, 表现出动态逾
渗增强量子纠缠的特性.

关键词: 逾渗量子行走, 概率分布, 量子纠缠
PACS: 03.67.Bg, 05.40.FB, 03.65.–w DOI: 10.7498/aps.66.130303

1 引 言

量子行走作为经典随机行走的量子力学推广,
同样具有连续时间量子行走 [1]和分立时间量子行

走 [2]两种形式来描述粒子在分立格点上的相干动

力学行为. 连续时间量子行走遵从分立空间的薛定
谔方程, 其在位置空间的哈密顿量由描述粒子在相
邻格点之间跃迁的转移矩阵给出. 分立时间量子行
走则直接通过幺正算符重复作用于系统的初态来

定义, 除了位置空间之外, 还需要一个硬币空间, 由
硬币态决定它在位置空间中移动的方向, 幺正演化
算符的生成元可等效为相对论狄拉克粒子的哈密

顿量 [3]. 由于量子行走在不同路径上传播的相干
叠加和干涉效应, 使得它与经典随机行走相比表现
出多种不同的动力学行为 [4,5]. 比如, 一个典型的
不同之处就是量子行走的位置方差随着时间平方

增加, 表现出量子弹道传输行为, 而经典随机行走
的位置方差随着时间线性增加, 做经典扩散传输.
这样, 量子行走具有比经典随机行走更快的传播速
度, 而且人们基于这一特性为量子计算设计了更有

效的量子搜索算法 [6,7]. 鉴于经典随机行走在不同
领域的广泛应用和量子行走的优越性, 近些年人们
在理论和实验上对量子行走进行了大量的研究. 实
验上, 人们已经利用核磁共振 [8]、囚禁离子 [9]、光

格子中的冷原子 [10]以及波导阵列 [11]等不同的物

理系统实现了量子行走, 为模拟复杂物理系统的
量子动力学提供了广阔平台. 理论上, 量子行走除
了用来设计量子算法之外, 还被用来解释像光合
作用中能量传输这样的复杂问题 [12]、论证原子的

相干操控 [13]以及探索拓扑相 [14]等. 无序效应 [15]、

缺陷 [16]、粒子间的相互作用 [17], 以及初态统计特
性 [18]等对量子行走的影响也受到了人们的广泛关

注, 由此探讨量子行走从弹道传输向经典扩散和局
域化的过渡.

除了传输特性之外, 量子行走另一个可应用
的重要特征是位置自由度和硬币自由度之间的纠

缠 [19−21]. 量子纠缠是量子信息处理中的重要物理
资源, 它可以是一个大系统中不同子系统之间的纠
缠, 也可以是一个系统中不同自由度之间的纠缠.
量子纠缠是量子系统特有的性质, 经典物理中与之
没有对应. 噪声、量子测量或周围环境等的影响一
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般都会导致纠缠的减小或完全消失, 解决这一问题
的一种方法就是生成纠缠, 量子行走就是生成纠缠
的一个过程. 由于纠缠会对理解许多物理现象, 如
超辐射、无序效应以及经典转变等给出新的洞察,
因此研究量子行走纠缠对于开拓量子行走的实际

应用具有重要意义. 对于时间和空间都均匀的量子
行走, 两种自由度之间的纠缠大小一般情况下一开
始会有所涨落, 但随着演化步数的增加, 涨落越来
越小, 最终会趋于某一渐近值, 而且这一渐近值的
大小依赖于量子行走的初态和硬币算符的选取. 目
前, 时间和空间非均匀量子行走的纠缠引起了人们
的极大关注, 不同的无序效应会对纠缠的产生带来
不同的影响 [22−24].

分立时间量子行走是通过条件平移算符和硬

币算符相继作用于当前状态来完成一步演化的, 其
中只有硬币参数而没有势能的概念, 空间无序可以
通过位置依赖的随机硬币参数来引入, 以此等效位
置势 [25]. 同理, 如果硬币参数随机地依赖于量子
行走的步数, 则构成时间上的无序. 基于此, 人们
通过对分立时间量子行走的位置态或硬币态的周

期测量、应用随时间或位置变化的硬币算符等方

式, 对量子行走的去相干、无序效应以及散射特性
进行了大量研究 [26−31]. 去相干和无序效应会使得
量子行走的传输特性发生变化, 一般情况下导致两
种结果: 一种是随着时间的增加, 会使得方差随时
间的二次增长行为最终被抑制, 转变为随时间正比
增长的经典扩散行为; 另一种是长程干涉消失, 只
在初始位置附近发生多条传播路径相应传播幅度

的干涉行为, 最终表现为安德森局域化. 最近, 文
献 [22, 23]研究了与时间和空间相关的随机硬币对
分立时间量子行走产生纠缠的影响, 指出使用与时
间有关的动态随机硬币算符会使得量子行走产生

最大纠缠. 本文中, 我们并非在分立时间量子行走
的硬币空间引入无序, 而是类似于连续时间行走,
通过随机地断开相邻格点间的连接边在位置空间

中引入无序, 形成逾渗系统. 我们首先给出模型,
介绍无序的引入, 定义静态和动态逾渗分立时间行
走; 接着通过数值计算分别研究逾渗效应对量子行
走传输特性和产生纠缠的影响; 最后给出结论.

2 逾渗分立时间量子行走

假设有一个由N个格点组成的一维系统, 这
样就会有N − 1条相邻格点的连接边, 如图 1 (a)所

示. 我们赋予每条边一个取值范围为 0到 1的随机

数, 如相邻两格点x和x + 1的连接边的随机数记

为Rx, 一条边是否断开由与之对应的随机数决定.
给定一个临界值 p0, 如果Rx 6 p0, 则表示格点x

和x+ 1之间的连接边是相连的, 否则, 则表示两格
点之间是断开的. 这样就形成了一个逾渗系统. 在
计算过程中, 如果进行多次计算取平均, 那么随机
取得每一个随机数的概率是相同的, 这样 p0就是

整个系统连接边连通的概率, 称为逾渗概率. 如果
p0 = 1, 则一维格点链中的每条边都是连通的; 反
之, p0 = 0则表示一维格点链中的每条边都是断

开的.
量子行走的希尔伯特空间是位置空间和硬币

空间的直积空间, 即H = HP ⊗HC, 其中位置空间
HP由格点对应的态矢量 |x⟩ (x ∈ Z)张开; 硬币空
间HC由表硬币正反面的态矢量 |c⟩ = | ↑⟩, | ↓⟩张
开. 在量子系统中, 粒子的内禀自由度 (如自旋)可
以用来实现硬币空间, 此时量子态不仅为正交的正
反面态, 而且可以是它们的任意叠加态. 这样, 量
子行走的基矢为 |x, c⟩ = |x⟩P ⊗ |c⟩C, 其任意态可
表示为

|ψ(t)⟩ =
∑
x,c

Ac(x, t)|x, c⟩, (1)

其中Ac(x, t)为 t时刻量子行走硬币态为 c且位于x

处的概率幅. 量子行走的一步演化由硬币算符C和

依赖于硬币态的条件平移算符S对其量子态的相

继作用得到, 即

|ψ(t+ 1)⟩ = U |ψ(t)⟩ 且 U = S(IP ⊗ C), (2)

其中 IP是作用在位置空间的单位算符. 本文中, 我
们选取矩阵元都为实数的Hadamard算符为硬币
算符, 即

C =
1√
2

1 1

1 −1

 . (3)

考虑逾渗后, 条件平移算符可表示为

S =
∑
x

[δf(x),1|x+ 1⟩⟨x| ⊗ | ↑⟩⟨↑ |

+ δf(x),0|x⟩⟨x| ⊗ | ↓⟩⟨↑ |]

+
∑
x

[δf(x−1),1|x− 1⟩⟨x| ⊗ | ↓⟩⟨↓ |

+ δf(x−1),0|x⟩⟨x| ⊗ | ↑⟩⟨↓ |], (4)

其中f(x) = θ(Rx− p0) =

1, Rx 6 p0

0, Rx > p0
是一个阶
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跃函数. (4)式表明, 对于一维格子上的某一格点
x, 与其相连的两条边会出现如图 1所示的三种情
况. 当两连接边都连通, 即Rx 6 p0, Rx−1 6 p0时,
方程 (4)中的第一项和第三项不为零, 粒子根据硬
币态是 | ↑⟩还是 | ↓⟩来决定是从x走到x+1还是走

到x − 1; 当左 (右)连接边断开而右 (左)连接边连
通时, 粒子根据相应的硬币态能够向连通一侧的格
点行走, 但却不能向断开一侧行走, 此时待在x点

不动但相应的硬币态发生反转. 同理, 如果格点x

的左右连接边都断开, 则粒子处于x格点完全不动,
仅硬币态发生反转. 容易证明这样的平移过程可以
保证方程 (4)的幺正性.

(a)

(c)

−x x ⇁x−x ⇁x

(b)

px⇁pxpx֓px֓

图 1 条件平移示意图 (a) 与 x格点相连的两条边都连

通; (b) 与 x格点相连的两条边中的一条断开; (c) 与 x格

点相连的两条边都断开; 弧形实线箭头表示硬币向上的粒
子向右行走一步, 弧形虚线箭头表示硬币向下的粒子向左
行走一步, 圆形箭头表示粒子不动但相应的硬币态翻转
Fig. 1. Sketch of conditional shift: (a) Both links con-
nected to x site are connected; (b) one link connected
to x site is broken; (c) both links connected to x site
are broken. The solid curved arrow denotes the par-
ticle with up coin state walking to right neighbor site
while the dashed curved arrow denotes the particle
with down coin state walking to left neighbor site, and
the circled arrow means the particle does not move but
its coin state reverses.

若把所有连接边对应的随机数分布叫做 “逾渗
分布”, 则根据逾渗分布在时间上的不同, 我们可
将系统分为两种逾渗类型. 如果量子行走在每一
步中所选的逾渗分布是相同的, 也就是说每一步行
走的条件平移算符相同, 这样的逾渗系统称静态逾
渗系统; 如果量子行走在每一步中都重新选择一
个逾渗分布, 也就是说每一步行走的条件平移算
符不同, 则称这样的逾渗系统为动态逾渗系统. 对
于静态逾渗系统, 量子行走演化 t步后的波函数为

|ψ(t)⟩ = U t|ψ(0)⟩; 而对于动态逾渗系统, t步后的
波函数为 |ψ(t)⟩ = U(t)U(t− 1) · · ·U(1)|ψ(0)⟩.

由于我们每次选取随机数时都是从 0到1任意

随机选取,因此仅计算一次不足以使得临界值p0表

示逾渗概率, 所以最终的结果需要进行多次计算然

后取其统计平均值, 即 ⟨F ⟩ =
1

L

L∑
i=1

Fi, 其中F就

是要计算的物理量如概率、纠缠、方差等, Fi表示

第 i次计算的结果, L为计算的总次数. 当然L越大

求得的统计结果越精确, 在下面的计算中我们选取
L = 105, 在保证数值计算效率的情况下, 可以满足
计算精度要求.

3 逾渗量子行走的传输特性

对于一个在分立时间和分立空间上都保持平

移不变的量子行走, 位置方差随时间平方变化的弹
道传输行为是其一个标志性特征, 这是时间演化过
程中不同行走路径之间发生量子相干的直接结果.
然而这种相干性非常脆弱, 很容易遭到破坏. 本部
分中, 我们主要考虑分立时间行走中连接边随机连
通的逾渗过程, 研究静态逾渗和动态逾渗以及逾渗
概率对量子行走传输特性的影响.

把方程 (1), (3)和 (4)代入方程 (2), 则与硬币
态相关的概率幅可表示为

A↑(x, t+ 1)

=
1√
2
[δf(x−1),1(A↑(x− 1, t) +A↓(x− 1, t))

+ δf(x−1),0(A↑(x, t)−A↓(x, t))]

A↓(x, t+ 1)

=
1√
2
[δf(x),1(A↑(x+ 1, t)−A↓(x+ 1, t))

+ δf(x),0(A↑(x, t) +A↓(x, t))]. (5)

从 (5)式可以看出, 如果所有连接边都连通, 量子行
走每演化一步就会新增两个格点被粒子占据, 所以
如果粒子初始时刻位于 0格点处, 那么行走 t步后

最多在 0格点周围 2t+ 1个格点上的分布概率不为

零; 而且对于Hadamard硬币算符, 远离初始位置
波前的传播速度为 1/

√
2, 因此这种量子行走在位

置空间的传播范围为
√
2t. 如果有的连接边断开,

则量子行走就会在相应格点处停止向前传播, 我们
考虑连接边断开的随机性, 对不同的结果进行多次
的统计平均, 这样原则上量子行走不会在某格点处
停止不前, 仍然会扩展至

√
2t的格点范围, 但由于

量子相干性的减弱或破坏, 会导致经典扩散或安德
森局域化. 下面我们给出一维无限长格点上逾渗量
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子行走概率分布的统计平均

⟨P ⟩ = 1

L

L∑
i=1

(∑
c

|Ac(x, t)|2
)

i

.

假定x ∈ [−n, n], n为非负整数, 基于上述对
量子行走传播范围的分析, 只要保证n不小于量子

行走的演化步数 t, 就可以认为量子行走是在一维
无限长格点上传播. 初始时刻,量子行走处于x = 0

的格点位置, 且具有硬币态1/
√
2(| ↑⟩+ i| ↓⟩), 也就

是粒子的初态为

|ψ(0)⟩ = 1√
2
[|0⟩ ⊗ (| ↑⟩+ i| ↓⟩)], (6)

这样的初态选取可以导致理想 (无逾渗)量子行走
在均匀一维格点上关于初始位置对称的概率分布,
如图 2 (a)和图 2 (c)中的黑色曲线所示. 图 2中其
他曲线给出 p0 = 0.95时不同演化步数下逾渗量子

行走的概率分布, 图 2 (a)和图 2 (b)对应静态逾渗
量子行走, 图 2 (c)和图 2 (d)对应动态逾渗量子行
走. 众所周知, 理想量子行走演化偶数 (奇数)步时,

其在奇数 (偶数)格点位置上的分布概率为零, 而且
分布概率主要集中在远离初始位置的波前位置. 当
加入逾渗后, 量子行走的每一步演化, 都会使得传
播范围内的所有格点上都具有占有概率, 破坏了理
想时只在奇或偶格点上分布的特点. 当演化步数
较少时, 图 2 (a)和图 2 (c)表明, 无论是静态逾渗还
是动态逾渗, 量子行走在远离初始位置的波前处有
较大分布概率的相干性特征可以保持, 但随着演化
步数的增加, 波前处的分布概率会越来越小, 而初
始位置附近的分布概率却越来越大, 而且这种变
化过程动态逾渗量子行走要比静态逾渗量子行走

更快一些. 随着演化步数的进一步增加, 图 2 (b)和
图 2 (d) 显示出静态逾渗量子行走和动态逾渗量子
行走表现出两种不同的极限分布. 在长时间演化
下, 静态逾渗使得量子行走在不同路径间的长程干
涉效应消失, 但在初始位置附近仍然有一定的概率
发生多条传播路径之间的短程干涉, 这样, 量子行
走的概率分布范围不再随着时间发生变化, 被局域
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图 2 (网刊彩色) 逾渗概率 p0 = 0.95, 在不同演化步数下逾渗量子行走的概率分布 (a), (b)为静态逾渗情况;
(c), (d) 为动态逾渗情况; 为了比较, 其中 (a)和 (c)中的黑实线为无逾渗时的概率分布
Fig. 2. (color online) When percolation probability p0 = 0.95, the average probability distributions of
percolation quantum walk are plotted for different time steps: (a), (b) Are the static percolation cases; (c),
(d) are the dynamical percolation cases. For comparison, the solid black curves in Figs. (a) and (c) are the
probability distribution without percolation.
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在初始位置附近, 表现出明显的安德森局域化特
征; 而动态逾渗不仅会使得长程干涉消失, 而且也
会使短程干涉消失, 量子相干性被彻底破坏, 动态
逾渗量子行走虽然也是在初始位置附近分布概率

最大, 但随着时间的增加, 其峰的高度越来越低, 包
络的宽度越来越宽, 表现出典型的经典高斯波包扩
散行为. 由此可见, 静态逾渗和动态逾渗对量子行
走的影响有着本质不同的区别, 前者导致了安德森
局域化, 而后者导致了经典扩散传输.
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图 3 (网刊彩色)演化步数 t = 50, 选取不同逾渗概率时
的量子行走的概率分布 (a)静态逾渗; (b)动态逾渗
Fig. 3. (color online) When time steps t = 50, the av-
erage probability distributions of percolation quantum
walk are plotted for different percolation probabilities:
(a) Is the static percolation case; (b) is the dynamical
percolation case.

在量子行走从相干弹道传输到经典扩散传输

或安德森局域化的转变过程中, 除了如图 2所示与
演化步数的长短有关外, 也与逾渗概率的大小有
关. 总的来说应该与已传播范围内的连接边连通的
数目

√
2tp0有关. 在图 3 (a)和图 3 (b)中, 我们分别

给出 t = 50步时静态逾渗量子行走和动态逾渗量

子行走在不同逾渗概率 p0下的概率分布, 随着逾
渗概率的减少, 也就是连接边断开的增多, 发生转
变的过程更快, 相应的局域化强度更强或经典扩散
更慢.

4 逾渗量子行走的纠缠动力学

目前有关量子纠缠的度量有很多种不同的方

式, 如冯 ·诺依曼熵、共生纠缠度、量子失协等. 在
本文的研究中, 我们总是选取纯态为分立时间量子
行走的初态, 再加上即使考虑连接边的随机断开过
程, 整个系统的时间演化仍然是幺正的, 所以整个
系统会一直保持为纯态. 这样, 我们可以选择冯 ·
诺依曼熵来衡量量子行走位置自由度和硬币自由

度之间的纠缠. 冯 · 诺依曼熵由位置空间或硬币空
间的约化密度算符态来定义, 而且二者定义的结
果完全一致 [32]. 若 t时刻整个系统的密度算符为

ρ(t) = |ψ(t)⟩⟨ψ(t)|, 对硬币自由度或位置自由度求
迹, 可获得位置空间或硬币空间的约化密度算符分
别为

ρP(t) =
∑
c

⟨c|ψ(t)⟩⟨ψ(t)|c⟩

或

ρC(t) =
∑
x

⟨x|ψ(t)⟩⟨ψ(t)|x⟩.

这样两种自由度之间的纠缠 (冯 ·诺依曼熵)定义为

E(t) = − Tr(ρP(t) log2 ρP(t))

= − Tr(ρC(t) log2 ρC(t)).

我们选取硬币空间约化密度算符 ρC(t)来计算纠

缠, 一般地, ρC(t)在硬币空间 {|c⟩} 中可表示为矩
阵形式

ρC(t) =

α↑↑(t) α↑↓(t)

α↓↑(t) α↓↓(t)

 ,

其中矩阵元αc,c,(t)与方程 (1)中的系数Ac(x, t)之

间具有关系,

α↑↑(t) =
∑
x

|A↑(x, t)|2,

α↓↓(t) =
∑
x

|A↓(x, t)|2

和

α↑↓(t) = α∗
↓↑(t) =

∑
x

A↑(x, t)A
∗
↓(x, t).

如果二维矩阵ρC(t)的本征值为λ1(t)和λ2(t), 则
纠缠熵可进一步表示为

E(t) = −
∑
i=1,2

λi(t) log2 λi(t). (7)

其取值范围为E(t) ∈ [0, 1], 对于最大纠缠态
E(t) = 1, 而对于可分离态E(t) = 0. 计算过
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程中, 若λi = 0, 虽然 log2 λi会发散, 但仍然取
λi log2 λi = 0.

与第 3部分一样, 我们选取方程 (6)为分立时
间量子行走的初态, 在逾渗概率的不同取值下,
图 4 (a)和图 4 (b)分别给出了静态逾渗量子行走和
动态逾渗量子行走中位置自由度和硬币自由度之

间的统计纠缠值随时间的变化曲线. 初态方程 (6)
是一个直积形式的可分离态, 量子行走一开始局域
在0格点上, 两种自由度之间没有纠缠, 从图 4中可
以看出, 随着演化时间的增加, 两种自由度之间会
产生纠缠, 产生纠缠的大小不仅与逾渗概率的大小
有关, 而且对于静态逾渗和动态逾渗两种形式表现
出完全不同的特征. 当所有连接边都连通, 即不考
虑逾渗 p0 = 1时, 经过较短的时间后, 量子纠缠达
到一个常数值E0�(∼ 0.85), 不再随着时间发生变
化. 考虑逾渗后, 静态逾渗量子行走的纠缠随着演
化时间的增加会在小于E0的一个数值附近无规律

的振荡, 而且这一数值会随着逾渗概率的减少而减
小, 当逾渗概率较小时, 纠缠值接近于 0. 而对于动
态逾渗量子行走, 其纠缠则没有振荡行为, 随着演
化时间的增加, 纠缠值会光滑的增加, 并且在某一
时间会大于E0, 表现出动态逾渗增强量子纠缠的
特性. 更不同的是这种增加趋势与逾渗概率的大小
无关, 只是逾渗概率越小, 纠缠增加的越缓慢, 超
过E0所需的时间越长, 但最终在 t趋于无穷的极限

下, 统计纠缠都会趋于最大值 1, 即 lim
t→∞

⟨E(t)⟩ = 1.
图 4中逾渗量子行走的纠缠变化可以通过量子行
走的概率分布定性地进行解释, 即分布的聚束效应
越强, 统计纠缠值越小. 当存在逾渗时, 量子行走
的概率分布只有一个主峰, 可以用描述波包展开宽
度的统计位置标准偏差 ⟨σ⟩来描述概率分布的聚束
效应, 其中

σ =

√√√√∑
x,c

x2|Ac(x, t)|2 −
(∑

x,c

x|Ac(x, t)|2
)2

.

标准偏差越小, 主峰结构越高越窄, 相应的聚束效
应越强. 图 5给出了逾渗量子行走的统计标准偏
差随时间的变化, 不同曲线对应不同的逾渗概率
取值. 图 5 (a)显示静态逾渗量子行走的位置标准
偏差在 p0较大时随着时间的增加可近似为一不变

的常数值, p0较小时也是在某一常数值附近振荡,
这也说明概率分布的峰的宽度不再随时间发生变

化, 表现为局域化效应. 而对于动态逾渗量子行走,
图 5 (b)则显示位置标准偏差随着时间以

√
t的形式

增加 (或在这一递增曲线附近振荡增加), 说明概率
分布的峰宽随时间逐渐增加, 聚束效应减弱, 表现
为经典扩散行为. 对于 p0 = 1的全连通情况, 量子
行走的位置标准偏差随时间 t线性增加, 是典型的
弹道传输特征, 此时由于概率分布有两个主峰 (如
图 2所示), 不能再用标准偏差来描述概率分布的聚
束效应. 对比图 4和图 5 , 发现对于静态或动态逾
渗量子行走, 逾渗概率越小, 局域化越强或经典扩
散越慢, 相应聚束效应较强, 因此纠缠值越小. 对
比静态逾渗、动态逾渗和无逾渗三种情况, 其中具
有局域化效应的静态逾渗量子行走的聚束效应最

强, 其纠缠值也越小; 无逾渗量子行走虽然在位置
空间的传输范围最大, 但其分布概率主要集中在展
开边缘的两个小区域内, 其聚束效应要强于经典扩
散的动态逾渗量子行走, 因此其纠缠小于动态逾渗
时的纠缠.
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图 4 (网刊彩色)选取不同的逾渗概率, 量子行走硬币自
由度和位置自由度之间的纠缠随演化步数的变化 (a)静
态逾渗; (b)动态逾渗
Fig. 4. (color online) The variations of entanglement
with time steps are plotted for different values of per-
colation probability: (a) Static percolation; (b) dy-
namical percolation.

130303-6

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 13 (2017) 130303

 p=0.10

 p=0.25

 p=0.75

 p=0.90

 p=0.10

 p=0.25

 p=0.75

 p=0.90

0

2

4

6

8

10

0

2

4

6

8

10

12

14 (b)

(a)

<σ
>

<σ
>

<σ
>

<σ
>

t

t

0 50 100 150 200
0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 50 100 150 200
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

图 5 (网刊彩色)选取不同的逾渗概率, 量子行走的位置
标准偏差随演化步数的变化 (a)静态逾渗; (b)动态逾渗
Fig. 5. (color online) The variations of standard devi-
ation with time steps are plotted for different values of
percolation probability: (a) Static percolation; (b) dy-
namical percolation.

5 结 论

在一维分立时间量子行走中, 我们通过连接边
的随机连通或断开引入无序效应, 并针对量子行走
的传输和纠缠特性研究了这种无序效应所产生的

影响. 无序效应的引入有两种不同的形式: 一种是
静态逾渗, 也就是量子行走在每一步中连接边连通
或断开的分布是相同的; 另一种是动态逾渗, 就是
在量子行走的每一步中都重新选择新的连接分布.
本文采用Hadamard硬币算符, 且假定初始时刻量
子行走处于x = 0的中心格点位置和理想情况下能

导致概率对称分布的硬币态 1/
√
2(| ↑⟩ + i| ↓⟩). 经

过多次计算的统计平均结果表明, 随着演化时间的
增加, 静态逾渗量子行走和动态逾渗量子行走的传
播特征会由量子相干的弹道传输分别向安德森局

域化和经典扩散行为转变. 两种转变的快慢都依
赖于逾渗概率的大小, 逾渗概率越小, 转变得越快.
与不同的传输特性对应, 量子行走中的位置自由度

和硬币自由度之间的纠缠也表现出不同的动力学

变化行为. 理想情况下, 量子纠缠在较短的时间内
就达到一个常数值E0(∼ 0.85). 静态逾渗会使得纠
缠减小, 并随着时间增加做无规律振荡, 而动态逾
渗量子行走的纠缠则会随着时间光滑地增加, 并在
某一时间超过理想情况下的常数值, 表现出动态逾
渗增强量子纠缠的特性. 随着逾渗概率的减小, 静
态逾渗和动态逾渗都会使得纠缠减小, 但在无穷长
时间极限下动态逾渗量子行走的纠缠会趋向最大

纠缠值且与逾渗概率的大小无关. 在量子行走中,
演化过程中的干涉效应起着非常重要的作用. 我们
的研究结果表明, 静态逾渗和动态逾渗模型的幺正
量子操作可以为量子信息处理和量子态的储存提

供有效方法, 无序和纠缠的关系有助于通过人造平
台探索和理解自然界中的无序过程.
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Abstract
We investigate one-dimensional discrete-time quantum walk on the line where the links between neighboring sites are

randomly broken. Two link-broken ways, static percolation and dynamical percolation, are considered. The former means
that the broken links are fixed in position space at each time step, while the latter is that broken links are varied with
time step. Our attention focuses on the effects of these disorders on two physical quantities, the probability distribution
and the entanglement between the coin degree of freedom and position degree of freedom. Choosing Hadamard coin
operator and assuming the walker to start from the position eigenstate |0⟩ and attach itself to a coherent coin state
1/

√
2( | ↑⟩ + i| ↓⟩ ), we give the statistical average results after making numerical calculations many times. The choices

of coin operator and initial state, resulting in a symmetric probability distribution about origin in the ideal case, is
helpful in comparing with different cases in different disorder strengths. It is shown that the probability distribution of
static percolation quantum walk can change from a coherent behavior at short time to Anderson localization at longer
time, while the dynamical percolation quantum walk can change to a classical diffusive behavior. With the decrease of
the percolation probability, these transitions become faster. The entanglement for ideal case without disorder reaches
a constant value after a short time evolution. The static percolation makes the entanglement less than that of ideal
case and fluctuate irregularly around a certain value. The situation is very different for the dynamical percolation:
the entanglement increases smoothly with the time step and can exceed the constant value in the ideal case at some
time. Both of entanglements for two types of percolations decrease with reducing percolation probability. As a striking
characteristic, the entanglement in dynamical case can tend to maximum regardless of percolation probability in long
time limit, while the static case cannot. In the model for our study, the randomized unitary operations, induced by the
static and dynamical percolations, can lead to some noticeable effects on the transport and entanglement of discrete time
quantum walk. The results about the interplay between disorder and entanglement not only assist quantum information
processing, but also give more options to further explore and understand disorder physical processes in nature.
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