
温稠密物质物态方程的理论研究

马桂存 张其黎 宋红州 李琼 朱希睿 孟续军

Theoretical study of the equation of state for warm dense matter

Ma Gui-Cun Zhang Qi-Li Song Hong-Zhou Li Qiong Zhu Xi-Rui Meng Xu-Jun

引用信息 Citation: Acta Physica Sinica, 66, 036401 (2017) DOI: 10.7498/aps.66.036401
在线阅读View online: http://dx.doi.org/10.7498/aps.66.036401
当期内容View table of contents: http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/Y2017/V66/I3

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

合金沉淀颗粒劈裂的模拟研究 (II):弹性能坍塌
Simulation of precipitate splitting in an alloy (II): Elastic energy collapse
物理学报.2015, 64(1): 016401 http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.016401

基于二水草酸镁 (MgC2O4·2H2O)的无水碳酸镁 (MgCO3)的高压制备和表征
High pressure synthesis of anhydrous magnesium carbonate (MgCO3) frommagnesium oxalate dihydrate
(MgC2O4·2H2O) and its characterization
物理学报.2017, 66(3): 036202 http://dx.doi.org/10.7498/aps.66.036202

平板冲击下氧化铝陶瓷弹性前驱波衰减的细观机理

Mesomechanism of elastic precursor decay in alumina under plate impact loading
物理学报.2016, 65(16): 166201 http://dx.doi.org/10.7498/aps.65.166201

磁驱动准等熵加载下Z切石英晶体的折射率
Refractive index of Z-cut quartz under magnetically driven quasi-isentropic compression
物理学报.2016, 65(4): 046201 http://dx.doi.org/10.7498/aps.65.046201

高密度氦相变的分子动力学研究

Molecular dynamics study on the phase transition of high density helium
物理学报.2015, 64(1): 016202 http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.016202

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.66.036401
http://dx.doi.org/10.7498/aps.66.036401
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/Y2017/V66/I3
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract62317.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract62317.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.016401
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract69353.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract69353.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract69353.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.66.036202
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract68069.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract68069.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.65.166201
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract66642.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract66642.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.65.046201
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract62316.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract62316.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.016202


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 3 (2017) 036401

专题: 高压下物质的新结构与新性质研究进展

温稠密物质物态方程的理论研究

马桂存† 张其黎 宋红州 李琼 朱希睿 孟续军

(北京应用物理与计算数学研究所, 北京 100089)

( 2016年 11月 23日收到; 2016年 12月 26日收到修改稿 )

本文详细地介绍了温稠密物质物态方程的理论模型, 其中包括液体变分微扰理论、化学图像模型、离化电
离平衡模型、平均原子模型和 INFERNO模型; 给出了混合物物态方程的计算方法; 对第一原理分子动力学和
量子蒙特卡罗方法进行了介绍; 对一些典型材料 (如氢、氘、氦、氙、金、钨等)在温稠密区的物态方程进行了计
算和总结; 分析了离解、电离效应对物态方程的影响.

关键词: 温稠密物质, 物态方程, 等离子体
PACS: 64.10.+h, 62.50.–p, 91.60.Fe, 52.25.Kn DOI: 10.7498/aps.66.036401

1 引 言

材料的物态方程是反映物质的压强、密度、温

度之间的函数关系的方程 [1]. 它在工程和科学技
术中有着广泛的应用背景, 如天体物理中的恒星构
造、地球物理中的地核运动以及核聚变等领域中

都需要知道材料的物态方程. 在恒星体的内部 (如
太阳以及银河系中的其他类星体中), 其物质的状
态实际上是一种高温、高密度的等离子体状态. 地
球的内核实际上也是一种熔融的温稠密的等离子

体态.
随着科学技术的快速发展, 目前人们能够在实

验室中实现材料的高温高压状态, 如激光惯性约束
聚变和磁约束聚变. 美国的国家点火装置、中国的
神光装置以及即将在欧洲建造的国际热核聚变实

验堆装置等都是实现材料在极高温极高压状态的

大型设备. 在这些研究领域中所涉及的材料的物态
方程其温度密度范围都非常宽广, 从室温到几千万
度, 压强从常压到几千万大气压. 在如此宽广的温
度密度变化范围内, 物质经历着固态、液态、气态、
等离子体态等各种聚集态的变化, 发生着相变、离
解、电离等各种复杂的物理过程. 在宽广的温度与

密度范围内, 如何准确给出材料的状态方程是一项
富有挑战性的科学课题.

在高温高压下, 物质全部熔化, 出现部分离化
或电离等复杂的物理变化过程. 这种部分离化的
强耦合电子离子系统给理论描述带来了很大的困

难. 托马斯 -费米理论只适用于极高压强的物质状
态 (通常为几千万甚至亿万大气压). 该模型不考
虑原子的壳层结构, 认为物质中的原子处于完全电
离的状态. 在千万大气压的压强段, 物质中的原子
实际上是处于部分离化的状态, 即一部分电子仍然
被束缚在原子核周围, 另一部分电子则处于游离状
态. 也就是说, 物质在高温高压 “过渡区”的状态实
际上是一种部分离化的等离子体状态. 由于在这个
区域内, 粒子之间的相互作用很强, 多体微扰理论
不适用. 而且, 由于存在多种粒子的激发态, 使得
统计物理计算十分困难.

用于该区域的理论模型有物理图像法和化学

图像法. 物理图像法中的逸度展开方法 [2]只能用

于高温低密度系统. 对于温稠密系统的物态方程,
一般都采用化学图像方法计算. 化学图像方法需
要先给出系统的自由能, 如俄罗斯科学家Fortov
等 [3]提出的自由能模型, 以及美国和欧洲科学家
Saumon, Chabrier, van Horn提出的自由能模型,
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即SCVH模型 [4]. 液体微扰理论和粒子之间的相
互作用势是该类模型的理论基础 [5−7]. 在用SCVH
模型对氢高压物态方程的研究中, 他们发现了一种
等离子体相变, 即氢从导电率很低的绝缘态到导电
率很高的金属态的转变.

除了上述物理与化学图像外, 处理部分离化的
等离子体系统还可以采用经验模型, 如Kerley [8]提

出的离化电离平衡模型. 将该模型与液体微扰理论
相结合, 可以获得宽广的温度与密度范围内的物态
方程 [9]. 该模型是建立在经验内插基础之上, 它有
很多的经验参数, 确定起来很困难. 有些参数需要
靠冲击波实验以及其他一些实验才能确定 [10].

平均原子模型是将等离子体中的复杂离

子系统等效为一个原子, 用一个原子的性质
来表达整个系统的性质. 最有代表性的就是

Rozsnyai [11]的EOSTA模型和Liberman [12]的 IN-
FERNO模型. 该模型在过渡区物态方程的计算
中也取得了相当的成功. 朱希睿和孟续军 [13]对

Rozsnyai的EOSTA模型进行了推广, 并将其用于
Au, Al, Hg等材料的电子热能热压计算. 通过改进
计算方法, INFERNO模型已经用于Al, Be, U等材
料高压雨贡纽的计算 [14,15]. Barshalom和Oreg [16]

通过修改维里定理的表达方式, 得到了与实验符合
得较好的冷能冷压. 最近, 马桂存等 [17]又将该模

型用于金高压雨贡纽的计算. 上述平均原子模型的
共同特点是考虑了束缚态电子的压致离化和温致

离化效应, 能够比较好地用于过渡区. 但该模型也
有很多不足之处, 主要是没有考虑离子本身的热运
动, 以及没有考虑其他离子的热运动对所研究的平
均原子内的电子态的关联影响.

在物态方程的数值模拟方面, 目前主要采用量
子分子动力学和量子蒙特卡罗方法. 分子动力学
(如VASP [18])只能用于较低的温度, 一般认为其适
用的温度不超过 10 eV. 尽管人们也提出了高温数
值模拟方法, 如无轨道分子动力学方法 [19]. 但是,
如何构造密度泛函和粒子之间的相互作用势仍然

是没有解决的问题. 量子蒙特卡罗方法虽然是用于
多体相互作用系统比较好的数值模拟方法. 但由于
其计算量大, 计算方法复杂, 目前仅用于低原子序
数材料的物态方程计算 [20,21].

混合物的物态方程在实际应用中也非常重要,
如人们在研究木星的构造时, 就需要氢和氦混合物
的物态方程. 无论是用物理图像法, 还是化学图像

法计算混合物的物态方程, 其计算量将成倍地增
加. 此外, 如何给出不同种类粒子之间的相互作用
势也是一个非常复杂的问题. 目前的第一原理计算
只能模拟上百个原子, 所以在目前的计算条件下,
完全用第一原理方法来给出混合物的物态方程也

是不现实的. 因此, 寻找从单质物态方程构造混合
物物态方程的经验方法, 就成为构造混合物物态方
程的主要方法. 其中, 体积相加模型就是一种获得
混合物物态方程的有效方法 [22].

本文从两方面来介绍温稠密物质物态方程的

计算方法. 在第 2节中, 主要介绍温稠密物质物态
方程的理论模型, 其中, 包括考虑原子内部电子
热激发效应的流体变分微扰理论、化学图像模型

SCVH、离化电离平衡模型 IEQ、平均原子模型和
INFERNO模型以及混合物态方程的计算方法. 在
第 3节中, 主要介绍第一原理分子动力学方法和量
子蒙特卡罗方法, 以及这两种方法在氢、氘、氦、金、
钨等材料物态方程计算中的应用结果. 最后, 给出
本文的总结.

2 物态方程的理论模型

2.1 液体变分微扰理论

液体是常见的一种物质状态, 是固体熔化或气
体在低温下被压缩形成的一种状态, 它的物态方程
在物态方程的理论研究中占有十分重要的地位. 由
于液体分子在空间排列无序, 以及粒子间存在很强
的相互作用, 理论上给出液体状态方程都采用变分
微扰论方法. 在给定粒子之间相互作用势的基础
上, 以硬球模型或软球模型为参考态来建立计算液
体物态方程的理论计算方法, 被称之为液体变分微
扰论 (FVT) [23]. 传统的液体物态方程理论模型是
不考虑系统中粒子内部电子的激发. 这种近似在低
温下是可行的, 但随着温度的升高, 电子被激发到
高量子态, 甚至电离. 在本节中我们将考虑这种热
效应对物态方程的贡献, 并称考虑热效应的液体变
分微扰论为 IFVT.

对于给定温度和密度的热力学系统, 亥姆霍兹
自由能是系统的热力学特征函数, 完全决定系统
的热力学性质. 所以, 模型的建立从构造系统的自
由能开始. 相互作用系统的自由能可以分为三个
部分:

F = F id + F non-id + F int, (1)
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其中, F id是理想气体部分, F non-id是相互作用引

起的自由能, F int是内部运动的自由能. 根据液体
变分微扰, 系统的自由能为

F = F id + F non-id, (2)

F id = NkBT
[
ln

(
nΛ3

)
− 1

]
, (3)

F non-id = Fss(η) +
N2

V

∫ ∞

σ

ϕ(r)gHS(r, η)d3r, (4)

Fss(η) = NkBT

[
4η − 3η2

(1− η)2
−
(
η4

2
+ η2 +

η

2

)]
,

(5)

其中η =
1

6
πd3ρ, d是硬球直径; gHS(r, η) 是硬球流

体的对分布函数; Fss(η)是软球参考系统的自由能.
原子间相互作用势函数为

ϕ (r) =


ε

α− 6

{
6 exp

[
α

(
1− r

ra

)]
− α

(ra
r

)6
}
,

r >W,

A exp (−Br), r 6W,

(6)

其中, 参数 ε = 243.1 K, α = 12.8, ra = 4.42 Å,
W = 1.28 Å;近距离的非物理吸引势用指数衰减排
斥势代替, A, B的取值保证函数值和一次导数在
衔接处连续. 对上述自由能变分, 可求得与自由能
极小值相对应的硬球直径.

考虑到热效应修正, 自由能需要增加原子的壳
层电子跃迁项 F int,

F int = −NkBT ln
(
Z

(int)
0

)
, (7)

Z
(int)
0 =

∑
α

gα exp [−εα/(kBT )] , (8)

其中, gα和 εα分别是氙原子第α个能级的简并度

和能量, 数值取自NIST数据库 [24].
基于上述液体变分微扰方法, 我们计算了氙的

雨贡纽压强和温度, 并考查了热效应修正的影响,
其结果如图 1和图 2所示, 其中FVT和 IFVT分别
为传统的液体变分微扰方法和考虑了热效应修正

的液体变分微扰方法. 从6 g/cm3处开始热效应修

正显著降低了雨贡纽压强和温度, 使其与实验数
据 [25,26]符合更好. 这是由于壳层电子跃迁能够吸
收冲击波能量, 使得原子的热运动能量减少, 从而
显著降低温度和压强. 由此可以看出, 采用原子的
壳层电子跃迁项能够比较准确地描述液体变分微

扰方法的热效应修正, 使得雨贡纽压强和温度的计

算值在较大范围内得到显著改善, 与传统的液体变
分微扰方法相比, 热效应修正使得模型的适用范围
得到了较大扩展.
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图 1 氙的Hugoniot压强随密度的变化, 冲击初态为
165 K, 2.96 g/cm3

Fig. 1. The Hugoniot of xenon, the initial state is
165 K, 2.96 g/cm3.
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图 2 氙的Hugoniot 温度随密度的变化, 冲击初态同图 1
Fig. 2. The Hugoniot temperature changes with den-
sity, the initial state is the same as that in Fig. 1.

2.2 化学平衡模型

当温度逐渐升高或密度进一步增大, 就会引
起分子的离解和原子的电离, 形成分子、原子、离
子和电子的混合物. 对于这样一个复杂的系统, 计
算该系统物态方程的方法主要有自由能极小方法.
Saumon, Chabrier和van Horn提出了一种计算系
统自由能的方法, 即SCVH模型 [4−6]. 该模型是一
种化学图像法, 即事先假定系统中包含有哪几种物
质成分, 如分子、原子、离子以及电子等, 然后根据
系统的自由能极小来确定各种成分的比例. 下面我
们将以氢为例来具体介绍SCVH模型.

在低温下, 氢以分子形式存在, 当温度升高或
密度增加时, 会发生氢分子的离解和氢原子的电
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离. SCVH模型分两步给出了系统的自由能, 首先
给出氢分子和氢原子混合物的自由能, 然后再给出
氢离子 (即质子)和电子组成的等离子体系统的自
由能. 对于氢分子和氢原子组成的混合物, 它的自
由能为

FH2,H = F id + F conf + F int + F qm, (9)

其中, F id是分子或原子的质心运动动能; F conf表

示相互作用引起的自由能, 即H2-H2, H-H以及H2-
H之间相互作用导致的自由能; F int是由分子内部

自由度和原子内部自由度导致的自由能, 即分子的
振动与转动以及原子内电子热运动的能量; F qm是

考虑分子和原子自身运动的量子效应修正, 它是
一个小量, 由Wigner [27]和Kirkwood [28]的~2展开
方法给出. 对于相互作用部分F conf, 则采用以硬
球系统为参考系的Weeks-Chandler-Andersen形式
的液体微扰论方法 [29−31]计算. 准确给出分子与分
子、原子与原子以及分子与原子之间的相互作用

势是本模型的关键. H2分子之间的有效两体相互

作用势用冲击波实验数据拟合确定, H原子之间以
及H2分子与H原子之间的相互作用势由第一原理
方法给出. 由于SCVH模型涉及压致离化区域, 所
以F int部分采用Hummer和Mihalas [32]提出的占

据概率方法计算,

F int = −kT
2∑

i=1

Ni ln
∑
α

ωiαgiα e−βεiα , (10)

式中, 下标 i = 1, 2分别对应于H2, H; ωiα表示束

缚态α存在的概率 (0 6 ωiα 6 1); Ni表示系统中

分子或原子的数目; εiα, giα分别表示分子或原子
内部运动的能级和简并度.

对于由质子和电子组成的等离子体系统,
SCVH模型采用屏蔽的一元等离子体模型描述,
即认为质子在由电子组成的负电荷背景中运动,
离子之间的相互作用势用屏蔽的库仑势Veff描述.
这种模型被称之为SCOP(screened one component
plasma), 它的自由能为 [6]

FSCOP = F id
i + F id

e + F xc
e

− kT ln
∫

dR1 · · · dRN e−βVeff , (11)

其中, 下标 i为质子, 下标 e为电子, F xc
e 代表电子之

间的交换关联能. 对于由氢分子、氢原子、质子、电
子这四种粒子组成的混合物, 它的自由能应为 (9)
式, (11)式与 (12)式之和. 即必须要加上带电粒子
与中性粒子之间的相互作用, 这种相互作用通常用

极化作用描述. 由此, 引进了极化相互作用 [33]能

F pol,

Fpol =
4kT

V

2∑
i=1

NiBi, (12)

所以, 整个系统的自由能为

F = FH2-H + FSCOP + Fpol. (13)

在给定的温度和密度下, 通过求系统的自由能极
小, 可以给出各种粒子成分的含量. 此外, 通过热
力学关系式, 可以求出系统的内能、压强等物理
量. 图 3给出了氢原子的浓度随温度密度的变化关
系 [5]. 温度从 2884—18197 K在对数坐标下等间隔
分布. 从图 3可以看出, 在低温 (T < 3000 K)下,
氢分子含量比较多, 氢原子占的比例比较少. 随着
温度的升高, 氢原子的浓度在低密度区由小变大
逐渐接近于 1, 这表明温致离解效应在该区域起作
用. 其次, 随着密度的增加氢原子浓度在减小, 在
密度为 0.5—1.0 g/cm3内有一个明显的转变, 它反
映的是压强导致的离解和离化效应. 即在给定的
温度下, 当密度大于 1.0以后, 系统中的氢分子将
不复存在, 取而代之的是氢原子或氢离子. 图 4给
出了氢的物态方程, 即压强随温度密度的变化 [4].
其中的两条低温等温线出现了明显的转折, 它反
映了在该区域出现了等离子体相变 (plasma phase
transition, PPT), 即从导电率很低的绝缘体状态
转变到导电率很高的金属状态. 该相变类似于气液
相变, 即物理量存在不连续变化, 且有临界点存在.
这种相变的内在机理就是压致离化, 即由压强或密
度的增加而导致的凝聚体物性的突变. 关于PPT
的详细讨论请看参考文献 [6].
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图 3 在一系列的温度下氢原子的浓度随密度的变化

Fig. 3. The concentration of H atom changes with
density at a series of temperatures.
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图 4 氢在一系列温度下的等温线

Fig. 4. The equation of state of hydrogen at a series
of temperatures.

2.3 离化电离平衡模型

上节中的SCVH模型依赖于粒子之间的详细
相互作用, 给出粒子之间的相互作用势是一项复杂
而繁重的工作. 在本节中, 我们将在经验模型的基
础上, 给出氘的物态方程. 在给定的温度和密度下,
对于由单一成分组成的系统, 其能量和压强通常写
成如下三项式形式:

E(ρ, T ) = Ec(ρ) + Eion(ρ, T ) + Ee(ρ, T ), (14)

P (ρ, T ) = Pc(ρ) + Pion(ρ, T ) + Pe(ρ, T ), (15)

其中, Ec, Pc为冷能、冷压; Eion, Pion为离子的热

能、热压; Ee, Pe为电子的热能、热压. 对于由氘分
子, 或氘原子组成的系统, 其冷能、冷压都用如下经
验公式描述 [9]：

Pc(ρ) =
ρ0EBν

(1−3ν/α)
{δ2/3 exp[α(1− δ−1/3)]− δν+1},

(16)

Ec(ρ) =
EB

(1− 3ν/α)

{3ν

α
exp

[
α(1− δ−1/3)

]
− δν

}
,

(17)

式中, EB是结合能; δ = ρ/ρ0; α, ν是可调参数, 可
根据实验数据给出.

离子部分的贡献由修正的硬球模型 (即CRIS
模型 [34−36])给出:

Eion =
3

2
NkBT +N ⟨ϕ⟩0 +∆E1 +∆E2, (18)

Pion = NkBTρ+Nρ2
(
∂ ⟨ϕ⟩0
∂ρ

)
η,T

+∆P1 +∆P2, (19)

式中N ⟨ϕ⟩0是一级势能项 [34]; η =
1

6
ρπσ3

0为硬球

系统的堆积因子 (packing fraction of hard sphere);
∆E1, ∆E2, ∆P1, ∆P2 是高价修正项

[35,36].
热激发的电子对物态方程的贡献采用离化电

离平衡模型 (IEQ)计算 [8]. 设在体积为V 和温度为

T的系统中, 含有N个粒子, 它包括不带电的中性
原子和带正电的离子. 原子的核电荷数为Z, 原子
量为W . 每个原子或离子的电子结构是通过指定
每个轨道上的电子占据数来确定, 然后, 根据量子
力学原理来确定每个电子的轨道能量, 系统的宏观
量是各种离子成分贡献的统计平均. 在描述电子运
动时, 要区分电子的两种状态, 一种是束缚态, 一种
是巡游态. 处于束缚态的电子只能围绕原子核运
动, 一般用原子轨道波函数描述; 处于巡游态的电
子可以在整个系统中运动, 一般用平面波描述. 该
模型的优点是它考虑了各种离子成分对物态方程

的贡献. 系统的自由能可以表示为 [8]

Ae = − RT

W
ln qe, (20)

qe =

Z∑
z=0

qz exp[−β(δz + uz + za0f (z))], (21)

qz =
∑
n

gz(n) exp[−βεz(n)], (22)

其中, qe为系统的配分函数, qz为带电荷为 z的离

子的配分函数. (21)式中的求和是对各种离子态
进行的, 各种离子态的电荷数分别为 z = 0, 1, 2,
3, · · · , Z, 共包含Z + 1种离子态; uz为带电荷 z的

离子的基态能量; a0f (z) 为一个自由电子的自由能,
电中性要求每个离子平均含有 z个自由电子; δz表
示每个原子的电荷涨落. (22)式中的求和表示对每
个离子的能级进行求和, 其中 εz(n), gz(n)分别表
示离子的各个量子态的能量和相应的简并度. 为了
能够使上述模型准确地描述电子的电离态, 必须做
一些修正, 如连续谱能量修正、电荷涨落效应和体
积涨落效应修正等.

根据上述物态方程理论模型, 我们计算了液氘
在一定的温度与密度范围内的物态方程, 并计算了
液氘在一定的压力范围内的雨贡纽. 图 5和图 6给
出了液氘的低压和高压雨贡纽, 同时也给出了雨贡
纽实验点、第一原理计算以及各种理论模型的结果.
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图 5 液氘的雨贡纽 (低压部分)
Fig. 5. The Hugoniot of liquid deuterium (low pressure
part).
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图 6 液氘的雨贡纽 (高压部分)
Fig. 6. The Hugoniot of liquid deuterium (high pres-
sure part).

目前用于测量液氘雨贡纽的实验有四类: 第
一类是化爆和二级轻气炮 [37], 它们给出的雨贡
纽压强只有 20 GPa (见图中Gas gun); 第二类是
球面内爆 [38], 它的压强达到 110 GPa (见图中Ex-
plosive)；第三类是Z-pinch [39], 它达到的压强也有
100 GPa; 第四类是强激光实验 [40−42], 它达到的压
强有 350 GPa (见图中Laser). 较早期的强激光实
验 [40,41] (见图中Silva和Collins)由于其测量的方
法导致的误差非常大. 所以, 它给出的雨贡纽线最
大压缩比也非常大. 后期的Z-pinch、球面内爆以及
强激光实验结果 [42]都给出了较小的最大压缩比.
最早的第一原理计算结果是由美国科学家Militzer
和Ceperley [43]用量子蒙特卡罗方法在 2000年给
出 (见图中QMC). 后来的第一原理计算结果, 如采
用直接积分的量子蒙特卡罗方法 [44]以及第一原理

分子动力学计算结果 [45](见图中QMD)都表明, 液
氘雨贡纽的最大压缩比为 4.65左右. 同时, 在这一

时期, 物态方程的理论模型也得到了很大的改进.
Ross [46]的线性混合模型提出得比较早, 该模型给
出的雨贡纽曲线的压缩比也比较大, 与早期的激光
实验结果差不多. 后来提出的物态方程理论模型,
如液体变分微扰理论 [7,23](见图中FVT), Saumon
和Chabrier [4−6]的化学平衡模型 (见图中SCVH),
以及在本节中以Kerley 的Sesame物态方程模型为
基础新做的物态方程 (见图中New model [9]), 都给
出了较小的压缩比.

2.4 INFERNO模型

INFERNO模型是在固体凝胶模型中加入一
个原子而形成的平均原子模型. 在通常的固体结
构中, 带正电的离子按照一定的方式排列, 在每个
离子周围又有很多电子, 它们代表核芯电子与价电
子 (或巡游电子). 核芯电子只能在束缚它的原子核
周围运动, 而巡游电子属于整个系统, 可以在物质
内部自由运动. 在量子统计自洽场 INFERNO模型
中, 认为正离子是均匀分布在整个空间的, 同时, 为
了保持系统的电中性, 也有均匀分布的同样多的负
电荷存在, 这种模型被称为凝胶模型. 现在, 在凝
胶模型中加入一个原子, 该原子的核电荷位于系统
中央, 为了保持系统的电中性, 在以原子核为中心,
原子半径为大小的空间内, 所有的正电荷将被排斥
掉, 剩下的是按照量子力学规律分布的负电荷. 这
种模型通常被称之为 INFERNO 模型 [12,47].

在 INFERNO模型中, 球内电子的波函数满足
相对论形式的单电子狄拉克方程 [12,47]:

(cα · p+ βc2 − c2 + V (r))ψi(r) = εiψi(r), (23)

式中α, β是Dirac矩阵, c是光速. 在原子球内 (或
muffin-tin球内)的势函数V (r)可以表示为

V (r) = −Z
r
+

∫
r<R

ρ(r′)dr′
|r − r′|

− [3π2ρ(r)]1/3

π
− υ,

(24)

其中, Z是核电荷数, ρ(r)是球内电子电荷密度分
布, R是原子球半径, υ为拉格朗日乘子. muffin-tin
球外的势函数可以表示为

V (r) = −(3π2ρ̄)1/3/π = V∞, (25)

其中, ρ̄是球外电子电荷密度的平均值,交换关联势
取Kohn-Sham形式.
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在 INFERNO模型中, 电子的状态被分为束缚
态、共振态、巡游态 (或散射态)三种类型, 电子的
波函数要通过自洽求解量子力学的Dirac方程获
得. 电子所受到的势场是一个自洽的多体势, 它包
含了电荷之间的库仑能, 以及多体效应引起的交换
关联能. 共振态、散射态的出现给理论计算带来了
很大的困难 [47], 特别是在高能量、高角动量的情况
下, 电子波函数要发生剧烈振荡, 这些问题的出现
使理论计算非常复杂. 为了克服上述困难, 美国利
弗莫尔实验室的科学家提出了用位相 -振幅形式的
波函数方法 [14]来描述电子态, 克服了高能量的连
续谱在计算上困难, 得到了很好的结果. 2009年,
法国原子能科学研究中心的科学家提出了采用大

规模并行计算的方法 [15]来克服高能量积分, 高角
动量求和困难. 2011年, 俄罗斯科学家也用类似的
方法计算了 INFERNO模型的物理量 [48]. 除了在
计算方法上得到改进外, 最近, 以色列科学家又对
INFERNO模型在压强计算上进行了改进 [16,49,50],
提出了根据维里定理计算压强的方法, 得到了与实
验一致的很好结果.

我们利用 INFERNO模型, 对Au在宽广的
温度与密度范围内的物态方程进行了计算 [17].
图 7给出了金属Au中的电子压强随密度的变化,
每一条线对应一个温度. 温度从 log10(2.3× 103)到

log10(4.8× 106), 等间距分布. 从图 7可以看出, 在
比较低的温度下, 电子系统的压强随密度都发生了
非单调变化. 引起这个变化的主要原因是Au原子
中的外壳层电子的状态发生了变化, 即从束缚态变
成了巡游态, 这种转变被称之为绝缘体金属转变或
Mott转变 [51]. 对发生这种转变的理解并不是非常
困难. 设想初始时, 系统中的Au原子处于密度小
于 10 g/cm3的某个状态, 显然, 在这种状态下, Au
的外壳层电子被原子核束缚, 整个系统是绝缘体.
如果在温度不变的条件下, 对系统进行压缩, 在某
个密度下, Au原子的外壳层电子波函数就要发生
重叠, 它将引起外壳层的d电子和 s电子从束缚态
变成巡游态. 转变完成, 整个系统将变成金属. 这
一转变的主要特征是其d电子能谱由宽变窄, 再变
宽, 即d电子由束缚态变为共振态, 再变为巡游态.
这种现象被称之为压致电离效应 [47,51], 即由压强
引起的电子态的转变. 在用 INFERNO模型对Au
全区域物态方程的计算过程中, 在某些温度密度点
处经常会遇到共振能态, 它是由压强或温度变化引
起的电子状态的变化. 共振能态的主要特点是其态

密度有尖锐峰出现, 而且峰宽非常窄, 这给计算带
来了很大的困难. 为了克服这一困难, 我们对共振
能态的特点进行了仔细的分析, 得到了计算连续谱
的波函数的有效方法 [47], 这种方法对处理共振能
态特别有效.

对于离子热运动部分, 我们采用一种内插模型
来描述固态或液态系统的物态方程, 它就是大家常
用的自由体积模型 [1]. 在给出了物态方程的各个部
分贡献之后, 就可以按照三项式形式的物态方程计
算材料的雨贡纽. 图 8给出了Au的理论雨贡纽. 为
了比较, 我们也在图 8中给出了利用一些加载设备
如化爆、二级轻气炮等从实验上获得的金材料的高

压雨贡纽 [52−55]. 从图 8可以看出理论与实验符合
得非常好. 在很高的压强下材料的雨贡纽曲线发生
了弯曲, 它是由原子的内壳层电子的离化从而吸收
冲击波能量所致.
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图 7 在一系列温度下Au中的电子热压随密度的变化
Fig. 7. The electronic pressure of gold changes with
density at a series of temperatures.
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图 8 Au的高压雨贡纽曲线, 其中, 实线是理论结果
Fig. 8. The Hugoniot curve of gold at high pressure,
solid line is the result of theory.
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2.5 平均原子模型

在前面几节, 我们已经涉及了物质中的原子的
离化或电离效应, 如在SCVH模型、INFERNO模
型以及 IEQ模型中, 都考虑到了原子的电离效应.
在每一种模型中, 都给出了用一定的方法来处理周
围的带电粒子对所考虑的离子的影响. INFERNO
模型对束缚电子与自由电子之间的转换做了自洽

处理. 实际上, 在部分离化的等离子体区域, 还有
另一种经常使用的平均原子模型, 即Rozsnyai [11]

给出的平均原子模型. 它是基于温稠密物质的等
效原子模型思想, 即认为在整个系统中每个原子都
是等价的. 这样每原子周围的环境都是一样的, 因
而导致在原子边界上的电荷密度是连续的, 周期
性边界条件要求电荷密度的导数也应连续. 这些
条件界定了离子内部束缚电子的占住方式. 自由
电子和准自由电子的存在, 以及离子内部电子细
致组态的考虑, 使模型在计算上变得比较复杂. 在
Hartree-Fock理论的框架下, 电子的运动方程为(

− 1

2
∇2 − Vsc(r)

)
ϕi(r) = εiϕi(r), (26)

其中 Vsc(r)为自洽势, ϕi(r)为单电子波函数, εi为
单电子能级. 在球坐标系下分离变量, 可得到径向
波函数Pnl(r)满足的方程. 考虑到电荷密度及其导
数的连续性, 径向波函数Pnl(r)应满足下列两种形

式的边界条件：

第一种边界条件取为

Pnl(R0) = C,
d
dr

[
Pnl(r)

r

]
r=R0

= 0;

第二种边界条件取为

Pnl(R0) = 0,
d
dr

[
Pnl(r)

r

]
r=R0

= C.

周期场中的电子, 其波函数一般要受到简谐波
的调制. 对应来讲, 波函数按第一类边界条件衔接
时是因为整个物质内部处于最低能态, 按第二类边
界条件衔接意味着物质内部已处于最高能态. 由于
物质内部调制波的周期是最基本周期的整数倍, 那
么原子间波函数的连接就不只是第一类和第二类

边界条件, 还可能是中间过渡的边界条件.
严格确定原子的波函数取第一类边界条件还

是第二类边界条件是没有太大意义的. 当原子中
的电子波函数取第一类边界条件与第二类边界条

件之间的允许值时, 电子的能级就具有了一定的范

围, 这个能级范围也可以叫做 “能带”. 不过这个能
带的起源与固体理论中能带的起源本质是不同的.
这个 “能带”对确定有界原子束缚态波函数的能态
密度具有重要意义. 能带的出现使得高温稠密等离
子体的原子结构求解更加复杂. 为了简化模型, 一
般取第一类边界条件.

原子胞中的电子被分为束缚电子和自由电子,
其数密度可以写为

ρ(r) = ρb(r) + ρf(r). (27)

自由电子的数密度ρf(r)本应由自由电子的正能态

波函数来确定, 但由于正能态能量、轨道量子数都
是无限的, 为了快速计算, 采用分波加统计的方法
解决, 并且具有较高的精度. 自由电子数密度ρf(r)

可以写为

4πr2ρf(r)

=

∫ εmax

−V (R0)

dε
exp[(ε− µ)/T ] + 1

l0∑
l=0

2(2l + 1)P 2
εl(r)

+
4r2

π

∫ εmax

−V (R0)

√
2(ε+ V (r))− l0(l0 + 1)/r2

exp[(ε− µ)/T ] + 1
dε,

(28)

其中, V (r)是自洽势, µ是化学势, T是温度, l0是
分波的界限, 其取值视所需计算量和精度所定. 束
缚态电子的数密度ρb(r)为

4πr2ρb(r) =
∑
i

NiP
2
i (r). (29)

关于压强的计算, 由于已经把一部分波函数能
延伸到原子边界处的束缚电子划归准自由电子用

分波法处理, 所以剩下的束缚电子的径向波函数就
基本不能延伸到原子边界处, 这样电子压强就只能
与非束缚电子有关. 这样我们得到的电子压强就可
以只由三部分组成:

P = Pk + Pr + Pex+corr, (30)

其中, Pk为自由电子产生的动压, Pr为分波电子产

生的压强, Pex+corr为交换、关联效应综合产生的

负压.
在含温有界原子模型下, 精确的原子总能量由

四部分组成: 束缚电子的组态平均能量Ebav, 自由
电子的单电子能Ef、束缚电子与自由电子间的相互

作用能Eb-f, 自由电子与自由电子间的相互作用能
Ef-f, 即

Etot = Ebav + Ef + Eb-f + Ef-f. (31)
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关于压强和能量的各部分贡献的详细计算请

看参考文献 [13, 56]. 由于我们的含温有界模型是
自动包含温度、密度效应的, 并且由于部分分波法
的引入大大降低了高温下原子参数和状态方程参

量的计算量, 因而我们可以在保证相当的精度下快
速得到任意温度密度下的状态方程参数.

图 9和图 10展示了本模型计算的Au在温度
分别为 0.1, 5.0, 10.0, 50, 100, 500, 1000 eV下,
电子压强P 和原子能量E随物质密度的大范

围变化 (密度为 1.0—5000 g/cm3, 基态能E0 =

−17865.2288 a.u.). 从计算结果中可以看出, 在
密度为 20 g/cm3以及70 g/cm3处均显示出了较强

的原子壳层效应, 这是由于原子壳层的压制离化所
导致的. 在图 10中, 原子的能量不再随密度的增加
而稳步上升, 甚至会出现随密度的增加原子能量降
低的现象. 这是由于本模型考虑的是孤立原子的能
量, 在密度比较稀时, 低壳层会出现一些空轨道, 而
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图 9 在一系列的温度下Au电子压强随密度的变化
Fig. 9. The electronic pressure of gold changes with
density at a series of temperatures.
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图 10 在一系列的温度下Au原子能量随密度的变化
Fig. 10. The energy per atom of gold changes with
density at a series of temperatures.

密度的增加标志着压力的增大, 会把一些外壳层的
电子压回低壳层的空轨道上, 使得电子的总势能下
降, 从而造成整个原子的能量会有所降低.

2.6 混合物物态方程

在激光惯性约束聚变以及天体物理的行星构

造研究中, 人们经常会遇到混合物情况. 如何给出
混合物物态方程是备受关注的一个问题. 例如在
研究木星构造时, 就要知道氢与氦混合物的状态方
程. 木星表层中 [57]氢占 74.2%, 氦占 23.1%, 其他
元素占 0.027%. 前面几节介绍的物态方程计算方
法都是对单一成分而言的, 对于由多种元素组成的
混合物, 如果按照液体微扰论方法计算物态方程,
那就需要给出不同粒子之间的相互作用势, 这在实
际问题中很难做到. 如果按照第一原理计算方法
求物态方程, 对于不同的混合比都一一去做数值计
算, 其计算量也是相当大的. 所以, 有必要寻找一
种从单质物态方程计算混合物物态方程的经验方

法. 线性混合模型或体积相加模型可以比较好地给
出混合物的物态方程. 在这个模型中, 认为在等温
等压条件下, 混合物的体积是单质成分在与混合物
有相同的压强和温度下的体积之和, 即

V (T, P ) =
N∑
i=1

niVi(T, P ), (32)

其中, N是混合物中组元的总数, ni是第 i组元的

摩尔分数. 如果用质量百分比χi 来表示, 即

1

ρ
=

N∑
i=1

χi

ρi
, (33)

其中, ρ是混合物的密度, ρi是组元 i的密度. 系统
的内能为

E =

N∑
i=1

χiEi, (34)

系统的熵为

S =

N∑
i=1

χiSi + Smix, (35)

其中, Ei, Si分别是组元 i的内能和熵; Smix是混合

熵增.
下面以氢与氦混合物为例, 具体讨论体积相加

模型在物态方程计算中的应用. 图 11给出了用体
积相加模型计算的氢氦混合物的物态方程, 氢与氦
的原子个数比为NH : NHe = 2, 同时我们将第一原
理分子动力学 (QMD)计算结果 [22]也标注在图中,
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可以看出两者符合得比较好, 说明体积相加模型是
计算混合物物态方程的一个很好的近似计算方法.
但是, 用第一性原理分子动力学和量子蒙特卡罗方
法对氢氦混合物物态方程的详细研究表明: 在某些
温度密度范围内, 线性混合模型与第一原理结果相
比却给出了高达 12%误差 [22]. 我们也用分子动力
学方法计算了氘氦混合物的物态方程 [58]. 定义混
合比x = NHe/(NH +NHe). 图 12给出了氘氦混合
物在压强P = 10 GPa, 不同温度、不同混合比下的
体积差: ∆Vmix/V = (VLM − V )/V 随混合比x的

变化, 其中V 是实际体积, VLM是混合模型给出的

体积. 从图 12可以看出, 在高温下, 混合比x接近

0.5时, 偏差最大, 最高可达到 8%. 研究表明, 氦混
合到氢中会对氢分子的离解产生一定的影响. 同时
它也对氢原子的电离产生一定的影响. 这种影响在
某些情况下是无法用线性混合模型来表达的.

ρ/gScm-3

10-1 100 101
100

101

102

103

 QMD         Linear-mixing
   (T=500 K)
   (T=1500 K)
   (T=2500 K)
   (T=4500 K)

P
/
G

P
a

图 11 在不同温度下氢氦混合物的物态方程, 其中, 实线是体
积相加模型的结果, 数据点是第一原理分子动力学结果 [22]

Fig. 11. The equation of state for H and He mixing at
different temperatures. lines are the results of additive
volume, dots from QMD [22].
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图 12 在压强为 10 GPa时不同温度下体积差随混合比
的变化

Fig. 12. The volume difference changes with mixing
fraction of Helium at pressure 10 GPa.

如果我们定义系统的过剩压强为总压强与理

想气体压强之差, 即Pex = P − Pid, 则在线性混
合的假设下, 让每个单一成分按照等温等Pex混合,
其混合体积仍然是各成分的体积之和, 那么按照这
种方式得到的混合物物态方程与第一原理的差别

会更小 [59]. 从热力学上看, 这种让过剩压强相等的
混合模型相当于认为混合系统是由独立的平均有

效原子组成, 各种有效原子之间不存在相互作用,
混合系统的过剩自由能就是每个有效原子的自由

能之和.

3 物态方程的第一原理计算

在温稠密物质系统内部, 粒子之间的关联相互
作用非常强, 随着温度和密度的变化在温稠密物质
内部会发生部分离化、强关联以及量子效应等一系

列复杂过程, 特别是在金属绝缘体转变区域, 很难
找到一种有效的理论方法来描述其变化行为. 第一
原理分子动力学和量子蒙特卡罗方法为我们提供

了认识该区域物态变化行为的有效数值模拟工具,
两者都是解决多体问题的有效方法. 第一原理分子
动力学是建立在密度泛函理论基础上的有限温度

数值模拟方法, 量子蒙特卡罗方法是建立在路径积
分基础上的一种随机行走方法.

3.1 第一原理分子动力学方法

计算材料在有限温度下状态方程的数值方

法, 目前比较常用的是基于密度泛函理论的分子
动力学方法, 通常称为量子分子动力学 (QMD)方
法 [18,60], 该方法通过Born-Oppenhaimer近似, 将
电子离子问题部分解耦合, 每个离子都在电子与其
他离子形成的有效势场中运动, 离子受到的力通过
Hellman-Feynman定理给出, 离子运动按照经典力
学规律描述. 在离子运动的每个时刻中, 电子运动
由求解该时刻离子位置构型下的电子Hamiltonian
系统来确定. QMD方法严重依赖赝势和交换关联
势的准确性, 同时随着温度升高, 需要计算的能带
数目增加, 导致计算量大大增加, 因此QMD不适
合在很高温度下的材料模拟. 在本节中, 我们将介
绍利用QMD方法对氦、金、钨的物态方程以及钨的
电学性质的计算.
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在分子动力学模拟中, 一般采用超原胞和周
期性边界条件, 模拟的原子数越多, 所需的计算
量就越大, 通常用 64或 128个原子就可以达到理
想的结果. 电子和离子之间的相互作用势选用
超软赝势或投影缀加波赝势, 交换关联泛函选用
广义梯度近似Perdew-Burke-Ernzerhof [61,62]形式,
倒空间布里渊区积分采用Monkhorst-Pack [63]方

法或用单Gamma点方法; 平面波展开的波函数截
断能量一般为几百 eV. 平面波截断能量和k点的数

目在实际计算时都要经过优化, 以达到满足实际精
度的要求. 离子系统的运动釆用NVT系综描述, 由
Nose-Hoover [64]恒温器来控制离子温度, 电子温度
分布则根据Fermi-Dirac统计得到.

3.1.1 氦的物态方程

我们用分子动力学VASP程序计算了氦在
10000 K和 30000 K的等温线 (见文献 [58]图 1).
计算表明, 在温度不超过 30000 K, 密度不超过
5 g/cm3的范围内, 用化学模型来计算状态方程是
合理的. 在更高的温度密度区域, 则需要进一步
改进模型. 图 13显示了根据物态方程计算得到的
氦的一次冲击和二次冲击Hugoniot曲线, 同时还
显示了Nellis等 [65]的实验数据. 从图 13可以看出,
QMD和化学平衡模型 (CM)的计算结果符合得很
好, 且一次冲击Hugoniot与实验数据一致, 二次冲
击Hugoniot结果与实验数据相比稍微偏软, 这与
实验点的精度有关. 尽管如此, 理论仍然在实验的
误差范围.
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图 13 氦的一次和二次冲击Hugoniot曲线
Fig. 13. The Hugoniot of helium from first and second
shock.

3.1.2 金的物态方程

我们用分子动力学方法计算了Au密度在
19.3—42 g/cm3, 温度在 1000—50000 K区间的物

态方程, 并在此基础上得到了Hugoniot曲线 [66],
如图 14所示 [52,67−70]. 图中D是冲击波速度, u是
粒子速度, 其中的数据点是实验结果, 粉色的曲
线是马桂存等 [67]在 2005年用QEOS方法计算的
结果. 在低压区 (u < 1.5 km/s), 我们的结果与
QEOS基本一致, 且与早期的实验结果符合得很好.
在 1.5 km/s < u < 6 km/s 区间, 我们的结果与
QEOS方法计算的结果差别较大, Yokoo研究组 [52]

的实验结果与我们的计算结果更接近, QEOS方法
计算的结果偏软, 其原因是QEOS方法在做参数拟
合时只用到了早期的化爆和气炮实验结果. 在更高
压区, 目前的实验手段只有激光加载才能达到, 但
由于实验中各种复杂的因素导致激光加载实验数

据的精度较差、数据点分散, 因此实验结果不能用
来标定理论数据. 由此可以得出结论: 仅利用低压
的实验数据拟合参数得到的QEOS理论状态方程,
不能保证在高压时的准确性; 为了能使其用于惯性
约束聚变数值模拟中, 需要更多的高精度的高压实
验数据来标定理论物态方程的参数.
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图 14 金的冲击波速度与粒子速度关系

Fig. 14. The shock velocity changes with particle’s
velocity for gold.

3.1.3 钨的物态方程

从理论上说, 数值模拟膨胀态金属流体系统的
金属 -非金属转变非常困难, 由于系统在极端条件
下的无序性和热激发行为, 体系成分复杂, 包括离
子、自由电子、中性原子、分子及团簇等, 且各成分
高度瞬时变化; 此外物理过程也非常复杂, 包括各
种分解、激发、电离及其逆过程, 体系成分及其中
发生的物理过程强烈地受周围环境的影响, 必须考
虑多体效应以及关联相互作用. 基于有限温度密度
泛函理论的量子分子动力学方法提供了有效模拟

极端情况下流体特性的工具. 该方法对离子实采用
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经典分子动力学描述, 对电子采用有限温度量子处
理, 并结合线性响应理论的Kubo-Greenwood公式,
在统一的框架下计算材料的物态方程、光学性质、

电学性质和热力学性质.
我们采用第一原理分子动力学方法研究了

膨胀钨在较宽的温度与密度范围的物态方程,
并与已有的实验结果进行了比较, 如图 15所示.
以温度为 300 K时的体积V0作为参考体积. 其
中, 用QMD计算的等温线的温度分别为 0, 300,
500, 1000, 1500 K. 在图 15中, 我们还给出了Kon-
stantin等 [71]采用WC压砧, MgO-Au作为压标,给
出的一系列温度下的压强实验数据. 理论与实验符
合得很好.
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图 15 金属钨在膨胀区的物态方程

Fig. 15. The equation of state for tungsten in the ex-
panded region.

3.1.4 钨的电导率

我们利用分子动力学VASP程序计算体系的
电导率, 主要通过Kubo-Greenwood公式 [72,73]计

算电导的实部随频率的变化:

σ(ω)

=
2π

3ωΩ

∑
k

ω (k)

N∑
j=1

N∑
i=1

3∑
α=1

[f (εi, k)− f (εj , k)]

× |⟨Ψj,k| ∇α| Ψi,k⟩|2 δ (εj,k − εi,k − ~ω) , (36)

式中Ψi,k和Ψj,k为Kohn-Sham方程本征态, εi,k和
εj,k为对应的本征值; f (εi, k)是电子占据数; ω (k)

是k点权重.
静态电导可表示为频率趋于 0时的动态电导

的实部σdc = lim
ω→0

{Re σ (ω)}, 我们统计了不同温
度下静态电导随密度的变化, 如图 16所示, 在密度
约为 2—3 g/cm3 (对应体积比 5—6)时, 静态电导

出现反转, 预示着发生了金属 -非金属转变 [74,75].
一般认为, 含温无序金属体系电导率最小值约
2000 Ω−1·cm−1, 这与图中膨胀态钨的金属 -非金属
相变体积比为 5—6、电导率减小到 2000 Ω−1·cm−1

以下是一致的.
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图 16 在不同的温度下钨的静态电导率随密度变化行为,
其中, 在密度为 3 g/cm3附近, 电导率出现了反转, 表明
出现金属 -非金属转变
Fig. 16. The static conductivity of W changes
with density at different temperatures. Near den-
sity 3 g/cm3, the behavior of conductivity changed
abruptly, which means that metal to non-metal tran-
sition occurred.

金属与非金属区别在于在电子能谱中是否有

能带间隙, 而带隙的出现可以通过电导反映出来.
由于离化引起热激发, 体系直流电导将随温度的增
加而增大, 但是随着密度的减小又将导致电导率的
降低. 体系的实际电导随温度和体积的变化关系是
上述两种行为的竞争结果, 体系发生金属 - 非金属
转变需要低电子浓度以及达到一定程度的无序性,
最终导致电子的局域化并引起金属 -非金属相变.

3.2 量子蒙特卡罗方法

路径积分蒙特卡罗 (PIMC)方法是比较适合
的模拟系统有限温度性质的第一性原理方法 [76].
该方法已经很好地用于描述Bose系统的热力学
性质, 但对于Fermi系统, 由于波函数的交换反
对称性导致所谓的 “负符号”问题限制了它的应
用. 为了解决这个问题, Ceperley等提出了约束
路径积分蒙特卡罗 (RPIMC)方法 [76−78], Hu等 [21]

利用RPIMC方法计算了一套氘的状态方程数据.
Filinov等 [79−81]认为RPIMC方法引入了不可控
的近似, 他们发展了直接费米路径积分蒙特卡罗
(DPIMC)方法, 并成功计算了非理想氢等离子体

036401-12

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 3 (2017) 036401

平衡态的热力学性质. 我们采用DPIMC方法对氢
的状态方程进行了计算, 并与QMD和RPIMC的
结果进行了比较.

3.2.1 DPIMC方法简介
众所周知, 量子系统的热力学性质完全由其配

分函数Z决定. 对于由N e个电子和Np个质子组

成的二元混合系统, 其配分函数Z可表示为

Z (Ne, Np, V, β)=
Q (Ne, Np, V, β)

Ne!Np!
, (37)

Q (Ne, Np, V, β)=
∑
σ

∫
V

dqdrρ (q, r, σ, β) , (38)

其中, β = 1/kBT ; q =
{
q1, q2, · · · , qNp

}
和 r =

{r1, r2, · · · , rNe}分别表示质子和电子的坐标;
σ = {σ1, σ2, · · · , σNe}表示电子的自旋态. ρ是

密度矩阵, 可以表示为路径积分的标准形式:

ρ (q, r, σ, β)

=
1

λ
3Np
p λ3Ne

∆

∑
P

(±1)
κP

∫
V

dr(1) · · ·dr(n)

× ρ
(
q, r, r(1); ∆β

)
· · · ρ

(
q, r(n), P̂ r(n+1);∆β

)
×X

(
σ, P̂σ′

)
, (39)

这里, ∆β ≡ β/(n + 1), λ2∆ = 2π~2∆β/me; 另外,
r(n+1) ≡ r, σ = σ′, 即粒子由n + 1个穿在一起的

坐标 (珠子) [r] ≡
[
r, r(1), · · · , r(n), r

]
组成的Fermi

圈表示; X(σ, P̂σ′)表示电子自旋的置换效应; P̂是
置换算符, κP 表示 P̂的宇称. 在可控的误差范围内
(即 ε ∼ (βRy)2χ/(n + 1), 当珠子数n增加时逐渐

趋于零), 可以将密度矩阵近似表示为∑
σ

ρ (q, r, σ;β)=
1

λ
3Np
p λ3Ne

∆

Ne∑
s=0

ρs (q, [r], β) ,

(40)

ρs (q, [r], β) =
Cs

Ne

2Ne
exp {−βU (q, [r], β)}

×
n∏

l=1

Ne∏
k=1

ϕl
kk det

∣∣∣Ψn,1
ab

∣∣∣
s
, (41)

其中, ϕl
kk ≡ exp

[
−π(ξ(l)k )2

]
来自于 k电子的

动能密度矩阵, 这里引入了无量纲量 ξ
(l)
k 来表

示同一个Fermi圈中相邻顶点之间的距离, 即
[r] ≡

[
r, r + λ∆ξ

(1), r + λ∆(ξ
(1) + ξ(2)), · · ·

]
. 交换

矩阵表示为∣∣∣Ψn,1
ab

∣∣∣
s
≡

∥∥∥∥exp
{
− π
λ2∆

|ra − rb + yna |
2

}∥∥∥∥
s
, (42)

其中, yna = λ∆

n∑
k=1

ξ(k)a . 下标 s表示具有相同自旋

投影的电子数.

U (q, [r], β)

= Upp (q) +

n∑
l=0

U ee
l ([r],∆β) + U ep

l (q, [r],∆β)

n+ 1
,

(43)

这里Upp, U ee
l , U ep

l 分别表示质子之间、l顶点的电

子之间以及 l顶点的电子与质子之间两体相互作用

之和. 其中两体相互作用采用Kelbg势

ϕab (|rab| ,∆β)

=
eaeb
λabxab

[
1− exp(−x2ab) +

√
πxab(1− erf(xab))

]
,

(44)

其中, xab = |rab| /λab, λ2ab = ~2∆β/ (2µab), µ−1
ab =

m−1
a +m−1

b , erf(x) = 2√
π

∫ x

0

dt e−t2 .

根据统计物理学的热力学公式, 可以得到系统
能量和压强的表达式. 能量的计算公式为 βE =

−β∂ lnQ/∂β, 压强公式为 βp = ∂ lnQ/∂V =

[α/3V ∂ lnQ/∂α]α=1. 以上计算状态方程的公式
中都包含多重积分, 不能直接进行计算, 但很适合
采用标准的蒙特卡罗方法进行数值计算.

3.2.2 DPIMC计算结果
我们对氢等离子体状态方程进行了大量的计

算. 图 17是125000 K温度下的压强随密度的变化,
我们将计算结果与其他数值方法进行了比较, 图
中的QMD表示基于密度泛函理论的量子分子动力
学方法 [82], RPIMC表示约束路径积分蒙特卡罗方
法 [77]. 在低密度下, 关联效应和简并效应都较弱,
三种数值方法计算的结果符合得很好. 但在高密度
下, 关联效应和简并效应都很强, 三种方法计算的
结果存在比较大的偏差. QMD计算的压强比两种
路径积分方法更高, 可能的原因有以下两点: 1) 在
高温下, QMD一般采用无轨道形式, 其电子动能
算符的密度泛函形式采用Thomas-Fermi模型, 该
模型高估电子的压强; 2) 在密度泛函理论中, 交
换 -关联势通常采用对零温电子气的蒙特卡罗模拟
结果进行拟合得到的经验形式, 其能否准确描述高
温电子的交换 -关联效应, 没有经过检验. 两种路径
积分的结果也存在偏差, 与它们在处理 “负符号”问
题时所引入的近似有关.
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图 17 温度 T = 125000 K时压强与密度的关系
(1 bar = 105 Pa)
Fig. 17. The pressure changes with density at temper-
ature T = 125000 K (1 bar = 105 Pa).

由于QMD与DPIMC计算能量的方式不同,
它们计算的能量不能直接比较, 在图 18中我们
比较了DPIMC和RPIMC计算的能量. 在大部
分温度范围内, 两者都符合得很好, 只在低温
(T = 31250 K)下有明显差别, 如图 18的内插图
中最左边的点所示. 在该点, Γ = 3.37, Θ = 0.48,
关联和简并效应都不能忽略. 这说明DPIMC和
RPIMC对关联和简并效应考虑的近似程度是不一
样的, 在目前的实验技术条件下, 在该温度密度下
有可能通过精密的实验来进行验证, 并为更准确的
理论模型提供参考.
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图 18 电子数密度为 0.05962 A−3时, 能量与温度的关系
Fig. 18. The energy changes with temperature at electron
density 0.05962 A−3.

4 结 论

针对温稠密物质状态的变化特点, 我们介绍了
一系列能够计算该区域物态方程的物理模型. 建立
在液体微扰论基础上的化学图像模型SCVH能够

比较好地描述物质从分子到原子、从原子到离子的

离解和电离过程. 该模型的不足之处是它依赖于粒
子之间的详细相互作用势. 建立在经验模型基础之
上的离化电离平衡模型 (IEQ), 也是一种近似的化
学平衡模型. 它也能够比较好地给出物质在过渡
区的物态方程. 其缺点是该模型有一些经验参数
需要由实验来确定. 平均原子模型在概念上虽然
简单, 但它却是描述过渡区原子电离的很好模型.
在 INFERNO模型中, 由于对共振电子态的特殊处
理, 从而避免了电子电离带来的物理量跳跃. 这是
INFERNO模型的最大优点. 但是该模型也有不足
之处, 主要是它没有考虑离子的热运动, 以及没有
考虑其他离子对该离子的关联影响.

第一原理分子动力学和量子蒙特卡罗方法是

计算温稠密区物态方程的有效方法. 这两种数值模
拟方法的最大特点是它能够在量子力学的框架内

高效、准确地处理分子离解、原子电离等复杂的物

理过程, 而且, 还能够对温稠密物质的电学性质、光
学性质等输运特性做很好的计算. 两者共同特点是
模拟的粒子数少, 计算量大. 量子分子动力学方法
向高温推广也有一定的困难. 量子蒙特卡罗方法向
多电子束缚态的低温推广也有一定的困难.

等离子体相变 (即PPT)是在温稠密区发现的
一个有趣的物理现象, 但是在一些分子动力学模拟
计算中却没有发现这一现象 [83,84], 所以有必要从
理论和实验上对该问题做进一步地探讨. 其次, 在
温稠密区出现的多元素混合物的相分离现象 (如氢
氦混合物 [85])也是值得进一步研究的课题. 这些现
象将直接影响人们对行星 (如木星)构造的认识.
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Theoretical study of the equation of state for warm
dense matter
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Abstract
In this paper, we present in detail various theoretical models for studying the equation of state of warm dense

matter, including the fluid variational theory, the chemical model, the ionization equilibrium model, the average atom
model and INFERNO model. The method of calculating the equation of state of a mixture is also given. The results
from the first principles molecular dynamics simulation and the quantum Monte Carlo simulation are also provided.
Typical materials such as hydrogen, deuterium, helium, xenon, gold, tungsten, etc. are studied in warm dense region by
using all the methods, showing the effects of dissociation and ionization in the equation of state.
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