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若干电磁波完全极化参数组的完备变换关系

刘俊群† 刘耀文

(南京电子技术研究所, 南京 210039)

( 2016年 9月 13日收到; 2016年 12月 5日收到修改稿 )

极化与电磁波另外的两个特性——振幅和相位, 在传递信息时具有同等重要的作用, 描述电磁波极化及
其演化特征具有重要意义. 关于电磁波的极化描述, 前人针对不同边界条件和初始状态, 发展了不同的参数
组, 但是这些参数组没有全面考虑电磁波的初相. 鉴于此, 全面考虑了电磁波的初相问题, 对极化椭圆参数组
的旋向参数也进行了扩充和完善, 重新定义了这些参数组, 在此基础上推导出这些参数组的相互变换关系, 并
借助符号数学数值与仿真计算验证了这些相互变换关系的正确性. 结果表明这些全面包含初相的电磁波完全
极化参数组是完备的, 相互之间具有一一对应的关系. 给出的参数组变换关系显著地简化了繁杂的电磁波极
化计算过程, 为电磁波极化理论和应用设计提供了更加完备、适用的方案, 具有理论参考和应用价值.

关键词: 电磁波, 完全极化参数组, 变换关系
PACS: 41.20.Jb, 42.25.Ja, 02.70.Wz DOI: 10.7498/aps.66.054101

1 引 言

在电磁波的传播过程中, 无论场的振幅、相位
或极化都包含有信息量, 可以用来传递信息. 这一
特性赋予了电磁波极强的信息承载和传播功能, 其
重要性和巨大成效历经一个多世纪的积淀与发展,
依然日久弥新. 极化是电磁波的一个基本特性, 其
传播信息的重要性不断提升, 应用领域不断拓展.
但是, 电磁波极化的准确预测计算依然存在一些问
题, 本文主要关注不同初始与边界条件下电磁波极
化的计算方法.

电磁波的极化一般定义为空间中一固定点上

电场矢量E的空间取向随时间变化的方式. 极化
按纯度可分为完全极化、非极化和介于二者之间

的部分极化 [1]. 王雪松等在 1999年针对宽带电磁
波提出瞬态极化理论, 这一理论涵盖了完全极化理
论, 假定每一时刻瞬态极化电磁波为完全极化 [2],
该理论与实际表征结果十分符合, 表明这一假设的
有效性, 也说明完全极化理论的研究具有理论参考
或指导意义.

众所周知, 电磁波极化的应用范围十分广泛.

从本质上讲, 极化特性是电磁波产生空间各向异性
的根本原因. 调幅电台发射的电磁波在远区可近似
为垂直于地面的垂直极化波, 电视信号则采用水平
极化波. 很多情况下, 为了避免电磁波穿过雨层出
现过大损耗, 又倾向于采用圆极化波. 同样地, 不
论是遥控火箭还是卫星, 只要是针对运动系统, 一
般均采用圆极化波——它可以转换分解成两个线
极化波的叠加, 不论检测哪部分线极化波, 总有一
部分分量可以被接收, 利于实际控制 [3]. 另外, 在
雷达信号滤波、检测、增强、抗干扰、目标鉴别/识别
等方面, 电磁波极化特性的利用都展示出巨大的应
用潜力 [4−6]. 理论上讲, 目标、干扰和杂波在极化
域中的特性差异构成了极化信息处理的物理基础,
特别是当两个信号在时域、频域以及空域的特征都

很接近时, 就可以或者也只能利用两者在极化域的
差异来进行有效区分.

电磁波极化特性的应用研究离不开理论支撑,
电磁波吸波材料或超材料的设计、仿真和实验研

究都将极化作为一个基本特性参数进行研究 [7−11].
文献 [7]设计了一种基于各向异性介质特性的电磁
波变极化结构, 该电磁波属于完全极化电磁波. 要
利用电磁波的极化信息, 需要对其进行完备的描
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述. 完全极化理论大多采用矢量正交分解方法来分
析, 尤其是用彭加勒球来描述波的极化特性, 为描
述极化特性提供了一种统一的处理方案和直观的

几何图像. 而这一描述方案的主要对象是定态 (简
谐)平面电磁波, 它是电磁波波动方程的基本解, 其
极化状态具有基本的物理意义.

要描述平面电磁波的极化状态, 首先需要一组
描述极化的参数组. 不同的研究小组针对不同具
体情况提出和发展了不同的参数组, 形成了电磁波
极化特性研究纷呈复杂的局面. 这些参数组都可
以基本确定极化的特征, 即极化椭圆 (polarization
ellipse, PE)的轴比、倾角、旋向、初相等. 对这些
参数组进行梳理, 发现最为人熟知的是Stokes参数
组. 该参数组将各种描述极化特性的方法融合在一
起, 普适性很强, 计算效率高, 一直是实际应用研究
的热点 [12−14]. 文献 [15, 16]应用概率统计理论对
随机分布的瞬态极化的两种极化参数组, 即PE参
数组和Stokes参数组, 进行了深入分析. 至今为止,
最为常见的参数组有五类.

1)正交线极化 (orthogonal linear polarization,
OLP)参数组 (E1m, E2m, ϕL, ϕ′

L). 在空间垂直于 z

轴的平面内任选两个正交方向 1和 2, 其基矢分别
为u1和u2, 则电场表达式为

E (z, t) = E1m cos (ωt− kz + ϕL)u1

+ E2m cos (ωt− kz + ϕ′
L)u2, (1)

式中 (E1m, E2m)为方向 (1,2)的电场振幅 (非负数,
下同), (ϕL, ϕ′

L)为沿u1和u2方向的电场分量初相,
δL = ϕ′

L − ϕL为初相差, ω和k为角频率与波数, t
为时间, z为沿电磁波传播方向的坐标, 传播方向的
基矢可以表示为uz = u1×u2. 但文献 [17,18]中提
出的OLP参数组并没有包括初相ϕL, 从而使得这
一参数组缺乏初相信息. 这里的初相参数是本文基
于完备性考虑而添加的.

2) 正交斜极化 (orthogonal diagonal polariza-
tion, ODP)参数组 (E3m, E4m, ϕD, ϕ′

D). 设定另
外一组正交方向 (3, 4), 其基矢为 (u3, u4). 这一
组正交系与 (1,2)正交系 45◦斜交. 在 (u3, u4) 正
交系中, (E3m, E4m)为沿着 (3, 4)方向的电场振
幅, (ϕD, ϕ′

D)为对应电场分量初相, δD = ϕ′
D − ϕD

为对应的初相差, 传播方向的基矢也可以表示为
uz = u3 × u4. 则电场可以写为

E (z, t) = E3m cos (ωt− kz + ϕD)u3

+ E4m cos (ωt− kz + ϕ′
D)u4. (2)

3) 正交圆极化 (orthogonal circular polariza-
tion, OCP)参数组 (EL, ER, ϕC, ϕ′

C). (EL, ER)
为左旋和右旋圆极化的电场振幅分量 (二者旋向
相反), (ϕC, ϕ′

C)为对应的电场分量初相, δC =

ϕ′
C − ϕC为对应的初相差. 这一参数组定义下的电
场表达式与 (1), (2)式类似, 不再专门写出.

4) PE参数组 (a, b, τ , χ′, x0, y0). a为椭圆

长半轴, b为椭圆短半轴, τ为椭圆倾角, χ′为包

含完备旋向信息的数字化椭圆角参数, (x0, y0)
为本参数组的初始运动点 (即初相信息). 同样,
文献 [17, 18]中提出的PE 参数组并没有包括初相
(x0, y0), 这里的两个初相参数是基于完备性考虑
而添加的.

5) Stokes参数组 (YL, XL, YD, XD, YC, XC).
这是一类具有普适性的参数组, 与彭加勒球结合起
来可以给出前三种正交极化的分量极化比和初相

差. 这里不涉及初相, 六个参数的具体定义将在2.1
节加以说明.

在不考虑基于完备性提出添加的上述三个初

相参数和数字化椭圆角参数χ′的情形下, 这些参
数组在实际应用时有一些问题和不足. 例如, 文
献 [17, 18]中提出的OLP参数组和PE参数组都没
有完备地讨论初相参数, 因此分量之间的时间相位
关系缺乏完备性或无从确定. 同时, PE参数组还缺
乏线极化旋向的描述. 本文重点在于两个方面: 一
方面, 进一步完善已经提出的参数组, 包括引入新
的初相参数 (即ϕL, x0, y0), 同时, 对PE参数组引
入数字化椭圆角参数χ′来代替原来的椭圆角参数

χ, 以完善线极化的旋向信息; 另一方面, 每一组参
数组都必须是电磁波极化状态的完备描述组. 由于
在OLP和PE参数组中引入了初相参数和数字化
椭圆角参数, 各参数组之间的变换关系必须重新加
以求解. 同时还要考察参数组是否描述完备, 参数
组之间的一一对应性是否成立, 如果参数组本身不
完备或者参数组之间非一一对应, 则表明参数的选
择需改进. 这些添加了初相和数字化椭圆角参数的
参数组之间的变换关系鲜有文献报道. 本文的主要
内容即是针对上述两个方面开展研究.

2 参数组变换关系

2.1 Stokes参数组

在上述五类参数组中, Stokes参数组是极化理
论研究的纽带, 分析这些参数组相互关系时可以
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Stokes参数组为联系桥梁. 为此, 首先给出Stokes
参数组各参数的定义, 其表现为与正交参数组中电
磁波电场幅值之间的关系 [18]:

YL = Ē2
1 − Ē2

2 ,

XL = 2Ē1Ē2 =
√
1− Y 2

L ,

YD = Ē2
3 − Ē2

4 ,

XD = 2Ē3Ē4 =
√
1− Y 2

D,

YC = Ē2
L − Ē2

R,

XC = 2ĒLĒR =
√

1− Y 2
C ,

1 = Y 2
L + Y 2

D + Y 2
C ,

(3)

式中 Ē1是OLP参数组中沿u1方向分量振幅有效

值E1的归一化值, 其他类似变量是对应参数组对
应分量的振幅有效值归一化值:

E1 =
E1m√

2
, E2 =

E2m√
2
,

Ē1 =
E1√

E2
1 + E2

2

, Ē2 =
E2√

E2
1 + E2

2

,

E3 =
E3m√

2
, E4 =

E4m√
2
,

Ē3 =
E3√

E2
3 + E2

4

, Ē4 =
E4√

E2
3 + E2

4

,

ĒL =
EL√

E2
L + E2

R
, ĒR =

ER√
E2

L + E2
R
,

E2
1 + E2

2 = E2
3 + E2

4 = E2
L + E2

R,

Ē2
1 + Ē2

2 = Ē2
3 + Ē2

4 = Ē2
L + Ē2

R = 1.

(4)

其次, Stokes参数组与正交参数组初相差有如下
关系: 

cos δL = YD/XL,

sin δL = YC/XL,

cos δD = −YL/XD,

sin δD = YC/XD,

cos δC = YL/XC,

sin δC = YD/XC.

(5)

2.2 OLP参数组与PE参数组的变换关系

OLP参数组和PE参数组是描述极化状态最
常见的参数组, 因此先分析它们之间的变换关系.
从对应的两组参数组 (E1m, E2m, ϕL, ϕ′

L)和 (a, b,
τ , χ′, x0, y0)出发, 设有一沿 z方向传播的无衰减

均匀平面波, 根据正交分量约定, 应用约束条件
E2

1m + E2
2m > 0, 则 (1)式的瞬时电场矢量E(z, t)

可写为

E (z, t) = Ex (z, t)u1 + Ey (z, t)u2

= E1m cos (ωt− kz + ϕL)u1

+ E2m cos (ωt− kz + ϕ′
L)u2, (6)

式中采用直角坐标系, 变量名为Ex(z, t), Ey(z, t),
分别表示 (1, 2)方向的电场分量, (6)式消去ωt-kz,
可得Ex(z, t)和Ey(z, t)的二元二次方程:(

csc2 δL
E2

1m

)
E2

x (z, t)

− 2

(
cot δL csc δL
E1mE2m

)
Ex (z, t)Ey (z, t)

+

(
csc2 δL
E2

2m

)
E2

y (z, t) = 1. (7)

该方程经过坐标系旋转变换, 可以得到标准椭
圆方程, 椭圆方程参数a和 b为a =

√
(E2

1m + E2
2m +G)/2,

b =
√
(E2

1m + E2
2m −G)/2,

(8)

式中

G =
√
E4

1m + E4
2m + 2E2

1mE2
2m cos (2δL),

=

√
(E2

1m + E2
2m)

2 − 4E2
1mE2

2m sin2 δL. (9)

对于PE参数组 (a, b, τ , χ, x0, y0), 椭圆角
参数χ暂选文献 [17]的含义, 第三个参数是椭圆倾
角 τ . 如果规定 τ ∈ (−π/2,π/2], 由坐标系旋转
变换得

τ =



π

4
[1− sgn (E1m − E2m)] , if E1m ̸= E2m

β ∈ (−π/2,π/2 ] , if E1m = E2m

 when

E1mE2m > 0,

δL = (2n+ 1)π/2 (n ∈ Z) ,

1

2
arc cot

[ (
E2

1m − E2
2m

)
2E1mE2m cos δL

]
+
π

4
[sgn (cos δL)− 1] , when

E1mE2m > 0,

δL ̸= (2n+ 1)π/2 (n ∈ Z) ,
π

2
[1− sgn(E1m)] , when E1mE2m = 0,

(10)

(10)式中β表示该范围内的任意实数.
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参数χ描述椭圆运动旋向, 其绝对值由a, b决

定, 其符号决定了PE旋向, 满足 [17]

χ = sgn (sin δL) arctan (b/a) ,

χ ∈ [−π/4,π/4] , (11)

这里用符号值作为独立变量, χ = 0时表示线极化.
但是丢失了线极化的旋向, 即初始运动方向信息.
为了排除这一奇异点, 引入一个更完备的数字化椭
圆角参数χ′, 考虑了线极化时初始运动方向信息,
包括非垂直线极化 (即斜线极化和水平线极化)和
垂直线极化两种情形. 将这些因素结合在一起, 可
得

χ′ =



1, if E1mE2m > 0, sin δL > 0,

−1, if E1mE2m > 0, sin δL < 0,

1/2,
if E1mE2m > 0, sin δL = 0,

ϕL ∈ [−π, 0) ,

1/2, if E2m = 0, ϕL ∈ [−π, 0) ,

−1/2,
if E1mE2m > 0, sin δL = 0,

ϕL ∈ [0,π) ,

−1/2, if E2m = 0, ϕL ∈ [0,π) ,

1/4, if E1m = 0, ϕ′
L ∈ [−π, 0) ,

−1/4, if E1m = 0, ϕ′
L ∈ [0,π) ,

(12)

式中相位不考虑周期性, 统一化为区间 [−π,π)内
的数值. 从 (12)式可以看到, χ′ = 1表示左旋椭

圆或圆极化, χ′ = −1表示右旋椭圆或圆极化,
χ′ = 1/2表示初始沿x轴正向运动的斜极化或水平

线极化, χ′ = −1/2表示初始沿x轴负向运动的斜

极化或水平线极化, χ′ = 1/4表示初始沿 y轴正向

运动的垂直线极化, χ′ = −1/4表示初始沿 y 轴负

向运动的垂直线极化. χ′的数值符号表示旋向, 数
值大小用于区分不同的极化形式, 而为保持连贯性
和方便起见, 选择绝对值不大于 1 的相反数来表达
更完备的旋向参数χ′, 数值符号代表非线极化的旋
向或线极化的初始运动方向, 数值大小 1表示与椭
圆极化或圆极化相关, 数值大小 1/2表示与斜极化
或水平线极化相关, 数值大小 1/4 表示与垂直线极
化相关, 当然数值大小本身不再有其他物理含义.

最后讨论两个初相参数 (x0, y0), 它们对应初
始时刻电场矢量的坐标, 与OLP参数组定义的初
相和相差有关. 电磁波传播方向是 z方向, 因此
初始时刻电场矢量沿 z轴坐标可设定为 z = 0, 由
此得到

x0 = E1m cosϕL,

y0 = E2m cosϕ′
L = E2m cos (ϕL + δL) .

(13)

以上为OLP参数组 (E1m, E2m, ϕL, ϕ′
L) 变换

为PE参数组 (a, b, τ , χ′, x0, y0)的完备公式. 很显
然, 上述变换的逆变换更多地是一个数学问题. 为
了不失完备性, 下面给出逆变换的过程.

已知电场矢量端点处的PE参数组 (a, b, τ , χ′,
x0, y0), 如图 1所示. 结合具体物理意义, 从图 1可
知, 作一垂直于x轴的直线, 与椭圆交于两点. 直线
与x轴垂直, 并沿x轴正向移动, 当两交点重合为
一点时, 直线的x坐标位置为x1, x1对应电场幅值

E1m. 同理, 另一直线与 y轴垂直, 沿 y轴正向移动,
两交点重合为一点时, 其 y坐标位置为 y1, y1对应
电场幅值E2m. 由椭圆倾角 τ的定义, 原坐标系坐
标 (x, y)旋转角度 τ后变成新坐标系坐标 (x′, y′).
在新坐标系中, 椭圆成为标准椭圆, 轨迹方程为

x′2

a2
+

y′
2

b2
= 1. (14)

b

a

τ

y

y

x
x

yϕ
xϕ

Ex↼֒ t↽

E
y
↼

֒ 
t↽

↼x֒ y↽

χ
'

图 1 PE参数组 (a, b, τ , χ′, x0, y0)
Fig. 1. PE parameter group (a, b, τ , χ′, x0, y0).

坐标系旋转变换公式为x′ = x cos τ + y sin τ,

y′ = −x sin τ + y cos τ,
(15)

代入 (14)式得原坐标系方程
(x cos τ + y sin τ)

2

a2
+

(−x sin τ + y cos τ)2

b2
= 1,

(16)

将 (16)式分别看作 y和x的一元二次方程, 可得E1m = x1 =
√
a2 cos2 τ + b2 sin2 τ ,

E2m = y1 =
√
a2 sin2 τ + b2 cos2 τ ,

(17)

(17)式适用于任意极化, 在 b = 0时对应线极化.
上述过程的求解和计算可以借助美国科学计

算软件矩阵实验室 (MATLAB)的符号数学工具完
成 [19−24]. 不过, 利用这一工具处理电磁波理论的
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详细工作并不多, 文献 [25]偏重于符号数学编程,

文献 [26]是处理电磁波问题的一个例子.

另外,对于OLP参数组 (E1m, E2m, ϕL, ϕ′
L)中

的剩余初相参数, 从初相差 δL = ϕL − ϕ′
L 求解出

发. 根据 (3)式和 (5)式, 结合如下关系 [18]:

δC =

2τ, if a ̸= b,

β ∈ (−π,π] , if a = b,
(18)

式中β表示该范围内的任意实数, 可以得到



YL =
a2 − b2

a2 + b2
cos (2τ) , XL =

√
(a2 + b2)

2 − (a2 − b2)
2 cos2 (2τ)

a2 + b2
,

YC =
2abχ′

a2 + b2
, XC =

a2 − b2

a2 + b2
,

YD =
a2 − b2

a2 + b2
sin (2τ) , XD =

√
(a2 + b2)

2 − (a2 − b2)
2 sin2 (2τ)

a2 + b2
.

(19)

结合 (5)式和 (19)式, 即求得 δL:

cos δL =

(
a2 − b2

)
sin (2τ)√

(a2 + b2)
2 − (a2 − b2)

2 cos2 (2τ)
,

sin δL =
2abχ′√

(a2 + b2)
2 − (a2 − b2)

2 cos2 (2τ)
,

δL =



χ′arccos (cos δL) , when b > 0,

π

2
(1− cos δL) , when

b = 0,

sin (2τ) ̸= 0,

β ∈ (−π,π] , when

b = 0,

sin(2τ) = 0.

(20)

求出 δL之后, 只需要确定OLP参数组 (E1m, E2m, ϕL, ϕ′
L)中的ϕL或ϕ′

L, 即可完成PE 参数组 (a, b, τ ,
χ′, x0, y0)变换为OLP 参数组 (E1m, E2m, ϕL, ϕ′

L)的逆变换. 这里的变换已经包括了初相信息, 即所得参
数组是完备的. 为此, 根据 (13), (17) 和 (20)式, 得到如下结果:

cosϕL =
x0√

a2 cos2 τ + b2 sin2 τ
,

sinϕL =
x0√

a2 cos2 τ + b2 sin2 τ

(
a2 − b2

)
sin (2τ)

2abχ′

− y0√
a2 sin2 τ + b2 cos2 τ

√
(a2 + b2)

2 − (a2 − b2)
2 cos2 (2τ)

2abχ′ ,

ϕL =



sgn (sinϕL) arccos (cosϕL) , �if cosϕL ̸= −1

π, if cosϕL = −1

 when b > 0,

−sgn (χ′) arccos (cosϕL) , if cosϕL ̸= −1

π, if cosϕL = −1

 when

b = 0,

τ ̸= π/2,

β ∈ (−π,π] , when

b = 0,

τ = π/2,

(21)
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cos δL =

(
a2 − b2

)
sin (2τ)√

(a2 + b2)
2 − (a2 − b2)

2 cos2 (2τ)
, cosϕL =

x0√
a2 cos2 τ + b2 sin2 τ

,

sinϕL =
x0√

a2 cos2 τ + b2 sin2 τ

(
a2 − b2

)
sin (2τ)

2abχ′

− y0√
a2 sin2 τ + b2 cos2 τ

√
(a2 + b2)

2 − (a2 − b2)
2 cos2 (2τ)

2abχ′ ,

cosϕ′
L =

y0√
a2 sin2 τ + b2 cos2 τ

,

ϕ′
Lm=



mod [sgn (sinϕL) arccos (cosϕL) + χ′arccos (cos δL) , 2π] , if cosϕL ̸= −1

mod [π+ χ′arccos (cos δL) , 2π] , if cosϕL = −1

 when b > 0,

mod
[
−sgn (χ′) arccos (cosϕL) +

π

2
(1− cos δL) , 2π

]
, if cosϕL ̸= −1

mod
[
π+
π

2
(1− cos δL) , 2π

]
, if cosϕL = −1

 when

b = 0,

sin (2τ) ̸= 0,

−sgn (χ′) arccos (cosϕ′
L) , if cosϕ′

L ̸= −1

π, if cosϕ′
L = −1

 when

b = 0,

τ = π/2,

β′ ∈ (−π,π] , when

b = 0,

τ = 0,

ϕ′
L =


ϕ′

Lm, if ϕ′
Lm 6 π

ϕ′
Lm − 2π, if ϕ′

Lm > π

 when ϕ′
Lm ̸= β′,

β ∈ (−π,π] , when ϕ′
Lm = β′,

(22)

式中β′为该范围内的任意实数.
至此, 由PE参数组 (a, b, τ , χ′, x0, y0)变换

为OLP参数组 (E1m, E2m, ϕL, ϕ′
L)的完备公式如

(17), (21), (22)三式所示, 第 3节中将给出一个实
例来验证其正确性.

2.3 OLP参数组与ODP参数组、OCP参
数组的变换关系

本节推导OLP参数组 (E1m, E2m, ϕL, ϕ′
L) 变

换为ODP参数组 (E3m, E4m, ϕD, ϕ′
D), OLP参数

组 (E1m, E2m, ϕL, ϕ′
L) 变换为OCP参数组 (EL,

ER, ϕC, ϕ′
C)的变换关系. 它们的逆变换方法类

似. 基于这两组相互变换关系, 再结合 2.2节给出
的OLP参数组与PE参数组的相互变换, 原则上,
1)—4) 四组极化参数组中任意两组之间的相互变
换都可以得到. 因此, 本文不再赘述这些参数组的
其他相互变换关系 (包括各种逆变换).

变换时比较简便的方法是利用简谐振动矢量

的复矢量表示法, OLP参数组 (E1m, E2m, ϕL, ϕ′
L)

的复矢量表示为

E = u1E1m exp (jϕL) + u2E2m exp (jϕ′
L) , (23)

式中E为简谐振动矢量的复振幅, 即E (z, t) =

Re {E exp [j (ωt− kz)]}. 根据ODP参数组 (E3m,
E4m, ϕD, ϕ′

D) 和OCP 参数组 (EL, ER, ϕC, ϕ′
C)的

物理意义, 对应的复矢量分别表示为
E = u3E3m exp (jϕD) + u4E4m exp (jϕ′

D) ,

u3 = (u1 + u2)/
√
2,

u4 = (u2 − u1)/
√
2,

(24)
E = uLEL exp (jϕC) + uRER exp (jϕ′

C) ,

uL = u1 + ju2,

uR = u1 − ju2.

(25)

由 (23)—(25)式, 可以整理得到变换结果:
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E3m =

√
[E2

1m + E2
2m + 2E1mE2m cos (ϕ′

L − ϕL)]/2,

E4m =
√
[E2

1m + E2
2m − 2E1mE2m cos (ϕ′

L − ϕL)]/2,

(26)



cosϕD = (E1m cosϕL + E2m cosϕ′
L)/

(√
2E3m

)
,

sinϕD = (E1m sinϕL + E2m sinϕ′
L)/

(√
2E3m

)
,

ϕD =


sgn (sinϕD) arccos (cosϕD) , if cosϕD ̸= −1

π, if cosϕD = −1

 when E3m > 0,

β ∈ (−π,π] , when E3m = 0,

(27)



cosϕ′
D = (−E1m cosϕL + E2m cosϕ′

L)/
(√

2E4m
)
,

sinϕ′
D = (−E1m sinϕL + E2m sinϕ′

L)/
(√

2E4m
)
,

ϕ′
D =


sgn (sinϕ′

D) arccos (cosϕ′
D) , � if cosϕ′

D ̸= −1

π, if cosϕ′
D = −1

 when E4m > 0,

β ∈ (−π,π] , when E4m = 0.

(28)

(26)—(28)式为OLP参数组变换为ODP参数组的变换结果. 与此对应, OLP参数组变换为OCP参数组的
变换结果为 EL =

√
[E2

1m + E2
2m + 2E1mE2m sin (ϕ′

L − ϕL)]/2,

ER =
√
[E2

1m + E2
2m − 2E1mE2m sin (ϕ′

L − ϕL)]/2,
(29)



cosϕC = (E1m cosϕL + E2m sinϕ′
L)/(2EL),

sinϕC = (E1m sinϕL − E2m cosϕ′
L)/(2EL),

ϕC =


sgn (sinϕC) arccos (cosϕC) if cosϕC ̸= −1

π, if cosϕC = −1

 when EL > 0,

β ∈ (−π,π] , when EL = 0,

(30)



cosϕ′
C = (E1m cosϕL − E2m sinϕ′

L)/(2ER),

sinϕ′
C = (E1m sinϕL + E2m cosϕ′

L)/(2ER),

ϕ′
C =


sgn (sinϕ′

C) arccos (cosϕ′
C) if cosϕ′

C ̸= −1

π, if cosϕ′
C = −1

 when ER > 0,

β ∈ (−π,π] , when ER = 0.

(31)

至此, OLP参数组 (E1m, E2m, ϕL, ϕ′
L), ODP

参数组 (E3m, E4m, ϕD, ϕ′
D)和OCP 参数组 (EL,

ER, ϕC, ϕ′
C)三者之间的相互变换已经完备, 已知

其一即可求解剩余其二. 这里应该说明, 对第1), 4)
两组参数组添加了初相参数, 由此获得的四组参数
组之间是一一对应的或者说完全确定的关系. 对任
一参数组, 给定不同的参数值, 通过变换即可得到
其他参数组不同的参数值. 这一点从参数组之间
可以实现可逆变换且只有一个确定的参数输出值

这一结论获得推断 (参见第3节图 3、图 4算例). 当

然, 对于振幅值为零、对应相位值为任意值β这一

情形, 可将其组成的振幅、相位值组合 (0, β)看作
一组确定的相同数值.

3 数值仿真验证

为了进一步验证上述各参数组之间变换关系

的正确性, 利用MATLAB符号数学软件进行数值
计算, 以验证这些关系的正确性、完备性. 选取实
际应用中最常见的OLP参数组、OCP参数组和PE
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参数组之间的关系来进行计算验证.
设E1m = 2, E2m = 1, ϕL = 60◦, ϕ′

L =

120◦(隐含初相点为 (1.0,−0.5)), 由此计算所得的
电磁波OLP在坐标平面 (Ex(0, t), Ey(0, t))上的轨
迹如图 2所示. 借助 (29)—(31)式, 得到OCP参数
组数值 (EL = 1.4547, ER = 0.6197, ϕC = 50.104◦,
ϕ′

C = 83.794◦). 由这一OCP参数组计算所得的
电磁波轨迹也绘于坐标平面 (Ex(0, t), Ey(0, t))上.
从图 2可以看到, OLP和OCP的PE轨迹完全符
合, 而且解析曲线的离散数据点横、纵坐标值完全
符合. 图中也标出了初相所对应的轨迹点.

Ex↼֒ t↽

E
y
↼

֒ 
t↽

-2 -1 0 1 2
-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

(1, -0.5)

OLP OCP

Initial phase

图 2 (网刊彩色) OLP参数组 (E1m = 2, E2m = 1,
ϕL = 60◦, ϕ′

L = 120◦)变换为OCP参数组 (EL =

1.4547, ER = 0.6197, ϕC = 50.104◦, ϕ′
C = 83.794◦)

Fig. 2. (color online) The conversion of the OLP pa-
rameter group (E1m = 2, E2m = 1, ϕL = 60◦, ϕ′

L =

120◦) to the OCP parameter group (EL = 1.4547,
ER = 0.6197, ϕC = 50.104◦, ϕ′

C = 83.794◦).

PE参数组到OLP参数组的变换如 (17), (21)
和 (22)式所示. 对PE参数组, 设 a = 2, b = 1,
τ = −30◦, χ′ = −1, x0 = −0.5, y0 = −

√
3/2, 计

算的电磁波轨迹如图 3所示, 初相点为 (x0 = −0.5,
y0 = −

√
3/2). 经过变换所得OLP参数组数值为

(E1m = 1.8028, E2m = 1.3329, ϕL = −106.102◦,
ϕ′

L = 130.893◦), 计算所得的电磁波轨迹也在
图 3绘出, 图中还标出了初相所对应的轨迹点. 从
图 3可以看到, PE 参数组和OLP参数组所描述的
PE轨迹完全符合, 而且离散数据点横、纵坐标值也
完全符合, 表明上述求解变换公式完全正确.

在实际应用中, 多数情况下都采用PE参数组
来描述天线的极化特性, 主要关注轴比 (即a/b, 值
不小于 1)、倾角 τ、数字化椭圆角参数χ′ [18]. 天线
极化测量通常用直接或间接方法来确定这些参数.

直接方法直接测出PE参数或其图形, 间接方法是
通过各种正交分解的参数组变换得出PE参数组.
引入数字化椭圆角参数χ′和初相参数 (x0, y0), 既
完备了参数组, 又扩展了天线极化测量的应用领
域. 该变换方法是一种天线极化测量的间接方法.

Ex↼֒ t↽

E
y
↼

֒ 
t↽

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

(-0.5,- 3/2)

PE OLP

Initial phase

图 3 (网刊彩色) PE参数组 (a = 2, b = 1, τ = −30◦,
χ′ = −1, x0 = −0.5, y0 = −

√
3/2)变换为OLP参数

组 (E1m = 1.8028, E2m = 1.3329, ϕL = −106.102◦,
ϕ′

L = 130.893◦)
Fig. 3. (color online) The conversion of the PE parameter
group (a = 2, b = 1, τ = −30◦, χ′ = −1, x0 = −0.5, y0 =

−
√
3/2) to the OLP parameter group (E1m = 1.8028,

E2m = 1.3329, ϕL = −106.102◦, ϕ′
L = 130.893◦).

Ex↼֒ t↽

E
y
↼

֒ 
t↽

(-0.5,- 3/2)

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

OLP

Initial phase

PE

图 4 (网刊彩色) OLP参数组 (E1m = 1.8028, E2m =

1.3329, ϕL = −106.102◦, ϕ′
L = 130.893◦) 变换为PE参

数组 (a = 2, b = 1, τ = −30◦, χ′ = −1, x0 = −0.5,
y0 = −

√
3/2) (对图 3的逆变换)

Fig. 4. (color online) The conversion of the OLP parame-
ter group (E1m = 1.8028, E2m = 1.3329, ϕL = −106.102◦,
ϕ′

L = 130.893◦) to the PE parameter group (a = 2, b = 1,
τ = −30◦, χ′ = −1, x0 = −0.5, y0 = −

√
3/2), referring

to the inverse conversion shown in Fig. 3 .
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实际应用需要对OLP参数组到PE参数组的
变换关系式进行数值仿真验证. OLP参数组到PE
参数组的变换如 (8)—(13)式所示. 仍取图 3所示
PE参数组变换为OLP参数组的算例, 可进一步考
察、验证变换的可逆性、唯一性. 设E1m = 1.8028,
E2m = 1.3329, ϕL = −106.102◦, ϕ′

L = 130.893◦,
变换输出结果为a = 2, b = 1, τ = −30◦, χ′ = −1,
x0 = −0.5, y0 = −

√
3/2, 与图 3输入的PE参数组

结果完全一致, 证明了变换的可逆性、唯一性, 如
图 4所示.

4 结 论

本文全面推导了描述电磁波完全极化特性的

不同参数组之间的相互完备变换关系. 这些不同参
数组都包含初相参数, 其中PE参数组、OLP参数
组的初相参数是为了理论和应用完备性而添加的.
与此同时, 还扩展完善了描述线极化时PE参数组
的数字化椭圆角参数χ′, 从而实现了任一参数组对
完全极化特征的完备描述. 基于符号数学的数值计
算结果充分验证了这些严格的相互变换关系的正

确性, 揭示了各参数组之间的一一对应性, 为这些
全面包含初相参数的不同参数组之间的相互变换

提供了有效、完备的计算公式, 对极化理论和应用
都具有参考价值.
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Conversion relationships between several parameter
groups of completely polarized electromagnetic waves
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Abstract
It is known that polarization as the third characteristic of electromagnetic waves plays substantial roles which

are comparable with the wave amplitude and phase, in describing the tempo and spatial properties of electromagnetic
waves. Various parameter groups for characterizing the polarization state of electromagnetic waves with different initial
states and boundary conditions have been proposed. However, a full-scale set of conversion relationships between these
parameter groups with specific initial phases is not yet available. In this work, the initial phases as additional parameters
for the orthogonal linear polarization and the polarization ellipse parameter groups and the digitized elliptical angle χ′ as
a complementary parameter to the polarization ellipse parameter group are taken into account respectively. Consequently,
a full-scale set of conversion relationships between these parameter groups has been rigorously derived out. The validity
of these conversion relationships are confirmed by the numerical calculations in terms of mathematical completeness and
one-to-one correspondence. These conversion relationships make the tedious computation of the wave polarization much
simpler and straightforward, benefiting practical implementation of the polarization theory of electromagnetic waves.
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