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( 2016年 8月 12日收到; 2016年 12月 27日收到修改稿 )

设计了一种双开口Helmholtz周期结构, 该周期结构单元采用双开口内外腔设计, 基于多腔耦合局域共
振机理, 可大大增加局域共振区域, 增加能得到较低的低频带隙特性. 通过设计调节内腔弧长, 可以使带隙移
动, 达到特定低频频段的隔声效果. 在分析低频带隙形成机理和影响因素时, 采用声电类比原理建立带隙起
始频率和截止频率的计算数学模型并与有限元方法进行对比分析. 研究表明: 该结构具有良好的低频带隙特
性, 其最低带隙段为 86.9—138.2 Hz. 外径一定的条件下, 低频带隙受内腔弧长、内外腔间隔以及周期单元结
构间隔影响, 内腔弧长越长, 低频带隙越低; 内外腔间距离越大, 从而内腔体积变小, 带隙向高频移动, 其低频
效果变差; 减小结构间距对低频带隙起始频率无影响, 但可以大大增加低频带隙截止频率, 从而增加带隙宽
度. 该研究结论可以为低频降噪领域提供一定的实践和理论支持.

关键词: Helmholtz共振, 周期结构, 低频带隙, 声电类比
PACS: 43.20.+g, 42.50.Gy, 46.40.Ff DOI: 10.7498/aps.66.064301

1 引 言

近年来, 以声子晶体和声学超材料为代表的人
工周期结构受到了越来越多研究者的关注. 在人工
周期结构中, 周期变化的结构参数使之具有 “带隙”
特性. 其带隙特性表现为: 频率在带隙范围内的声
波或弹性波在结构中不会传播, 这种特性为该种结
构或材料在隔振降噪领域的应用打下了基础. 长期
的研究表明, 人工周期结构带隙的产生主要有两种
机制: 一种是Bragg散射机制 [1−3], 另一种是局域
共振机制 [4,5]. Bragg散射型声子晶体中的带隙称
为Bragg带隙, 其产生受Bragg条件控制——晶格
尺寸至少要与弹性波的半个波长大致相当. 因此,
为了得到低频Bragg带隙, 需要的声子晶体尺寸往

往很大, 而不便于实际应用. 局域共振机制由Liu
等 [4]首次提出, 他们发现这种新型声子晶体可以在
小尺寸条件下产生非常低频的带隙 (晶格尺寸远小
于带隙频率对应的弹性波波长), 大大突破了传统
Bragg散射型声子晶体的局限, 从而达到了 “小尺
寸控制大波长”的目的. 局域共振型声子晶体同时
可以表现出负等效质量密度、负等效模量等新奇特

性 [6−12].
当前, 采用人工周期结构处理隔振降噪问题

的主要发展方向为设计 “轻质小巧、低频宽带”的
结构. Helmholtz共鸣腔利用了空气的共振特性,
只需进行结构设计而无需另外附加质量便使其在

轻质和低频设计上具有良好的优势, 得到了众多
学者的认可. Fang等 [13]利用Helmholtz共振原理
设计的周期结构首次实现了结构在特定的频率段
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具有负的杨氏模量. Ding等 [14,15]提出了一种可控

二维Helmholtz周期结构, 理论分析和实验表明其
也存在负杨氏模量. Guan等 [16]设计了回旋结构

的Helmholtz共鸣器, 得到了很好的低频带隙. Li
等 [17]设计了多层开口环结构, 打开了较低的低频
带隙, 并利用声电类比方法对影响其带隙的参数
进行了分析. 刘敏等 [18]通过对二维正方排列圆柱

Helmholtz共振腔阵列声特性的研究, 指出局域共
振型声子晶体中存在共振单元与基体的弱耦合作

用及共振单元间的耦合作用. Murray等 [19]基于

Helmholtz 共鸣原理设计了双层渔网结构 (double
fishnet), 获得了在中高频段良好的隔声效果.

当前的Helmholtz共鸣器周期结构研究中, 考
虑低频特性较少, 尤其是 100 Hz以下的低频段. 主
要原因是Helmholtz共鸣器周期结构设计中, 受开
口数量和深度的影响, 其局域共振区域较小, 导致
低频特性的获取往往需要较大的体积. 本文中, 周
期结构单元采用双开口内外腔设计. 双开口设计增
加了共鸣器与外部空气联通的区域; 特有的内外腔
设计, 增加开口深度, 以求增大协同共振区域, 使共
振频率下降; 在共振频率附近, 由于空气被局域在
结构内部, 声波不能传播, 达到隔声的目的, 在能带
特性上表现为能带下移, 因此可以得到较低的低频
能带特性. 同时通过内腔弧长的调整, 可以使带隙
频段移动, 达到低频带隙频段可调的目的. 在分析
其低频带隙形成机理的过程中, 建立了低频带隙电
路等效计算数学模型, 并与有限元法对比分析. 该
数学模型使结构设计难度大大降低, 节约大量的有
限元计算时间, 同时通过数学模型的建立, 可以完

成结构参数对带隙影响的定量分析, 能深入揭示该
结构的结构参数对低频带隙的影响.

2 双开口局域共振声子晶体低频带隙

双开口局域共振单元结构横截面如图 1 (a)所
示, 该结构为内外两腔的圆柱结构, 制作材料为钢.
外腔半径为 r; 开口宽度分别w1, w2; 管壁厚度为d;
内腔弧角度β; 两腔间隔为w0. 在结构设计中, 通
过调整内腔弧角度β, 可以改变结构, 达到带隙可
调的目的.

为了探究该结构的能带结构和共振模态, 取结
构参数为a = 100 mm, r = 45 mm, w0 = 1 mm,
d = 1 mm, w1 = 2 mm, w2 = 2 mm, β = 180◦的模

型作为研究对象. 对空气域来说, 声压Helmholtz
方程的频域表达式为

∇
(
1

ρ
∇p

)
+

ω2

ρc2
p = 0, (1)

式中, p为声压, ω为角频率, c为声速, ρ为空气

密度.
空气的声阻抗较固体钢小得多, 由于这两种

介质声阻抗差异大、不匹配, 声波很难从一种介
质传播到另一种介质. 空气中传播的声波几乎都
在固体间反射, 很难透射过去, 可以认为声波透过
固体钢的能量很小, 能够引起固体振动的能量非
常小, 几乎可以忽略, 因此在计算中将腔壳视为刚
体, 不考虑其振动. 根据Bloch理论, 该结构中采用
Bloch-Floquet边界, 其表达式为

p(r + a) = p(r) exp(ika), (2)

a

(a) (b)

w

w

r d

w2

a

图 1 (a) 双开口Helmholtz单元横截面; (b)双开口Helmholtz结构 5 元胞有限结构
Fig. 1. (a) The unit structure’s cross section of the double-split Helmholtz resonant structure; (b) the finite
structure with 5 cells of the double-split Helmholtz resonant structure.
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图 2 (a)双开口Helmholtz单元能带结构图; (b)双开口Helmholtz单元隔声曲线
Fig. 2. (a) Band diagram of the double-split Helmholtz resonant structure; (b) the transmission spectra of
the double-split Helmholtz resonant structure.

式中, r是位置矢量; a为声子晶体晶格常数; 参数
k为波矢, 它描述了相位和定义边界条件与元胞的
关系. 在给定的波矢条件下, 通过解谱方程可以得
到一组特征值和特征向量, 而在第一Brillouin区边
界上的波矢所对应的特征向量代表了特征模态的

声压.
为了计算所提出结构的声波传输特性, 定义

了由 5个有限个元胞组成的周期结构. 其结构在 y

方向上是无限周期, 在x方向为 5个元胞组成, 如
图 1 (b)所示, 在结构上下边应用周期边界条件, 而
在两端应用完美匹配层.

对于有限声子晶体结构, 隔声量 (或称传声损
失)可以由下式计算得出:

T = −20 lg |Po|
|Pi|

, (3)

式中Po为输出声压, Pi为入射声压. 通过改变平面
波传输频率, 重复计算后得到隔声曲线. 经过计算
得到的带隙结构和隔声量如图 2 (b)所示.

采用COMSOL Multiphysics仿真软件 (声学
模块), 使用软件模块中默认三角网格划分, 对带
隙结构和传输频谱进行计算, 结果如图 2所示. 可
以看出, 在 2500 Hz以下的频段, 该结构具有两条
完整振带隙, 如图 2 (a)中浅灰色部分. 其中, 在
第一能带和第二能带之间为最低的带隙, 其带隙
宽度为 87.1—138.2 Hz. 第 2条完整带隙分别为
1428.5—2231.7 Hz. 同时注意到, 该结构在Γ -X方
向也具有四条方向带隙, 如图 2 (a)中深灰色部分.
为了验证带隙结构计算的正确性, 同时给出了 5元
胞有限结构的隔声特性图作为对比, 如图 2 (b)所

示. 前面提到, 在带隙内波的传播将会受到抑制,
由隔声特性图可以看出, 在全带隙以及Γ -X方向
带隙频段声波受到了极大的抑制, 且抑制范围与带
隙宽度符合度较好, 说明了带隙计算的正确性.

进一步分析, 第一能带在大部分Brillouin区呈
现出了较长的平直状态, 说明该结构存在着局域
共振模态, 其第一带隙为局域共振带隙. 对于第二
完全带隙, 其为Bragg带隙, 其出现的频率位置主
要受Bragg条件控制, Bragg条件表明, 要在声子晶
体中实现Bragg带隙, 其晶格尺寸至少要与弹性波
的半个波长大致相当. 其带隙频率中心可由下式
得到:

f =
nc

2a
(n = 1, 2, 3 · · · ), (4)

其中, c代表声子晶体中基体弹性波波速, a代表晶
格常数. 因此, 在Bragg散射型声子晶体中, 其第一
带隙中心频率一般位于 c/(2a)附近. 则该结构第一
Bragg带隙中心频率根据晶格常数及空气中声速计
算, 即 f0 = c0/(2a) = 1715 Hz, 与能带结构图 2 (a)
相符合. 同时由 (4)式也可以看出, 第二带隙形成
主要受晶格常数影响, 与结构设计并无太大关系,
元胞结构主要影响低频带隙, 因此在下文中, 主要
分析结构对低频带隙形成机理的影响因素.

3 低频带隙形成机理及等效建模分析

从图 2带隙图可以看出, 第一能带在大部分
Brillouin区呈现出了较长的平直状态, 这说明该结
构存在着局域共振模态. 为了进一步研究结构低
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频带隙形成机理, 选取了低频全带隙中的上下限点
(如图 2 (a)所示P , Q点)的声压场, 对低频带隙形
成机理进行分析.

图 3 (a)表示P模态的声压场, 可以看出, 声压
几乎全部局限在圆腔内部, 而在外部声压场压力很
小, 几近于 0. 而在内外腔形成的环形通道内, 声
压场是变化的, 在外部几乎近于 0, 而越靠近圆形
内腔, 其声压强度越大. 因此可以认为P模态主要

是声波在该结构形成了共振, 声波能量局限于结构

当中, 在外部不能传播. 模态P事实上也决定了低

频带隙的下限. 而Q模态则与P模态完全相反, 由
图 3 (b)可以看出声压全部集中于结构外部, 而结
构内部声压几乎为0, 环形通道内, 声压的变化也与
P模态相反, 外部高, 内部低. 这说明声波在结构外
部传播, 结构对声波传播没有作用. 因此Q模态决

定了带隙的截止点, 是低频带隙的上限. 可以采用
声电类比方法建立数学模型, 进一步分析两种模态
对带隙的影响.

(a) (b)

1.0

0.5

0

-0.5

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

图 3 (网刊彩色) (a) 模态P 声场压力图; (b)模态Q声场压力图

Fig. 3. (color online) (a) The sound pressure distribution diagrams of point P ; (b) the sound pressure
distribution diagrams of point Q.

为了便于叙述, 在分析双开口Helmholtz共振
周期结构带隙形成的机理过程中, 将结构其划分为
四部分, 其划分区域如图 4所示, 其中A代表结构
外空气层; B, C为内外腔形成的环形通道; D为圆
形内腔.

A

B

D

C

图 4 结构区域划分示意图

Fig. 4. The region division of the cross section in structure.

对于模态P , 由于结构外部的声压场几乎为 0,
模态P中主要是由B, C, D三个区域协同共振产
生, 与区域A无关, 因此不考虑A区域. 根据声电

类比原理, 狭长的环形通道B, C 可以等效为电感
LB, LC, 而圆形内腔等效为电容CD, 其构成的电
路如图 5所示.

LB

CD

LC

图 5 模态P 等效电路图

Fig. 5. The equivalent circuit of point P .

图 5中LB, LC为等效电感, 其表达式为

LB = LC =

ρ

[
β

(
r − d− 1

2
w0

)]
w0h

, (5)

CD =
[π(r − d)2 − β(d+ w0)(2r − 3d− w0)]h

ρc2
.

(6)

模态P的共振频率计算公式为

fP =
1

2π
√
LCCD

. (7)
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对于模态Q, 由于A, B, C和D四个区域都具
有声压场, 因此在对模态Q进行声电类比中, 要完
全考虑四个区域, 其中, A区域等效为电容, 则其构
成的谐振电路如图 6所示.

CA =
(a2 − πr2)h

ρc2
, (8)

fQ =
1

2π

√
1

2
LC

CDCA
CD + CA

=

√
CD + CA

π
√
2LCCDCA

. (9)

LB

CDCA

LC

图 6 模态Q等效电路图

Fig. 6. The equivalent circuit of point Q.

4 低频带隙影响因素分析

上文建立了双开口Helmholtz的低频带隙上下
限的数学模型, 该模型将有利于我们对影响低频带
隙的因素进行分析. 根据 (5)—(9)式, 影响该结构
低频带隙的因素主要有: 内腔弧角β, 环之间的间
隔w0, 晶格常数a也即结构周期排列间隔a − 2r.
其中, 内腔弧角β是主要因素, 内腔弧角的改变将
会使结构发生较大的改变, 导致内外腔形成的环形
通道长度以及内腔的体积改变, 从而改变了协同共
振区域, 影响Helmholtz共鸣器的等效参数. 下面
我们分别对这三个影响因素进行分析.

为了控制变量便于比对分析, 在分析双开口
Helmholtz共鸣器的内腔弧角β对低频带隙的影

响时, 设定环之间的间隔w0 = 1 mm, 晶格常数
a = 100 mm. 当内腔弧角β从 15◦增加到 180◦时,
分别采用建立的带隙声电类比数学模型和有限元

软件进行带隙上下限计算, 并进行对比验证, 得到
内腔弧角β对低频带隙的影响, 结果如图 7所示.

图 7中红色、蓝色以及绿色虚线分别代表采用
声电类比数学模型计算的第一低频带隙的上限、下

限和带隙宽度. 而倒三角、三角以及圆形代表采用
有限元计算方法计算的第一低频带隙的上限、下限

和带隙宽度 (以下图例均如此, 不再赘述). 由图 7

可以看出, 采用声电类比计算结果与采用有限元计
算的结果误差较小, 说明建立模型的正确性. 随着
β的增加, 第一低频带隙的上限和下限不断降低.
内腔弧角β的增加实际上使环间通道长度增加, 使
等效电感大大增加, 同时也减小了最后形成空腔的
面积, 但减小的面积相对较小, 从而使等效电容变
化较小. 第一带隙下限只与B, C和D区域有关, B,
C区域等效电感的增加和D区域等效电容小幅度
减小, 最终使第一带隙下限不断下降, 得到较好的
低频特性. 对于第一带隙, 其上限是由四个区域协
同共振的结果, 等效电容为CACD/(CA + CD). 可
见, 随着等效电感的增加, 其等效电容进一步减小,
但由于区域A电容保持不变, 同时区域A等效电容
小于内部空腔电容, 其电容等效结果减小不大, 小
于因内腔弧角β变大而使环形通道长度增加导致

的等效电感增加幅度, 因此上限带隙也降低. 通过
设计调节内腔弧角β, 可以使带隙移动, 达到特定
频段隔声的效果.

15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 165 180
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

 β/(O)

/
H
z

图 7 (网刊彩色)内腔弧角 β对第一低频带隙的影响

Fig. 7. (color online) The impact of the parameter β

on first low frequency band-gap.

分析双开口Helmholtz共鸣器的环间间隔w0

对低频带隙的影响时, 设定晶格常数a = 100 mm,
内腔弧角β = 180◦. 当环间间隔w0从 1 mm增加
到 4 mm时, 分别采用建立的带隙声电类比数学
模型和有限元软件进行带隙上下限计算, 并进行
对比验证, 得到环间间隔w0对低频带隙的影响如

图 8所示.
从图 8可以看出, 在前半段声电类比计算值与

有限元计算值误差较小, 但是w0从 2 mm增加到
4 mm时, 其误差明显增大. 分析其原因主要是由
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于环间间隔增大, 在环间构成的环形通道已不再
是细管道, 失去了Helmholtz声电类比的前提条件,
导致计算误差增加, 但整体趋势与实际值保持了一
致. 不难看出, 随着环间间隔的不断增加, 在等效
电感变化不大的情况下, 其内腔的面积大大减小,
从而使等效电容大大减低, 导致第一低频带隙的上
下限均呈现增大趋势. 带隙明显向高频移动, 带隙
宽度有所增加但其低频特性已大大降低.
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图 8 (网刊彩色)环间间隔w0对第一低频带隙的影响

Fig. 8. (color online) The impact of the parameter
w0on first low frequency band-gap.
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图 9 (网刊彩色)结构周期排列间隔对第一低频带隙的影响
Fig. 9. (color online) The impact of interval between
each rings on low frequency band-gap.

分析双开口Helmholtz共鸣器的结构周期排列
间隔a − 2r对低频带隙的影响时, 设定环间间隔
w0 = 1 mm, 内腔弧角β = 180◦. 当结构周期排列
间隔a− 2r从2 mm增加到 20 mm时, 分别采用建
立的带隙声电类比数学模型和有限元软件进行带

隙上下限计算, 并进行对比验证, 得到结构周期排
列间隔a− 2r对低频带隙的影响如图 9所示.

图 9表示周期排列间隔对带隙结构的影响, 可
以看出, 周期排列间隔对带隙下限基本没有影响,
但对带隙上限具有较大的影响. 具体表现为: 随着
排列间隔增加, 其带隙上限不断下降, 带隙宽度也
随之减小. 从等效电路模型可知, 排列间隔减小,
即晶格常数a的减小, 其A区域等效电容减小, 则
与空腔内等效电容串联后的电容变小, 导致频率
上升, 当排列间隔 2 mm时, 其带隙上下限分别为
87.2 Hz和162.7 Hz, 其带隙范围大大增加. 从另一
方面来说, 减小了结构间的缝隙, 即增大了填充率,
其带隙宽度能较大地扩宽.

5 结 论

在解决低频降噪问题时, 由于质量密度定理,
常规方法导致结构质量和体积较大, “低频、轻质、
宽带”成为追求的方向. 本文建立了一种双开口
Helmholtz周期结构, 无需附加质量, 对于解决轻质
问题奠定了基础. 双开口Helmholtz周期结构特有
的内外腔设计, 增加开口深度, 使共振区域增加, 得
到较低的低频能带特性. 调整内腔弧长, 可以使带
隙频段移动, 达到低频带隙频段可调的目的. 通过
增加内腔弧长、减小内外腔间隔和减小结构单元间

隔可以大大扩宽低频带隙宽度, 达到低频宽带的目
的. 这些结论的获得将有益于该结构在隔声降噪尤
其是低频降噪领域的应用.
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Abstract
A double-split Helmholtz periodic structure with the characteristic of local resonance is designed and constructed in

this paper. The double-split periodic structural cell which can be divided into internal and external cavities is adopted in
structure. In such a kind of structure, the resonating area is remarkably expanded while the inner cavity is continuously
enlarged. Thus, a satisfactory feature of low frequency resonance can be obtained. At the same time, the adjustability
of band gap is achieved by the designed adjustment of the arc length of the inner cavity, therefore, the effect of sound
insulation in a specific low frequency band can be achieved. In the analyses of the mechanism and factors of the generation
of low frequency band gap, the mathematical model of the upper and lower limits of the band gap is established by using
the electric circuit analogy. And some comparative analyses between the methods of electric circuit analogy and finite
element method are carried out. The result suggests that a satisfactory feature of low frequency band gap is presented,
and the first band-gap ranges from 86.9 Hz to 138.2 Hz. The low frequency band gap can be influenced by the arc length
of inner cavity, the space between inner and outer cavities, and the interaction of the structural cells in the periodic
arrangement. The longer the arc length of the inner cavity, the lower the low frequency band gap will be; the longer
the distance between inner and outer cavities, and the higher the frequency of band gap, the worse the low frequency
effect will be; the lower limit of low frequency band gap cannot be influenced by reducing the space between individual
structures, on the contrary, the width of low frequency band gap can be sharply increased. Plenty of practical and
theoretical support in the field of low frequency noise reduction is offered in the research.

Keywords: Helmholtz resonance, periodic structure, low frequency band gap, electric circuit analogy
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