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非一致通信时滞动力学网络上的接连滞后同步∗
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( 2017年 7月 15日收到; 2017年 9月 25日收到修改稿 )

在动力学网络中, 节点与节点之间的通信通常存在时滞, 并且不同节点之间的通信时滞往往是不同的 (即
非一致通信时滞), 研究非一致通信时滞动力学网络上的接连滞后同步, 更具现实意义. 为此, 本文首先构建
含有非一致通信时滞的动力学网络模型.其次分别设计线性反馈控制和自适应反馈控制, 利用Lyapunov函数
方法, 重点分析了该网络的接连滞后同步的稳定性, 得到了同步稳定的充分条件. 最后, 选取蔡氏电路作为局
部动力学, 又分别选取了链式网络和星型网络这两种拓扑结构来验证理论结果的正确性和有效性.

关键词: 接连滞后同步, 线性反馈控制, 自适应控制, 非一致通信时滞
PACS: 89.75.Hc, 05.45.Xt, 89.75.–k DOI: 10.7498/aps.67.20171630

1 引 言

自 20世纪 80年代, 随着以互联网为代表的信
息工程技术的迅猛发展, 人类已经进入了一个网络
时代.我们的身边围绕着各种各样的网络, 例如神
经网络、社交网络、交通网络、生物网络等. 人类社
会的日益网络化就要求我们要对这些复杂的网络

有更深入的认识.近年来, 复杂网络研究取得了一
系列重要的研究成果 [1,2].

在复杂网络领域, 同步现象一直是学者们关注
的重点问题.在现实生活中, 同步现象普遍存在, 例
如观众的掌声响亮如雷鸣, 过往的行人太多会导致
大桥坍塌, 各种网络同步的例子数不胜数.当然, 有
些同步是有利的, 有些则是有害的.正因为同步现
象的普遍存在, 并且具有很大的应用价值, 所以近
几十年以来, 同步被广泛且深入地研究并取得了
大量有价值的研究成果 [3−7], 这些同步包括完全同
步 [8,9]、部分同步 [10]、相位同步 [11]、滞后同步 [12]、

投影同步 [13]、广义同步 [14]、混沌同步 [15]等.
时滞是现实动力系统中普遍存在的一种现象.

时滞通常是由于通信距离、信道噪声等因素引起的.
近年来, 具有时滞的同步现象已经引起了国内外众
多学者的广泛关注, 并应用在物理学、医学、生物
学等多个领域. 研究表明, 滞后同步的现象不仅会
发生在一个网络系统中, 而且完全有可能发生在两
个网络系统之间. 例如文献 [16]研究了单个复杂网
络里的滞后同步, 文献 [17—19]研究了两个耦合动
力学网络上的广义滞后同步.在这些研究中, 主要
考虑如何在两个耦合的网络 (其中一个为驱动网络,
另一个为响应网络)系统之间实现滞后同步.

接连滞后同步是Li等 [20]提出的一种复杂动

力系统上的新型滞后同步模式, 接连滞后同步
指的是依据网络节点编号, 第 i + 1个节点与第

i个节点接连实现滞后同步, 即当 t → +∞ 时,
xi (t− τ) → xi+1(t), 其中xi表示第 i个节点的状

态变量, τ为同步时滞.在现实生活中的网络节点
之间通常是存在通信时滞的, 因此考虑含通信的时
滞网络上的同步问题更具现实意义. 在文献 [20]中
没有考虑节点之间的通信时滞, 在文献 [21]中只考
虑带有一致通信时滞的复杂动力学网络上的接连

滞后同步.由于网络的复杂性节点与节点往往具有
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差异性, 它们之间的通信时滞也往往会随着节点的
不同而不一样.例如, 在国庆阅兵时, 由一架架飞机
组成的飞机网络, 为了避免碰撞和保持队形 (可视
为接连滞后同步), 飞机的驾驶员之间要时刻保持
联络, 但是由于通信距离和驾驶员个体差异等方面
的影响, 飞机与飞机之间的通信一定会存在时滞现
象, 而且不同驾驶员之间的通信时滞肯定会有所
不同.因此, 研究含有不同通信时滞 (即非一致通信
时滞)的动力学网络上的同步问题将更加具有现实
意义.

多智能体系统的一致性是网络同步的一种情

形, 类似文献 [20], 本文的工作也可用于多智能体
系统一致性的研究.近年来, 多智能体系统的一致
性受到了广泛关注和深入研究, 如文献 [22]考虑具
有非线性动力学和有向拓扑的多智能体系统的一

个二阶一致性问题, 其中每个节点都受位置和速度
一致性项的影响, 且具有时变渐近速度; 文献 [23]
研究了在多拉格朗日系统中没有通信的条件下参

数不确定性下的不使用邻居速度信息有向图的分

布式协调问题; 文献 [24]提出多智能体系统的滞后
一致性概念, 研究了有向网络环境下一阶领导 -跟
随多智能体系统的滞后一致性问题.

正是考虑到现实生活中处处存在时滞, 并且不
同节点之间的通信时滞往往是不同的, 所以本文构
建了含有非一致通信时滞的动力学网络模型, 并重
点分析了该网络的接连滞后同步的稳定性, 得到了
同步稳定的充分条件, 使得本文的研究更加符合现
实的要求;其次, 分别设计了线性反馈控制和自适
应反馈控制, 利用Lyapunov 函数方法分析了该网
络模型的接连滞后同步的稳定性, 获得了同步稳定
的充分条件;最后, 通过数值模拟验证了理论结果
的正确性.

2 预备知识

为了后续理论分析的需要, 首先介绍本文将要
用到的一些预备知识.

假设网络有n个节点, 节点与节点之间存在通
信时滞, 且不同的节点对应的时滞不一样 (即非一
致通信时滞), 则受控下的复杂动力学网络可描述
如下:

ẋi(t) = f (xi(t)) + c

n∑
j=1

aijxj (t− τij) + ui(t),

(1)

其中 i = 1, 2, . . . , n, xi(t) = (xi1, xi2, · · · , xim)
T ∈

Rm 表示节点 i的状态变量; τij > 0是节点 i与 j之

间的通信时滞 (也称传输时滞); 常数 c > 0是耦合

强度; ui(t) 代表第 i 个节点的反馈控制. 假设耦合
矩阵A = (aij) ∈ Rn×n是不可约矩阵,

aii = −
n∑

j=1,j ̸=i

aij = −ki,

ki是第 i 个节点的度, 当第 i 个节点与第 j 个节点

有连接时aij = aji = 1, 当第 i个节点与第 j个节点

没有连接时aij = aji = 0, (i ̸= j, i, j = 1, 2, . . . n) .

记Γ = (τij)n×n为系统 (1)的通信时滞矩阵.
假设 1 Γ 为对称的, τij = τji 且 τij =

τi+1,j+1 (i, j = 1, 2, · · · , n− 1).
记C ([−(n− 2)τ − max{τij}, 0],R)为全体从

[−(n − 2)τ − max{τij}, 0]到R上连续函数构成的
集合.

定义1 [20] 如果对于任意的初始条件xi(t) =

φi(t) ∈ C ([−(n− 2)τ − max{τij}, 0],R)和所有的
i ∈ {1, 2, · · ·n− 1}, 都有

lim
t→+∞

∥xi (t− τ)− xi+1(t)∥ = 0, (2)

则动力学网络 (1)实现了接连滞后同步 (successive
lag synchronization, SLS), 即接连滞后同步是全局
稳定的, 其中同步时滞 τ > 0.

定 义 2 [25] QUAD (∆,P , ω) 函 数 类:设
∆ = diag{δ1, δ2 · · · , δm}是对角矩阵, P =

diag{p1, p2, · · · , pn} 是 正 定 对 角 矩 阵, 函 数
f (x, t) : Rm × [0,+∞) → Rm.若存在ω > 0, 以
及所有x, y ∈ Rm, t > 0, 有

(x− y)
T
P {[f (x, t)− f (y, t)]−∆ [x− y]}

6 − ω(x− y)
T
(x− y) , (3)

则有 f (x, t) ∈ QUAD (∆,P , ω) .

引理 1 [26] 设矩阵M = (mij)p×q, 则有
不等式

xTMy 6 π(M)
(
xTx+ yTy

)
, (4)

对所有 x ∈ Rp, y ∈ Rq成立, 其中π (M) =
1

2
max {p, q} × maxij {|mij |}.
引理2 (Barbalat引理) [27]若 g(t) : R → R+

在 [0,+∞)为一致连续函数, 且极限

lim
t→+∞

∫ t

0

g(s)ds

存在, 则 lim
t→+∞

g(t) = 0.
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引理3 [20] 若 g(t) : R → R+ 在 [0,+∞)为一

致连续函数, 且积分∫ t

0

g (s)ds

在 [0,+∞)上有界, 则 lim
t→+∞

g(t) = 0.
引理4 [28] 对有合适维数的矩阵A,B,C它

们之间的Kronecker积⊗ 满足

(i) (ϕA)⊗B = A⊗ (ϕB) ;

(ii) (A+B)⊗C = A⊗C +B ⊗C;

(iii) (A⊗B)
T
= AT ⊗BT;

其中ϕ是任意常数.

3 SLS的控制策略及稳定性分析

本节将分别设计线性反馈控制和自适应反

馈控制两种方法来达到接连滞后同步, 利用Lya-
punov 函数法和Barbalat引理分析接连滞后同步
的稳定性.

3.1 线性反馈控制

为了消除后面误差系统中的抑制项实现接连

滞后同步, 设计以下的预备函数:
对 i = 1, 2, . . . , n− 1,

vi(t) = c

[
ai+1,1x1(t− τi+1,1)− ainxn(t− τ − τin)

+

n∑
k=1

ωik(t)

]
−d(xi(t− τ)− xi+1(t)),

(5)

其中d > 0为控制强度,

ωik(t) =



0, aik = ai+1,k+1,

−aikxk(t− τ − τik),

aik > ai+1,k+1,

ai+1,k+1xk+1(t− τi+1,k+1),

aik < ai+1,k+1,

且

ωii(t) = (ai+1,k+1 − aii)xk+1 (t− τi+1,k+1) .

进一步, 设计线性反馈控制如下:

u1(t) = 0,

ui(t) = − vi−1(t)− vi−2 (t− τ)− · · ·

− v1 (t− (i− 2) τ) , i = 2, 3 · · · , n, (6)

于是得到

ui (t− τ)− ui+1(t) = vi(t), i = 1, 2, · · ·n− 1. (7)

定义同步误差 ei(t) = xi (t− τ) − xi+1(t), i =

1, 2, . . . , n− 1. 从而系统 (1)的误差系统可描述为

ėi(t) = ẋi (t− τ)− ẋi+1(t)

= f (xi (t− τ)) + c
n∑

j=1

aijxj (t− τ − τij)

+ ui(t− τ)− f (xi+1(t))

− c

n∑
j=1

ai+1,jxj (t− τi+1,j)− ui+1(t)

= f (xi (t− τ))− f (xi+1(t))

+ c

n∑
j=1

[aijxj (t− τ − τij)

− ai+1,jxj (t− τi+1,j)] + vi(t). (8)

由假设 1知 τij = τi+1,j+1, 结合 (8)从而有误差
系统

ėi(t) = f (xi (t− τ))− f (xi+1(t))

+ c

n−1∑
j=1

bijej (t− τij)− dei(t), (9)

其中

bij =

aij , aij = ai+1,j+1,

0, aij ̸= ai+1,j+1,

且

bii = aii.

定理1 设∆ = diag {δ1, δ2, · · · δm}为对角矩
阵, P = diag {p1, p2, · · · pm} 为正定对角矩阵, 若
f (x) ∈ QUAD (∆,P , ω), 且存在d > 0, 使得

[2c(n− 1)π (P )− ω]I(n−1)m + In−1 ⊗ P∆

− dIn−1 ⊗ P 6 −εI(n−1)m, (10)

其中π (P ) =
1

2
m× maxij {|pij |}, ε > 0, 那么在控

制 (6)下的动力学网络 (1)对任何初始条件都可以
实现接连滞后同步.

证明 定义Lyapunov函数如下:

V (t) = V1(t) + V2(t), (11)

其中

V1(t) =
1

2

n−1∑
i=1

eT
i (t)P ei(t), (12)
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V2(t) =
n−1∑
i,j=1

∫ t

t−τij

eT
i (s)Qei (s) ds, (13)

其中Q = cπ (P ) In−1.

V (t)沿着系统 (9)的解求导可得:
dV (t)

dt =
dV1(t)

dt +
dV2(t)

dt , (14)

其中

dV1(t)

dt =

n−1∑
i=1

eT
i (t)P ėi(t)

=

n−1∑
i=1

eT
i (t)P

[
f (xi (t− τ))− f (xi+1(t))

+ c
n−1∑
j=1

bijej (t− τij)− dei(t)

]

=
n−1∑
i=1

eT
i (t)P [f (xi (t− τ))− f (xi+1(t))]

+ c

n−1∑
i,j=1

bije
T
i (t)P ej (t− τij)

− d

n−1∑
i=1

eT
i (t)P ei(t). (15)

由假设条件 f (x, t) ∈ QUAD (∆,P , ω) 知

dV1(t)

dt 6
n−1∑
i=1

[
− ωeT

i (t)ei(t) + eT
i (t)P∆ei(t)

− deT
i (t)P ei(t)

]
+ c

n−1∑
i,j=1

bije
T
i (t)P ej (t− τij), (16)

dV2(t)

dt = (n− 1)

n−1∑
i=1

eT
i (t)Qei(t)

−
n−1∑
i,j=1

eT
j (t− τij)Qej (t− τij). (17)

令 e(t) =
(
eT
1 (t), e

T
2 (t), · · · , eT

n−1(t)
)T, 结合

(14)—(17)式得到
dV (t)

dt 6 eT(t)
[
− ωI(n−1)m + In−1 ⊗ P∆

− dIn−1 ⊗ P + (n− 1) In−1 ⊗Q
]
e(t)

+

n−1∑
i,j=1

cbije
T
i (t)P ej (t− τij)

−
n−1∑
i,j=1

eT
i (t− τij)Qei (t− τij). (18)

由引理1知

c

n−1∑
i,j=1

bije
T
i (t)P ej (t− τij)

6 c
n−1∑
i,j=1

bijπ(P )
[
eT
i (t)ei(t)

+ eT
j (t− τij)ej(t− τij)

]
. (19)

因为max {bij} = 1,故

c

n−1∑
i,j=1

bijπ (P ) eT
i (t)ei(t)

6 cπ (P ) (n− 1)

n−1∑
i=1

eT
i (t)ei(t). (20)

由于Q = cπ (P ) In−1, τij = τji,

c
n−1∑
i,j=1

bijπ (P ) eT
j (t− τij) ej (t− τij)

−
n−1∑
i,j=1

eT
i (t− τij)Qei (t− τij)

= c

n−1∑
i,j=1

bijπ (P ) eT
j (t− τij) ej (t− τij)

−
n−1∑
i,j=1

eT
j (t− τij)Qej (t− τij)

6 cπ (P )

n−1∑
i,j=1

eT
j (t− τij) ej (t− τij)

−
n−1∑
i,j=1

eT
j (t− τij)Qej (t− τij) = 0. (21)

结合 (18)—(21)式可知
dV (t)

dt =
dV1(t)

dt +
dV2(t)

dt
6 eT(t)

[
− ωI(n−1)m + In−1 ⊗ P∆

− dIn−1 ⊗ P + (n− 1)In−1 ⊗Q

+ c(n− 1)π (P )
]
e(t)

= eT(t)
[
(2c(n− 1)π (P )− ω) I(n−1)m

+ In−1 ⊗ P∆− dIn−1 ⊗ P
]
e(t)

6 − εeT(t)e(t)

= − ε
n−1∑
i=1

eT
i (t)ei(t), (22)

两边同时对 t求积分得到

ε

∫ t

0

n−1∑
i=1

eT
i (s) ei (s) ds 6 V (0)− V (t) 6 V (0),
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所以积分

∫ t

0

n−1∑
i=1

eT
i (s) ei (s) ds 是有界的. 由

引理 3知, 对于每个 i ∈ {1, 2, · · · , n − 1}都有
lim

t→+∞
∥ei(t)∥ = 0, 即 lim

t→+∞

∥∥xi(t− τ)−xi+1(t)
∥∥ =

0, 这就说明动力学网络 (1) 实现了接连滞后同步.
证明完毕.

3.2 自适应反馈控制

由定理 1知, 总可以选取足够大的控制强度d,
使得不等式 (10)得以满足, 从而实现网络系统 (1)

的接连滞后同步.但是, 控制强度越大, 意味着控制
成本越高.为了降低控制强度, 本节将采用自适应
控制法来实现接连滞后同步.

定义预备函数

v′i(t) = c

[
ai+1,1x1 (t− τi+1,1)− ainxn (t− τ − τin)

+
n∑

k=1

ωik(t)

]
− di(t) [xi (t− τ)− xi+1(t)] ,

其中di(t) > 0表示时变控制强度, 对于k ̸= i, 有

ωik(t) =



0, aik = ai+1,k+1,

−aikxk (t− τ − τik) ,

aik > ai+1,k+1,

ai+1,k+1xk+1 (t− τi+1,k+1) ,

aik < ai+1,k+1.

当k = i时, 有

ωii(t) = (ai+1,k+1 − aii)xk+1 (t− τi+1,k+1) .

设计自适应反馈控制如下:

u1(t) = 0,

ui(t) = − v′i−1(t)− v′i−2 (t− τ)− · · ·

− v′1 (t− (i− 2) τ) ,

ḋj(t) = eT
j (t)Pej(t), i = 2, 3 · · · , n

j = 1, 2, · · · , n− 1, (23)

自适应性体现在:当 ej(t) ̸= 0时, ḋj(t) > 0, 控制

强度会增加直至 ej(t) → 0, 即 ḋj(t) → 0, 这时

dj(t) → d∗j .
定理2 设∆ = diag {δ1, δ2, · · · δm}为对角矩

阵, P = diag {p1, p2, · · · pm} 为正定对角矩阵, 若
f (x) ∈ QUAD (∆,P , ω), 那么在控制 (23)下的动
力学网络 (1)对任何初始条件都可以实现接连滞后
同步.

证明 定义Lyapunov函数

V (t) =
1

2

n−1∑
i=1

eT
i (t)P ei(t)

+

n−1∑
i,j=1

∫ t

t−τij

eT
i (s)Qei (s) ds

+

n−1∑
i=1

α(di(t)− d∗i )
2
, (24)

其中Q = cπ (P ) In−1, α和d∗i 是待定的正常数.
我们令D(t) = diag {d1(t), d2(t), · · · dn−1(t)},

D∗ = diag
{
d∗1, d

∗
2, · · · d∗n−1

}
, 对 (25)求导得到

dV (t)

dt =
dV1(t)

dt +
dV2(t)

dt

+ 2α

n−1∑
i=1

(di(t)− d∗i )e
T
i (t)P ei(t)

=
dV1(t)

dt +
dV2(t)

dt + 2αeT(t)

× [(D(t)−D∗)⊗ P ] e(t), (25)

dV1(t)

dt =
n−1∑
i=1

eT
i (t)P ėi(t)

=

n−1∑
i=1

eT
i (t)P

[
f (xi (t− τ))− f (xi+1(t))

+ c
n−1∑
j=1

bijej (t− τij)− di(t)ei(t)

]

=

n−1∑
i=1

eT
i (t)P [f (xi (t− τ))− f (xi+1(t))]

+ c
n−1∑
i,j=1

bije
T
i (t)P ej (t− τij)

−
n−1∑
i=1

di(t)e
T
i (t)P ei(t),

由该定理的已知条件知

dV1(t)

dt 6
n−1∑
i=1

[
− ωeT

i (t)ei(t) + eT
i (t)P∆ei(t)

− di(t)e
T
i (t)P ei(t)

]
+ c

n−1∑
i,j=1

bije
T
i (t)P ej (t− τij),

其中

c

n−1∑
i,j=1

bije
T
i (t)P ej (t− τij)
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6 c
n−1∑
i,j=1

bijπ (P )
[
eT
i (t)ei(t)

+ eT
j (t− τij) ej (t− τij)

]
,

dV2(t)

dt = (n− 1)
n−1∑
i=1

eT
i (t)P ei(t)

−
n−1∑
i,j=1

eT
j (t− τij)Qej (t− τij).

由假设1知 τij = τji, 从而
dV (t)

dt =
dV1(t)

dt +
dV2(t)

dt + 2αeT(t)

× [(D(t)−D∗)⊗ P ] e(t)

6 eT(t)
[
− ωI(n−1)m + In−1 ⊗ P∆

−D(t)⊗ P + (n− 1)In−1 ⊗Q

+ c(n− 1)π (P ) I(n−1)m

]
e(t)

+ 2αeT(t) [(D(t)−D∗)⊗ P ] e(t)

= eT(t)
[
(2c(n− 1)π (P )− ω) I(n−1)m

+ In−1 ⊗ P∆− 2αD∗ ⊗ P
]
e(t)

− (1− 2α) eT(t) [D(t)⊗ P ] e(t).

选取适当的α使得 1 − 2α > 0, 并选取适当的D∗

使得

[2c(n− 1)π (P )− ω] I(n−1)m + In−1 ⊗ P∆

− 2αD∗ ⊗ P 6 −εI(n−1)m,

可得

dV (t)

dt 6 −ε
n−1∑
i=1

eT
i (t)ei(t),

所以积分

∫ t

0

n∑
i=1

eT
i (s) ei (s) ds 是有界的. 由

引理 3可知, 对于 ∀i ∈ {1, 2, · · · , n− 1} , 都有
lim

t→+∞
∥ei(t)∥ = 0, 从而得到 lim

x→+∞

∥∥xi(t − τ) −

xi+1(t)
∥∥ = 0. 这就说明动力学网络 (1)实现了接连

滞后同步.

4 数值模拟

为了验证控制方法的有效性和正确性, 将用具
体的数值例子进行验证.

4.1 线性反馈控制

不妨选取网络 (1)的局部动力学为蔡氏电路
系统 [20],



dy1(t)
dt = k [y2(t)− h (y1(t))] ,

dy2(t)
dt = y1(t)− y2(t) + y3(t),

dy3(t)
dt = −ly2(t),

(26)

其中k = 9, l = 100/7, h(z) = (2/7)z− (3/14)[|z+
1| − |z − 1|].

对于系统 (26)我们得知P = I3, ∆ = 10I3,
ω = 0.6218.

网络拓扑结构及节点编号如图 1所示.不失一
般性, 不妨设动力学网络节点数为 n = 4.

4

3

1

2

图 1 节点数为 4的无权无向链式网络, 编码为 4, 1, 2, 3
Fig. 1. Unweighted and undirected Chain-shaped net-
work with size n = 4, coding 4, 1, 2, 3.

网络结构的耦合矩阵是

A =


−2 1 0 1

1 −2 1 0

0 1 −1 0

1 0 0 −1

 .

下面用线性反馈控制实现动力学网络的接连

滞后同步.
根据控制 (6)我们得到

u1(t) = 0,

u2(t) = − c
[
x1 (t− τ21)− x4 (t− τ − τ14)

]
+ d [x1 (t− τ)− x2(t)] ,

u3(t) = − c
[
x1 (t− τ − τ21)− x4 (t− 2τ − τ14)

]
+ d

[
x1 (t− 2τ)− x3(t)

]
,

u4(t) = − c
[
x1 (t− τ41) + x1 (t− 2τ − τ21)

− x4 (t− 3τ − τ14)
]

+ d [x1 (t− 3τ)− x4(t)] , (27)

不妨选取 c = 0.1, 由 (10)式知, 要使

0.9− ω + 10− d 6 0,

则需控制强度 d > 10.2782, 从而满足定理 1的条
件, 就意味着在该控制下的动力学网络在任何初始
条件下都可以实现接连滞后同步.
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另外, 不妨取d = 14, τ = 0.15, 通信时滞矩阵

Γ = (τij)4×4 =


0 0.3 0.2 1

0.3 0 0.3 0.2

0.2 0.3 0 0.3

1 0.2 0.3 0

 ,

其中 τ12 = τ21 = τ23 = τ32 = τ34 = τ43 = 0.3,
τ13 = τ31 = τ24 = τ42 = 0.2, τ14 = τ41 = 1. 不失一

般性, 类似文献 [23,24], 在数值模拟中, 选取初始条
件ϕi(t) = 0.

利用MATLAB软件得到模拟结果 (见图 2 ,
图 3 ). 图 2给出了在线性反馈控制 (6)下动力学
网络的状态变量xi1, xi2, xi3的轨线, 图 3给出了在
控制 (6)下, 动力学网络 (1)的同步误差 ei1, ei2, ei3

的轨线.

          

-2

0

2

x
i


x x x x

          
-4

-2

0

2

x
i


x x x x

          
0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

t

x
i


x x x x

图 2 在控制 (6)下, 动力学网络 (1)的状态变量 xi1, xi2, xi3的轨线, 其中 i = 1, 2, 3, 4, d = 14.
Fig. 2. Trajectories of all state variables xi1, xi2, xi3 of dynamical network (1) under control (6), where
i = 1, 2, 3, 4, d = 14.

          
-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

e
i


 

 

e


e


e


          
-0.5

0

0.5

1.0

e
i


 

 

e e e

          
-0.5

0

0.5

1.0

t

e
i


 

 

e e e

图 3 在控制 (6)下, 动力学网络 (1)的同步误差 ei1, ei2, ei3 的轨线, 其中 i = 1, 2, 3, 4, d = 14

Fig. 3. Trajectories of SLS errors ei1, ei2, ei3 of dynamical network (1) under control (6), where i =

1, 2, 3, 4, d = 14.
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从这些数值模拟可以看出, 在线性反馈控制下
动力学网络的接连滞后同步可以实现.

4.2 自适应反馈控制

与此同时, 也可以在耦合矩阵不变以及其他条
件都一样的情况下, 用自适应反馈控制来实现接连

滞后同步.
模拟结果见图 4 , di(t)最终都稳定了, 说明实

现了接连滞后同步.另外, 由控制强度di(t)的轨线

图可知控制强度的最大值d∗i = 0.0812, 说明自适应
反馈控制确实可以大大降低控制强度, 更加符合现
实需要.

      
֓⊲

֓⊲



⊲

⊲

t

x
i

 

 

x x x x

      
֓⊲

֓⊲



⊲

⊲

t

x
i

 

 

x x x x

      

⊲

⊲

⊲

t

x
i

 

 

x x x x

      


⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

t

d
i↼

t↽

 

 

d1 d2 d3

图 4 动力学网络 (1)的状态变量 xi1, xi2, xi3 以及控制强度 di(t)的轨线, 其中 i = 1, 2, 3, 4

Fig. 4. Trajectories of all state variables xi1, xi2, xi3 and di(t) of dynamical network (1), where i = 1, 2, 3, 4.

定义控制器的能量消耗为 d̄ =
1

T

∫ T

0

d(t)dt,

其中T 为终端时刻. 基于该定义, 4.1节中线性反
馈控制的能量消耗为 d̄ = d = 14. 自适应反馈控制
的能量消耗为

d̄1 =
1

6

∫ 6

0

d1(t)dt ≈
1

6

m∑
j=1

d1(tj)∆t

= 0.025,

d̄2 =
1

6

∫ 6

0

d2(t)dt ≈
1

6

m∑
j=1

d2(tj)∆t

= 0.0809,

d̄3 =
1

6

∫ 6

0

d3(t)dt ≈
1

6

m∑
j=1

d3(tj)∆t

= 0.046,

其中∆t = 0.1 为插值步长, m为插值的总步数, tj
为插值时刻.对比发现, 自适应控制的能量消耗远
远小于线性反馈控制的能量消耗.

接下来, 我们用自适应反馈控制实现另一个网
络结构的接连滞后同步, 其拓扑结构及节点编号如
图 5所示.

35

2

1

4

图 5 节点数为 5的无权无向星形网络
Fig.5. Unweighted and undirected star-shaped net-
work with size n = 5.
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网络结构的耦合矩阵是

A =



−4 1 1 1 1

1 −1 0 0 0

1 0 −1 0 0

1 0 0 −1 0

1 0 0 0 −1


.

根据自适应反馈控制 (23), 得到

u1(t) = 0,

u2(t) = − c
[
x1 (t− τ21)− x5 (t− τ − τ15)

]
+ d1(t)e1(t),

u3(t) = − c
[
x1 (t− τ31) + x1 (t− τ − τ21)

− x5 (t− 2τ − τ15)
]

+ d1 (t− τ) e1 (t− τ) + d2(t)e2(t),

u4(t) = − c
[
x1 (t− τ41)

+ x1 (t− τ − τ31) + x1 (t− 2τ − τ21)

− x5 (t− 3τ − τ15)
]

+ d1 (t− 2τ) e1 (t− 2τ)

+ d2 (t− τ) e2 (t− τ) + d3(t)e3(t),

u5(t) = − c
[
x1 (t− τ51) + x1 (t− τ − τ41)

+ x1 (t− 2τ − τ31) + x1 (t− 3τ − τ21)

− x5 (t− 4τ − τ15)
]

+ d1 (t− 3τ) e1 (t− 3τ)

+ d2 (t− 2τ) e2 (t− 2τ)

+ d3 (t− τ) e3 (t− τ) + d4(t)e4(t). (28)

MATLAB模拟结果如图 6和图 7所示, 图 6给出了
在自适应反馈控制 (23) 下, 动力学网络 (1)的同

步误差 ei1, ei2, ei3的轨线, 图 7给出了其状态变量
xi1, xi2, xi3以及控制强度di(t)的轨线.

由图 6可以看出, 当 t → +∞ 时, ei → 0

(i = 1, 2, 3, 4, 5), 即在控制 (23)下, 系统 (1)的接
连滞后同步可以实现.

          
-⊲

-⊲



⊲

⊲

 

 

e e e e

          
-







 

 

e e e e

          
-







t

e
i


e
i


e
i


 

 

e e e e

图 6 在控制 (23)下, 动力学网络 (1)的同步误差 ei1, ei2, ei3的轨线, 其中 i = 1, 2, 3, 4, 5

Fig. 6. Trajectories of SLS errors ei1, ei2, ei3 of dynamical network (1) under control (23), where i = 1, 2, 3, 4, 5.

从这些数值模拟可以看出, 在自适应反馈控制
下动力学网络的接连滞后同步可以实现.

5 结 论

Li等 [20]依飞机按次序一一通过空中的相同位

置这一现象, 提出了接连滞后同步的概念.随后, 考
虑到节点之间的通信存在滞后现象, 含一致通信时
滞的网络上的接连滞后同步被Zhang等 [21]进行了

研究.然而由于节点的差异性, 节点与节点之间的
通信时滞一般来说是不一样的, 所以本文提出了带
有非一致通信时滞的动力学网络如何实现接连滞

后同步这一问题, 进而研究了它的全局稳定性.
本文设计了线性反馈控制和自适应反馈控制,

实现了带有非一致通信时滞的动力学网络上的接

连滞后同步, 重点分析了接连滞后同步的全局稳定
性, 获得了同步稳定的充分条件, 并且通过数值模
拟验证了理论的正确性.
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图 7 在控制 (23)下, 动力学网络 (1)的状态变量 xi1, xi2, xi3 以及控制强度 di(t) 的轨线, 其中 i = 1, 2, 3, 4, 5

Fig. 7. Trajectories of all state variables xi1, xi2, xi3 and di(t) of dynamical network (1) under control (23),
where i = 1, 2, 3, 4, 5.

值得注意的是, 本文研究的模型只是局限在一
个复杂网络里, 使得不同节点之间实现了接连滞后
同步, 如何在两个甚至多个动力学网络中实现接连
滞后同步, 本文中设计的方法是否还适用, 这是值
得进一步研究的问题.
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Abstract
In dynamical networks, usually there are time delays among nodes during their communication. Different pairs

of nodes generally have different time delays (i.e., having non-uniform communication delays). It has more practical
significance to study the successive lag synchronization on dynamical networks with non-uniform communication delays.
So, in this paper we construct a dynamical network model with non-uniform communication delay. Then, by designing
linear feedback control and adaptive feedback control, and by using the Lyapunov function method, we obtain sufficient
conditions for guaranteeing the stability of successive lag synchronization. Finally, in the numerical simulation, we choose
the Chua’s circuit as the local nonlinear dynamic and two kinds of topological structures for dynamical network to verify
the effectiveness and correctness of obtained results.

Keywords: successive lag synchronization, linear feedback control, adaptive control, non-uniform
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