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应用推广的 tanh函数展开法, 给出了Korteweg-de Vries方程具有准孤立子行为的两组孤子 -椭圆周期波
解, 其中一组为新解. 推导了均匀磁化等离子体中描述离子声波动力学行为的Korteweg-de Vries方程, 发现
电子分布、离子电子温度比、磁场大小、磁场方向对离子声准孤立子的波形具有显著影响.

关键词: Korteweg-de Vries方程, 孤子 -椭圆周期波, 准孤立子行为, 离子声波
PACS: 02.30.IK, 05.45.Yv, 52.35.Mw, 52.35.Fp DOI: 10.7498/aps.67.20180094

1 引 言

Korteweg-de Vries (KdV)方程是孤子理论的
基础模型之一, 它具有非常典型的可积性, 如Lax
表示 [1]、无穷多对称及守恒律 [2]、N -孤子解 [3]及

Painlevé性质 [4]等. KdV方程也是物理学诸多分
支学科中一个重要的非线性数学物理模型, 在非线
性光学、玻色 -爱因斯坦凝聚、等离子体物理、生物
物理等分支学科中都有着广泛的应用 [5]. 在等离子
体物理中, KdV方程可描述有限小振幅离子声波、
磁声波、阿尔文波 [6]等. 例如, 在近期的一项实验
研究报告中, Bandyopadhyay等 [7]指出尘埃声孤

立波的振幅和特征宽度随等离子体参数的变化可

由KdV方程的经典孤立子解来描述, 而在有限小
振幅及低马赫数条件下, 理论结果更是和实验数据
高度符合.

孤子方程的解析解研究是非线性科学中的

热点课题 [8,9]. 最近, 通过非局域对称的局域化
及对称约化, Lou等 [10]给出了KdV方程、非线性

Schrödinger方程等若干孤子方程的孤子 -椭圆周期
波解, 并发现孤子和椭圆周期波之间的相互作用
是弹性的, 相互作用后两者仅有相位变化. 基于
这些方法, Lou [11]又提出了推广的Painlevé 截断
展开法和推广的 tanh函数展开法. 应用此类推广
的方法可直接给出孤子与其他非线性波的相互作

用解, 如孤子与椭圆周期波、Painlevé波、Airy波、
Bessel 波等的相互作用解 [12−20]. 而在等离子体物
理中, 人们很早就开始了关于孤子与小振幅周期
波之间相互作用的数值研究 [21,22]. 例如, Deeskow
等 [21]早在 1987年就应用数值方法研究了非磁化
等离子体中离子声波和朗缪尔波同时激发的情况,
在允许离子扰动和电荷分离条件下, 朗缪尔波电场
和离子声波电势的耦合是一种具有准孤子行为的

结构, 即朗缪尔波电场可由包络孤子描述,而离子
声波电势则以小振幅周期波的形式围绕在包络孤

子周围. 最近, Keane等 [22]也进行了这方面的研

究, 从包含量子修正的霍尔磁流体力学方程组出
发, 导出了耦合Zakharov型方程并进行了数值研
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究, 发现初值解形如穿了“衣服”的孤立波, 即高
斯波峰被小振幅周期波围绕, 并具有在时空演化中
保持波形不变的性质. 此外, 流体力学中已有关于
孤立波和小振幅周期波之间相互作用的实验研究

和实际观测 [23−25]. 例如, Farmer和Smith [24]以及

Akylas和Grimshaw [25]曾在加拿大某海湾观测到

了类似孤立波的结构与小振幅周期波之间的相互

作用现象.
本文考虑KdV方程的孤子 -椭圆周期波解及

其准孤立子行为. 应用推广的 tanh函数展开法, 给
出KdV方程具有准孤立子行为的两组孤子 -椭圆
周期波解及双孤立子解. 另外,运用约化摄动法推
导描述离子声波动力学行为的KdV方程, 并由此
讨论等离子体参数对离子声准孤立子波形的影响.

2 KdV方程的准孤立子解

在等离子体物理中, KdV方程一般可写为

ut +Auux +Buxxx = 0, (1)

其中A是非线性项系数, B是色散项系数, 两者由
等离子体参数决定. 根据推广的 tanh函数展开法,
可知KdV方程的解u具有如下截断展开 [14]:

u = u0 + u1 tanh(w) + u2 tanh(w)2, (2)

其中ui和w都是关于 (x, t)的待定函数. 将截断展
开(2)式代入KdV方程, 并令 tanh(w)5, tanh(w)4,
tanh(w)3的系数为零, 可求得u2, u1及u0为：

u2 = −12Bw2
x

A
, u1 =

12Bwxx

A
,

u0 =
B

A

(
3w2

xx

w2
x

− 4wxxx

wx
+ 8w2

x

)
− wt

Awx
. (3)

将(3)式代入 tanh(w)2的系数方程, 可得w的相容

性方程

wt

wx
+B

(
wxxx

wx
− 3w2

xx

2w2
x

− 2w2
x

)
+ λ = 0, (4)

其中λ是积分常数. 由(3)式和(4)式, KdV方程的
解(2)可写为

u =
B

A

[
3

2

w2
xx − 2wxwxxx + 4w4

x

w2
x

+ 12wxx tanh(w)

− 12w2
x tanh(w)2

]
+

λ

A
. (5)

最后, 可直接验证(3)式—(5)式满足 tanh(w)1和
tanh(w)0的系数方程. 由此说明, 若w满足其相

容性方程(4), 则(5)式为KdV方程的解.
为了求得KdV方程的孤子 -椭圆周期波解, 可

将w设为 [26]：

w =
x− V1t

W1
+ c1arctanh

[
c2sn

(
x− V2t

W2
,m

)]
,

(6)

其中 sn是 Jacobi椭圆正弦函数, m为其模数, V1,
V2分别为孤立波和椭圆周期波的速度, W1是孤

立波的特征宽度, W2与椭圆周期波波长相关. 将
关于w的假设(6)式代入相容性方程(4), 由 Jacobi
椭圆函数 sn, cn, dn的各阶系数可得到关于参数
{m,V1, V2,W1,W2, c1, c2, λ}的超定方程组. 在这
些超定方程组中, 若取 {m,V1, V2}为任意值, 则可
求得关于 {W1,W2, c1, c2, λ}的参数解. 在较早的
研究中 [26], 给出了其中一组参数解:

W1 =

√
8B(1−m2)

V1 − V2
, W2 =

√
2B(1−m2)

V1 − V2
,

λ =
(m2 − 5)V1 + (3m2 + 1)V2

4(m2 − 1)
,

c1 =
δ

2
, c2 = m, δ2 = 1. (7)

在此参数条件下, KdV方程的孤子 -椭圆周期波解
具有比较简洁的形式:

u =
3(V1 − V2)

2AG2

[
(m2 − 1 + 2G)2

(m2 − 1)
tanh(w)2

− 2δmS(m2 − 1 + 2G) tanh(w) +m2 − 1

]
− (m2 + 7)V1 − (3m2 + 5)V2

2A(m2 − 1)
, (8)

其中

G = 1−m2S2 + δmCD, S ≡ sn(η,m),

C ≡ cn(η,m), D ≡ dn(η,m).

在孤子 -椭圆周期波解(8)中, 取V1 = V , V2 = −V

及m = 0可得满足零边界条件的经典孤立子解为:

u =
3V

A
sech2

(
x− V t

W

)
, W =

√
4B

V
. (9)

由此不难发现孤子 -椭圆周期波解(8)在渐进条件
V1 = V , V2 = −V 及m → 0下具有准孤立子行为.
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研究发现孤子 -椭圆周期波解的参数条件也可
取为:

W1 =

√
8B(1−m)2

(1 +m)2(V1 − V2)
,

W2 =

√
2B(1−m)2

V1 − V2
,

λ =
5(1 +m2)V1 + 6mV1 − (m2 + 14m)V2

4(1−m2)
,

c1 = δ, c2 =
√
m, δ2 = 1. (10)

由此参数条件, 可得KdV方程的一个新孤子 -椭圆
周期波解, 其形式略为复杂:

u = − 3(V1 − V2)

2A

[
m2 + 6m+ 1

(1−m)2
− 4mS2

(1−mS2)2

+
4δ
√
m(1 +m)CD

(1−m)2(1−mS2)

]
tanh(w)2

− 6(V1 − V2)

A

4δ
√
mS(1 +mS2)

(1−mS2)2
tanh(w)

+
H1

A(1−m)2H2
, (11)

其中H1和H2的具体表达式见附录A. 孤子 -椭圆
周期波解(11)在渐进条件V1 = V , V2 = −V 及

m → 0下也具有准孤立子行为, 下面以图示说
明. 准孤立子解(11)与经典孤立子解(9)的对比如
图 1所示, 由m = 0.0016, m = 0.0004及经典孤立

子解 (m = 0)的波形对比可知, m 取值越小, 孤
子 -椭圆周期波解的孤子核越接近于满足零边界条
件的经典孤立子, 而围绕在其周围的椭圆周期波也
越接近于在零附近振荡的正余弦波. KdV方程的
孤子 -椭圆周期波解(8)式和(11)式都具有准孤立子
行为, 可统称为准孤立子解.

显然, 在参数条件(7)式和(10)式中, m都不可
取为 1. 因此, 孤子 -椭圆周期波解(8)和(11)式都无
双孤立子极限. 为求得双孤立子解, 可将w设为：

w =
x− V1t

W1
+ c0arctanh(c tanh(η)),

η =
x− V2t

W2
. (12)

将(12)式代入相容性方程(4), 令 tanh(η)的各阶系
数为零, 可求得关于{c0,W1,W2, λ}的参数解：

c0 = −1, W1 =

√
4B(1− c2)

V1 − V2
,

W2 =
1

c

√
2B(1− c2)

V1 − V2
,

λ =
(3− 2c2)V1 + V2

2(1− c2)
. (13)

由(5)式, (12)式及(13)式, 可给出KdV方程的双孤
立子解：

u =
3(V1 − V2)

A(1− c2 tanh(η)2)

[
(1− c2)sech(w)2

− 2c3 tanh(η)sech(η)2 tanh(w)

− 3− 2c2

3(1− c2)
tanh(η)2 + (3− c2) tanh(η)

+ 2(1− c2)
]
+

V2

A
. (14)

图 2是由(14)式描述的双孤立子追赶相互作
用, 其中高瘦孤立波的波速为V1 = 1.25, 矮胖孤立
波的波速为V2 = 0.75. 由图 2可知, 两孤立波在发
生追赶相互作用后并不改变原有的波形与波速, 仅
发生相位变化.

Quasi-soliton↼m/⊲↽

Quasi-soliton↼m/⊲↽

Classical-soliton↼m/↽

-20 -10 0 10 20

0

0.2

0.4

0.6

x

u

图 1 准孤立子解(11)与经典孤立子解(9)的对比 波参数为 V1 = 1, V2 = −1, V = 1 及 δ = 1, KdV 方
程的系数为A = 6, B = 1

Fig. 1. Comparison of quasi-soliton solution (11) with the classical solion solution (9). Wave param-
eters are selected as V1 = 1, V2 = −1, V = 1, δ = 1 and coefficients of the KdV eqation are A = 6,
B = 1.
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图 2 由(14)式给出的双孤立子相互作用 波参数为

V1 = 1.25, V2 = 0.75及 c = 0.75, KdV方程的系数为
A = 6, B = 1

Fig. 2. Two soliton interaction given by equation (14).
Wave parameters are selected as V1 = 1.25, V2 = 0.75,
c = 0.75 and coefficients of the KdV eqation are A = 6,
B = 1.

3 描述离子声波动力学行为的KdV
方程

考虑均匀磁化等离子中的离子声波, 等离子体
的成分是超热电子和热离子. 相对于离子, 电子质
量极小, 可忽略电子惯性. 假设等离子体沉浸在恒
定磁场B = B0ẑ 中, ẑ是单位矢量. 平衡态时, 由
电中性可知ne0 = ni0 = n0, ne0, ni0 分别是平衡态

时的电子、离子数密度. 另外, 假设超热电子遵循κ

分布

ne = n0

[
1− eϕ

(κ− 3/2)Te

]−κ+ 1
2

,

其中, 参数κ (κ > 3/2)是表征电子分布偏离麦克
斯韦分布程度的物理量.

在上述条件下, 离子声波的动力学行为可由连
续性方程、动量方程和泊松方程来描述:

∂ni
∂t

+∇ · (niui) = 0, (15)
∂ui
∂t

+ (ui · ∇)ui

=−∇ϕ+Ωui × ẑ − γσn
− 1

3
i ∇ni, (16)

∇2ϕ =

(
1− ϕ

κ− 3/2

)−κ+ 1
2

− ni. (17)

(15)式—(17)式中, ni是热离子的粒子数密度, 由
平衡态离子数密度n0无量纲化; ui是由离子声

速Cs = (Te/mi)
(1/2)无量纲化后的离子流体速

度; 电势ϕ则由Te/e无量纲化; 时间变量和空间变
量分别经离子等离子体离子频率的倒数 ω−1

pi =√
mi/(πn0e2)和德拜长度λDe =

√
Te/(4πn0e2)

无量纲化; 离子回旋频率Ω = B0/
√
4πn0mi经离

子等离子体频率ωpi无量纲化; σ = Ti/Te是离子

电子温度比. 对于低频离子声波过程, 可认为电
子是绝热的, 动量方程(16)式中的绝热系数可取为
γ = 5/3. 此外, 对于有限小振幅波 eϕ

Te
≪ 1, 泊松方

程可做如下近似展开:

∇2ϕ ≃ (1− ni) + aκϕ+ bκϕ
2,

aκ =
2κ− 1

2κ− 3
, bκ =

4κ2 − 1

2(2κ− 3)2
. (18)

下面应用约化摄动法来研究磁化超热电子 -热
离子中的有限小振幅离子声波. 首先引入坐标变换

ξ = ε1/2(lxx+ lyy + lzz − Vpt), τ = ε3/2t, (19)

其中 ε ≪ 1 是描述弱色散效应的无穷小参数, Vp

是待定离子声波相速度; lx, ly, lz是波矢量k沿 x,
y, z方向的余弦值,且 lx, ly, lz满足 l2x+ l2y+ l2z = 1.
由于磁场在各个方向的非均匀性, 相对于平行于磁
场方向的离子流体速度分量, 离子流体速度沿垂直
于磁场方向的分量应在 ε的更高阶次. 故可将独立
变量在平衡态附近按 ε的幂次展开为:

ni = 1 + εn1 + ε2n2 + · · · , (20)

ϕ = εϕ1 + ε2ϕ2 + · · · , (21)

uix = ε
3
2u1x + ε2u2x + · · · , (22)

uiy = ε
3
2u1y + ε2u2y + · · · , (23)

uiz = εu1z + ε2u2z + · · · . (24)

将 (20)式—(24)式代入流体力学方程组 (15)
式—(17)式并收集 ε的各阶系数, 可得到关于各阶
扰动量的相容性方程. 由 ε的最低幂次, 可求得n1,
u1x, u1y及u1z为

n1 = aκϕ1, (25)

Ωu1x = − (1 + γσaκ)ly
∂ϕ1

∂ξ
, (26)

Ωu1y = (1 + γσaκ)lx
∂ϕ1

∂ξ
, (27)

V u1z =
V 2n1

lz
= (1 + γσaκ)lzϕ1. (28)

由 (25)式—(28)式可给出离子声波的相速度Vp为

Vp = lz

(
γσ +

1

aκ

) 1
2

. (29)

由(29)式可知,当离子电子温度比σ增加时,离子声
波相速度增加; 当磁场方向与波矢量方向的夹角增
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加时 (lz减小), 离子声波相速度减小; 当电子偏离
麦克斯韦分布的程度增加时 (κ减小), aκ增大, 离
子声波相速度减小.

由 ε的高一阶幂次的系数, 可得关于二阶小量
的相容性方程. 代入(25)式—(29)式可求得:

uy2 =
lyVp(1 + γσaκ)

Ω

∂2ϕ1

∂ξ2
, (30)

ux2 =
lxVp(1 + γσaκ)

Ω

∂2ϕ1

∂ξ2
, (31)

∂uz2

∂ξ
= − aκ

lz

∂ϕ1

∂τ
− 2aκlz(1 + γσaκ)

Vp
ϕ1

∂ϕ1

∂ξ

− Vp(1− l2z)(1 + γσaκ)

lzΩ2

∂3ϕ1

∂ξ3

+
Vp
lz

∂n2

∂ξ
, (32)

n2 = aκϕ2 + bκϕ
2
1 −

∂2ϕ1

∂ξ2
. (33)

由(30)式—(33)式的相容性, 可给出KdV 方程
∂ϕ1

∂τ
+Aϕ1

∂ϕ1

∂ξ
+B

∂3ϕ1

∂ξ3
= 0, (34)

其中, 非线性项系数A和色散项系数B为:

A =
Vp

1 + γσaκ

(
3a2κ − 2bκ

2aκ
− 4γσa2κ

3

)
, (35)

B =
Vp
2

[
(1− l2z)(1 + γσaκ)

aκΩ2
+

1

(1 + γσaκ)aκ

]
.

(36)

4 等离子体参数对波形的影响

由于KdV方程的非线性项系数A和色散项系

数B由等离子体物理参数决定, 故等离子体参数的
变化会引起孤子核的特征宽度和振幅的变化, 同样

也会引起围绕在其周围的小振幅周期波的波长和

振幅的变化. 下面讨论在实验室坐标系中等离子
体参数对离子声准孤立子波形的影响. 在(21)式中,
忽略高阶小量, 可取ϕ = εϕ1. 由(8)式及(19)式, 不
难给出电势离子声准孤立子在实验室坐标系下的

表达式.
首先, 考虑电子分布偏离麦克斯韦分布的程度

(κ)对离子声准孤立子波形的影响. 对于遵循κ分

布的电子, 当κ减小时, 超热电子成分增加, 电子偏
离麦克斯韦分布的程度增加; 当κ增大时, 超热电
子成分减少, 电子偏离麦克斯韦分布的程度减小.
图 3为离子声准孤立子波形随电子分布偏离麦克
斯韦分布程度 (参数κ)的变化, 由图可知, 当κ增大

时, 即电子分布偏离麦克斯韦分布的程度减小时,
孤子核的振幅和特征宽度都增大, 围绕在孤子核
周围的小振幅周期波的振幅和波长也都增大. 当
κ → ∞时, 电子遵循麦克斯韦分布, 孤子核的振幅
和特征宽度、小振幅周期波的振幅和波长达到最大

值. 这种现象说明, 当超热电子变得越来越稀疏时
(κ 增大), KdV方程的非线性项系数A减小而色散

项系数B增大, 进而使孤子核的振幅和特征宽度、
小振幅周期波的振幅和波长都增大. 从物理上来
讲, 离子声波由电子热压强提供驱动力, 而κ增大

的过程也可视为电子热压强增加的过程, 从而使孤
子核的振幅和特征宽度、小振幅周期波的振幅和波

长都增大. 文献 [27]研究了电子分布参数κ对经典

孤立子波形的影响, 研究表明κ 增大将导致经典孤

立子的振幅和特征宽度都增大; 而当κ → ∞ 时, 经
典孤立子的振幅和特征宽度达到最大值, 其研究结
果与本文一致.
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κ=50
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图 3 离子声准孤立子波形随电子分布偏离麦克斯韦分布程度 (参数 κ)的变化 波参数为 ε = 0.1, m = 0.02, δ = −1,
V1 = −V2 = 0.05, Ω = 0.3, σ = 0.01, lx = 0.5及 lz = 0.3

Fig. 3. Variation of the ion acoustic (IA) quasi-soliton structure with respect to the electron superthermality κ.
Wave parameters are ε = 0.1, m = 0.02, δ = −1, V1 = −V2 = 0.05, Ω = 0.3, σ = 0.01, lx = 0.5 and lz = 0.3.
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图 4 离子声准孤立子波形随离子与电子之间温度比 σ = Ti/Te的变化 波参数为 ε = 0.05, m = 0.025, δ = −1,
V1 = −V2 = 0.05, lx = 0.5, lz = 0.3, Ω = 0.3及 κ = 3

Fig. 4. Variation of the IA quasi-soliton structure with respect to the ion to electron temperature ratio σ for ε = 0.05,
m = 0.025, δ = −1, V1 = −V2 = 0.04, lx = 0.5, lz = 0.3, Ω = 0.3 and κ = 3.

其次, 考虑离子电子温度比 (σ)对离子声准孤
立子波形的影响. 图 4为离子声准孤立子波形随离
子与电子之间温度比σ = Ti/Te的变化, 由图可知,
当离子与电子之间温度比σ = Ti/Te减小时, 孤子
核振幅、周期波振幅增大, 孤子核特征宽度、周期波
波长减小; 当离子为冷离子,即σ = 0时, 孤子核振
幅、周期波振幅达到最大值, 而孤子核特征宽度、周
期波波长达到最小值. 这种现象说明, 当离子与电
子之间温度比σ减小时, KdV方程的非线性项系数
A和色散项系数B都减小, 进而使孤子核振幅、周
期波振幅增大, 孤子核特征宽度、周期波波长减小.
文献 [28]研究了离子与电子之间温度比对经典孤
立子的影响, 发现离子电子温度比σ = Ti/Te 减小

时, 经典孤立子的振幅将增大而特征宽度将减小,
此结果与图 4孤子核的波形变化一致.

Ω

W

λc

λ
c
֒ 
W



      







图 5 孤子特征宽度及周期波波长随磁场大小Ω的变化

波参数为m = 0.02, δ = 1, V1 = −V2 = 0.05; 等离子体
参数为 σ = 0.01, lz = 0.3及 κ = 50

Fig. 5. Variation of soliton width and wavelength of
periodic wave with respect to the electron magnetic
field strength Ω for m = 0.02, δ = 1, V1 = −V2 = 0.05

and plasma parameters are σ = 0.01, lz = 0.3 and
κ = 50.

第三, 考虑离子声准孤立子波形随磁场大小Ω

的变化. 由(35)和(36)式可知, 非线性项系数A与

磁场大小Ω无关, 因此, 孤子核振幅、周期波振幅
与磁场大小Ω变化无关. 下面仅讨论磁场大小Ω

对孤子核特征宽度、周期波波长的影响. (7)式给
出了孤子核特征宽度表达式, 文献 [26]由“穿衣服”
结构给出了周期波波长为λc = 4K(m)W2, K(m)

是第一类Legendre完全椭圆积分, 由此可做图讨
论. 图 5为孤子特征宽度及周期波波长随磁场大小
Ω 的变化, 由图可知, 当磁场取值较小时, Ω增大
将导致孤子核特征宽度、周期波波长显著减小. 当
Ω进一步增大时, 孤子核特征宽度、周期波波长都
将趋向一固定值. 此现象可由KdV方程色散项系
数的表达式给出解释. 当磁场大小Ω 达到极限,即
(1 − l2z)(γσ + 1/aκ) ≪ Ω2 时, 色散项系数B可近

似取为

B ≈ Vp
2

[
1

(1 + γσaκ)aκ

]
, (37)

此时, 色散项系数B与Ω无关, 故孤子核特征宽度、
周期波波长存在极限值. 文献 [27, 29]考虑了磁场
大小Ω对经典孤立子的影响, 也发现磁场大小Ω对

孤子特征宽度的影响存在一个极限值.
最后, 讨论离子声准孤立子波形随磁场方向与

波矢量之间夹角的变化. 图 6为离子声准孤立子波
形随倾斜程度 lz的变化, 由图可知, 当磁场B与波

矢量k之间夹角 θ 增大时, lz减小, 孤子核振幅、周
期波振幅增大, 孤子核特征宽度、周期波波长减小.
当磁场B与波矢量k之间夹角为直角时, lz为零,
孤子核振幅、周期波振幅达到最大值, 孤子核特征
宽度、周期波波长达到最小值.
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图 6 离子声准孤立子波形随倾斜程度 lz的变化 波参数为 ε = 0.1, m = 0.02, δ = −1, V1 = −V2 = 0.04,
lx = 0.5, Ω = 0.3, σ = 0.01及 κ = 3

Fig. 6. Variation of the IA quasi-soliton structure with respect to obliqueness lz for ε = 0.1, m = 0.02,
δ = −1, V1 = −V2 = 0.04, lx = 0.5, Ω = 0.3, σ = 0.01 and κ = 3.

5 结 论

本文应用推广的 tanh函数展开法给出了KdV
方程具有准孤立子行为的两组孤子 -椭圆周期波解,
其中一组为新解.讨论了均匀磁化等离子体中描述
离子声波动力学行为的准孤立子, 发现电子分布偏
离麦氏分布、离子电子温度比、磁场大小和磁场方

向对离子声准孤立子波形具有显著影响. 本文给出
的准孤立子解可应用到物理学的众多领域. 例如,
可将准孤立子解视为“穿衣服”孤立子, 并在实验
和数值研究中给出经典孤立子解的修正.

附录A
H1和H2的具体表达式为:

H1 = 2δa1

√
m(1 +m)(1−mS2)3CD

− a2(1 +m4S8) + 2a3mS2(1 +m2S4)

− 2a4m
2S4,

H2 = δm(1 +m)2S2(1 +m2S4)

− 4δ
√
m(1 +m)(1−mS2)3

− (m2 + 6m+ 1)(1 +m4S8)

− 2m2S4(7m2 + 10m+ 7).

H1中, a1, a2, a3和 a4可表达为:

a1 = (7m2 + 18m+ 7)V1 − (5m2 + 22m+ 5)V2,

a2 = (2m4 + 36m3 + 52m2 + 36m+ 2)V1

− (1 +m)2(m2 + 30m+ 1)V2,

a3 = (17m4 + 52m3 + 118m2 + 52m+ 17)V1

− (13m4 + 52m3 + 126m2 + 52m+ 13)V2,

a4 = (20m4 + 116m3 + 112m2 + 116m+ 20)V1

− (13m4 + 120m3 + 118m2 + 120m+ 13)V2.
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Abstract

Investigation of interaction between solitons and their background small amplitude waves has been an interesting

topic in numerical study for more than three decades. A classical soliton accompanied with oscillatory tails to infinite

extent in space, is an interesting quasi-soliton, which has been revealed in experimental study and really observed.

However, analytical solution of such a special quasi-soliton structure is rarely considered. In this paper, two branches of

soliton-cnoidal wave solution as well as the two-soliton solution of the Korteweg-de Vries (KdV) equation are obtained by

the generalized tanh expansion method. The exact relation between the soliton-cnoidal wave solution and the classical

soliton solution of the KdV equation is established. By choosing suitable wave parameters, the quasi-soliton behavior of

the soliton-cnoidal wave solution is revealed. It is found that with modulus of the Jacobi elliptic function approaching

to zero asymptotically, the oscillating tails can be minimized and the soliton core of the soliton-cnoidal wave turns closer

to the classical soliton solution. In addition, the quasi-soliton structure is revealed in a plasma physics system. By the

reductive perturbation approach, the KdV equation modeling ion acoustic waves in an ideal homogeneous magnetized

plasma is derived. It is confirmed that the waveform of the quasi-soliton is significantly influenced by the electron

distribution, temperature ratio of ion to electron, magnetic field strength, and magnetic field direction. Interestingly, the

amplitude of the quasi-soliton keeps constant due to the Ω-independence of nonlinear coefficient A. The width of the

soliton core and the wavelength of the surrounded periodic wave become constant with the further increase of Ω. The

explicit soliton-cnoidal wave solution with quasi-soliton behavior obtained here is applicable to many physical scenarios.

For instance, the quasi-soliton structure can be viewed as a classical soliton with perturbations, and can correct the

classical soliton in both theoretical and experimental study.
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