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各向异性表面张力对定向凝固中共晶生长

形态稳定性的影响∗

徐小花1) 陈明文1)† 王自东2)‡

1)(北京科技大学数理学院, 北京 100083)

2)(北京科技大学材料科学与工程学院, 北京 100083)

( 2018年 1月 25日收到; 2018年 3月 15日收到修改稿 )

研究各向异性表面张力对定向凝固中共晶生长形态稳定性的影响. 应用多重变量展开法导出了共晶界面
表达式和扰动振幅的变化率满足的色散关系. 结果表明, 共晶生长系统有两种整体不稳定性机理: 由非震荡
导致的 “交换稳定性”机理和由震荡导致的 “整体波动不稳定性”机理. 震荡有四种典型模式, 即: 反对称 -反
对称 (AA-), 对称 -反对称 (SA-)、反对称 -对称 (AS-)和对称 -对称 (SS-)模式. 稳定性分析表明: 共晶界面形态
稳定性取决于Peclet数 ε的某一个临界值 ε∗, 当 ε大于临界值 ε∗时, 共晶界面形态不稳定; 当 ε小于临界值 ε∗

时, 共晶界面形态稳定. 随着各向异性表面张力增大, 对应于AA-, SA-和 SS-模式的临界值 εaa∗, εsa∗和 εss∗

随之减小, 表明各向异性表面张力减小这三种模式的稳定性区域; 然而, 随着各向异性表面张力增大, 对应于
AS-模式的临界值 εas∗随之增大, 表明各向异性表面张力增大AS-模式的稳定性区域.

关键词: 定向凝固, 共晶生长, 各向异性表面张力, 形态稳定性
PACS: 81.10.Aj, 68.03.Cd, 68.08.–p, 81.30.Fb DOI: 10.7498/aps.67.20180186

1 引 言

共晶界面形态稳定性是凝聚态物理学和材料

科学的一个基础课题 [1−6]. 定向凝固过程中晶体
形态的不稳定性可能会导致不同的微观结构, 最
终极大地影响产品的物理和机械性能. Hele-Shaw
生长室是观察共晶定向凝固过程的典型实验装置,
它是一个封存有样品材料的十分扁平的容器. 生
长室设置了一个高温区与一个低温区, 高温区的
温度设为TH, 低温区的温度为TC, 材料的凝固温
度TM介于两者之间: 即TC < TM < TH. 由于上
述温度的设置, 生长室内的样品材料将在高温区
处于液态, 在低温区处于固态, 在两个温区之间的
某处, 将有一个近似平直的固 -液界面. 共晶生长
系统具有两个组元 (A+B), 组元B在混合熔体中的

浓度用C表示. 二元液态混合物被凝固成α相和β
相, 在α相中, 组元A是主要成分, 组元B是次要成
分; 在β相中, 组元B是主要成分, 组元A是次要成
分. 多年来, 针对共晶界面形态稳定性有广泛的数
值和实验研究. Karma和Sarkissian [7]利用数值方

法发现片层共晶生长主要包含两种震荡稳定模式

和一种震荡不稳定模式, 共三种不同类型的稳定模
式. 在对称的片层共晶生长中观察到的主要是震
荡稳定模式, 在非对称的片层共晶生长中观察到的
主要是震荡不稳定模式. Parisi和Plapp [8]利用三

维相场模拟发现锯齿形的不稳定性可能导致片层

共晶转化成棒状共晶. Ginibre等 [9]通过实验发现

界面倾斜或者震荡将导致新的共晶生长模式. 除
了用数值、模拟和实验的方法研究共晶生长形态不

稳定性以外, 还有一些研究人员采用解析的方法.
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Datye和Langer [10]对共晶生长系统进行线性稳定

性分析, 他们假设界面平直从而获得对应问题的特
征值. Xu等 [11−13]利用渐近分析方法研究了各向

同性表面张力作用下共晶生长形态稳定性, 发现片
层共晶生长系统包含两种不稳定性机理: “交换稳
定性”机理和 “整体波动不稳定性”机理.

固体材料本身并非各向同性介质, 其晶格结构
使固体体内的物理量以及表面的物理参数依赖于

取向, 变为各向异性量. 固体材料这些物理参量的
各向异性特征对凝固过程动力学与界面稳定性机

理以至对界面微结构图案的形成与选择造成重要

的影响 [14]. 王志军等 [15,16] 研究了各向异性表面

张力对定向凝固过程中初始平界面稳定性的影响,
发现各向异性表面张力的非线性效应导致界面倾

斜生长. Chen等 [17]研究了各向异性表面张力对定

向凝固过程中球晶生长的影响, 发现在各向异性表
面张力作用下, 球晶生长初始阶段部分界面首先向
内移动, 达到一定的熔化深度后向外移动. Xu [18]

研究了各向异性表面张力对定向凝固过程中枝晶

生长的影响, 发现当存在各向异性表面张力时, 枝
晶系统具有两种不同的整体不稳定性机理: 震荡不
稳定性与低频不稳定性. 陈明文等 [19]研究了各向

异性表面张力对定向凝固过程中深胞晶生长的影

响, 发现当各向异性表面张力增大时, 深胞晶界面
全长增大, 根部低端的曲率半径增大. 本文应用多
重变量展开法研究各向异性表面张力条件下定向

凝固共晶生长形态稳定性, 揭示了各向异性表面张
力对共晶生长不稳定性区域大小的影响.

-1.0 0 0.5-0.5 1.0

(b- )(b- ) (a- ) (a- )

z

x

图 1 共晶结构的示意图

Fig. 1. Schematic diagram of the eutectic structure.

2 定向凝固系统的数学模型

假设由α和β两相组成的片层共晶以拉度V 向

液相稳定推进, 共晶片层与固 -液界面垂直. 选取

固 -液界面处α相片层的中心为坐标原点, x轴与
片层垂直, z轴与晶体生长方向平行, 如图 1所示.
共晶界面用函数 z = h(x, t)表示, 它也是共晶生长
解的一部分.

本文引用Xu等 [12]的无量纲化尺度, 并且假设
主间距的一半 ℓw远小于溶质扩散长度 ℓD = κD/V ,
即 ℓw ≪ ℓD, 其中κD为溶质扩散系数. 选取

ℓw为长度尺度, V 为速度尺度, ℓw/V 为时间尺

度, ∆H/(cPρL)为温度尺度, Ce为浓度尺度, 其
中∆H是单位体积内固相潜热, cP是比热容, ρL

是溶质密度, Ce是共晶浓度. 无量纲温度 T̄ =

(T−Te)/[∆H/cPρL],无量纲浓度 C̄ = (C−Ce)/Ce,
无量纲无穷远处浓度 C̄∞ = [(C∞)D − Ce]/Ce, 其
中Te是共晶温度, (C∞)D是有量纲无穷远处浓度.
为了书写简洁起见, 下文省略掉无量纲量头上
的符号 “-”. 各向异性表面张力用四重对称函数
γ(θ) = γ0[1 + γ4 cos(4θ)] [14]表示, 其中γ0为各向

同性表面张力系数, γ4为各向异性表面张力系数,
θ为界面法向量与 z轴之间的夹角. 共晶生长系
统还包含以下无量纲量: Peclet数Pe = ℓw/ℓD;
形态参数M = (−mCe)/[∆H/(cPρL)], m 是液
相线系数; 界面稳定性参数Γ = ℓc/ℓw, ℓc是

毛细长度, ℓc = γ0cPρLTe/(∆H)2; 无量纲温度
梯度G = (G)Dℓw/[∆H/(cPρL)], (G)D是与实验

装置相关的有量纲温度梯度; 无量纲间距参数
Wc = wc/ℓw, wc表示α相宽度的一半.

注意到γ0, γ4, m和分离系数κ都是分段常值

函数, 在α相和 β相都有各自对应的常数值. 用
q来代表这类物理量, qα表示其在α相的函数值,
qβ表示其在 β相的函数值. 由于溶质扩散长度
ℓD远小于热扩散长度 ℓT = κT/V , 即 ℓD ≪ ℓT,
其中κT是热扩散系数. 界面温度可以近似表
示为TL = TS ∼ G(z − z∗), 其中TL, TS分别是

液相和固相温度, z∗是与α相尖端位置有关的
常数. 对于典型的实验材料, Peclet数Pe很小.
以CBr4-C4Cl6 [20,21] 生长系统为例, Pe ≈ 0.01,
Γ ≈ 2.5 × 10−5. 为了做渐近分析, 本文把Peclet
数Pe作为基本的小参数, 假设 ε = Pe ≪ 1且

Γ = ε2Γ̄ , Γ̄ = O(1).
为考察共晶生长形态稳定性, 利用共晶生长

的定常解作为基态进行稳定性分析. 在初始时刻
t = 0时对基态解做一小扰动, 并将在 t > 0以后形
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成的非定常解分解成两个部分:

C(x, z, t, ε) = CB(x, z, ε) + C̃(x, z, t, ε), (1)

h(x, t, ε) = hB(x, ε) + h̃(x, t, ε), (2)

其中 {CB, hB}是系统的基态, {C̃, h̃}是系统的扰

动态. 假设初始扰动态的范数
∥∥C̃(x, z, 0, ε)∥∥ ≪ 1.

共晶生长系统的定常解为 [11]:

CB = ϖĈ∞(1− e−εz) + εϖ[d11,0 e−εz + Ω̄11(x, z)] + · · · , (3)

hB(x) ≈ ϖhc,0(x) =

ϖ[h̄01,α(x)(1− eks,αx̂) + S01 eks,αx̂], 0 6 x < w0,

ϖ[h̄01,β(x)(1− e−ks,βx̂) + S01 e−ks,βx̂], w0 < x 6 1,
(4)

其中

x̂ = (x− w0)/
√
ε, w0 = (κ̂− Ĉ∞)/(1 + κ̂), C∞ = ϖĈ∞, ϖ = 1− κα, 1− κβ = −κ̂ϖ,

d11,0 =
G

Mβ −Mα

( ŝ+1
ks,β

− ŝ−1
ks,α

)
− P̂11(w0), ks,α =

√
G/Γ̄α, ks,β =

√
G/Γ̄β,

Ω̄11(x, z) =
∞∑

n=1

d11,n cos(nπx) e−nπz, d11,n =
2(1 + κ̂) sin(nπw0)

(nπ)2
, h̄01,α =

Mα

G
[P11(0)− P11(x)],

h̄01,β =
Mα

G

[
P11(0)−

Mβ

Mα

P11(x)
]
, P11(x) = d11,0 + P̂11(x), P̂11(x) =

∞∑
n=1

2(1 + κ̂) sin(nπw0)

(nπ)2
cos(nπx),

S01 =
ŝ−1
ks,α

+
Mα

G
[P̂11(0)− P̂11(w0)], ŝ±1 = ±ε

1
2ϖ−1 tan θ±,

θ−是α相的接触角, θ+是β相的接触角, 这两个接
触角与夹度 θα, θβ以及倾斜角ψ之间满足关系式

θ− = θα−π/2−ψ, θ+ = θβ−π/2+ψ,如图 2所示.

(b- )(a- )

θa θb

θ- θ+

ψ

x

图 2 三相点附近的界面示意图

Fig. 2. A sketch of the interface shape near the triple point.

将系统方程以振幅远小于 1进行线性化处理,
结合 (1)式—(4)式, 可以得到共晶生长系统的扰动
态满足以下控制方程和边界条件:

∇2C̃ + ε

(
∂C̃

∂z
− ∂C̃

∂t

)
= 0. (5)

1) 在远场区域, 当 z → ∞时,

C̃∞ → 0. (6)

2) 在侧壁x = 0和x = 1上,

(a) 对称 (symmetric)模式 (S-模式)

∂C̃

∂x
=
∂h̃

∂x
= 0, (7)

(b) 反对称 (antisymmetric)模式 (A-模式)

C̃ = h̃ = 0. (8)

3) 在界面 z = hB上,
(a) Gibbs-Thomson条件

C̃ +
∂CB
∂z

h̃

= − ε
G

M
h̃+ ε2

Γ̄ (1− 15γ4 cos 4θ)
M

∂2h̃

∂x2

+ (h.o.t), (9)

由三角诱导公式可知,

cos 4θ = 2 cos2 2θ − 1 = 2(2 cos2 θ − 1)2 − 1,

cos2 θ = 1/(1 + tan2 θ), tan θ = −h′B,

于是有

cos 4θ = 2
(1− h′

2
B

1 + h′2B

)2
− 1 = 1− 8h′

2
B

(1 + h′2B)
2
,

1− 15γ4 cos 4θ

= 1− 15γ4

[
1− 8

( h′B

1 + h′2B

)2]
118103-3
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= (1− 15γ4) + 120γ4

( h′B

1 + h′2B

)2
; (10)

结合 (9)式和 (10)式, Gibbs-Thomson条件可以
改写为

C̃ +
∂CB
∂z

h̃

= − ε
G

M
h̃+ ε2

Γ̄

M

[
(1− 15γ4)

+ 120γ4

( h′B

1 + h′2B

)2]∂2h̃
∂x2

+ (h.o.t); (11)

(b) 杂质质量守恒条件

∂C̃

∂z
+
∂2CB
∂z2

h̃− ∂hB
∂x

(∂C̃
∂x

+
∂2CB
∂x∂z

h̃
)

+ ε(1− κ)
(
C̃ +

∂h̃

∂t
+ tanψ∂h̃

∂x

)
+ (h.o.t) = 0. (12)

3 扰动态的多重变量渐近展开解

为了得到系统扰动态的渐近解, 引入快变
量 [12]

t+ =
t√
ε
, x+ =

1√
ε

∫ x

w0

k(x1, z)dx1,

z+ =
1√
ε

∫ z

0

k(x, z1)dz1. (13)

按照多重变量 (x, z, x+, z+, t+), 解可以写成如
下形式:

C̃(x, z, x+, z+, t+)

= ε[C̃0(x, z, x+, z+) +
√
εC̃1(x, z, x+, z+)] eσ(ε)t+

+ · · · , (14)

h̃(x, x+, t+)

= [h̃0(x, x+) +
√
εh̃1(x, x+)] eσ(ε)t+ + · · · . (15)

并对波数函数和特征值做如下展开:

k(x, 0) = k̂(x) = k̂0(x) +
√
εk̂1(x) + · · ·, (16)

σ(ε) = σ0 +
√
εσ1 + · · ·. (17)

3.1 零级近似解

将 (13)式—(17)式代入到方程和边界条件
(5)式—(12)式, 可以得到系统在零级近似下的
控制方程和边界条件为

∂2C̃0

∂x2+
+
∂2C̃0

∂z2+
= 0. (18)

1) 在远场区域, 当 z → ∞时,

C̃0 → 0. (19)

2) 在侧壁x = 0和x = 1上,
(a) S-模式

∂C̃0

∂x
=
∂h̃0
∂x

= 0; (20)

(b) A-模式

C̃0 = h̃0 = 0. (21)

3) 在界面 z = 0或 z+ = 0上,
(a) Gibbs-Thomson条件

C̃0 −ϖΘ̂(x)h̃0

= − G

M
h̃0 +

Γ̄ k̂20
M

[
(1− 15γ4)

+ 120γ4

( h′B

1 + h′2B

)2]∂2h̃0
∂x2+

; (22)

(b) 杂质质量守恒条件

k̂0
∂C̃0

∂z+
−ϖk̂0h

′
c,0
∂C̃0

∂x+

+ϖΘ̂(x)
(
σ0h̃0 + k̂0 tanψ ∂h̃0

∂x+

)
= 0, (23)

其中 Θ̂(x)为分段常值函数, Θ̂α = 1, Θ̂β = −κ̂.
4) 三相点处的连接条件, 当x = w0时,

h̃0,α = h̃0,β,

k̂0,α
∂h̃0,α
∂x+

= k̂0,β

(
cos θ+
cos θ−

)2 ∂h̃0,β

∂x+
. (24)

上述共晶生长系统有如下零级近似模式解 [12]:

C̃0(x, x+, z, z+) = Ã0(x, z) e ix+−z+ , (25)

h̃0(x, x+) = D̂0 e ix+ , (26)

其中系数 D̂0是一个任意的复常数. 记 Â0(x) =

Ã0(x, 0), 将模式解 (25)式和 (26)式代入到界面条
件 (22)式和 (23)式中, 得到

Â0(x) +
{
−ϖΘ̂(x) +

G

M
+
Γ̄ k̂20
M

[
(1− 15γ4)

+ 120γ4

( ϖh′c,0

1 +ϖ2h′2c,0

)2]}
D̂0 = 0, (27)

(−1–iϖh′c,0)k̂0Â0(x)

+ϖΘ̂(x)(σ0 + ik̂0 tanψ)D̂0 = 0. (28)

该系统存在非零解的条件是方程的系数行列式为

零, 此条件给出了一个局部的色散关系式:

(σ0 + ik̂0 tanψ) =
∑

(k̂0, x)
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= Λ0k̂0[ϖMΘ̂(x)−G

− Γ̄ (1− 15γ4 + 120γ4Λ1)k̂
2
0], (29)

其中

Λ0(x) =
1 + iϖh′c,0
ϖΘ̂(x)M

,

Λ1(x) =

[
ϖh′c,0(x)

1 +ϖ2h′2c,0(x)

]2
. (30)

局部色散关系式 (29)是定向凝固中, 对于平直界面

情形的Mullins-Sekerka公式 [22]的推广. 当γ4 = 0,
ψ = 0时, (29)式变为

σ0 =
∑

(k̂0, x) = Λ0k̂0[ϖMΘ̂(x)−G− Γ̄ k̂20],

(31)

(31)式与文献 [12]中给出的 (10)式相同. 对于任意
给定的参数σ0, 从色散关系式 (29)中可以解出 3个
波函数:

k̂
(1)
0 (x, γ4) =M(x, γ4) cos

{
1

3
arccos

( σ0
Λ0(x)N(x, γ4)

)}
, 短波分支,

k̂
(2)
0 (x, γ4) =M(x, γ4) cos

{
1

3
arccos( σ0

Λ0(x)N(x, γ4)
) +

2π

3

}
,

k̂
(3)
0 (x, γ4) =M(x, γ4) cos

{
1

3
arccos

( σ0
Λ0(x)N(x, γ4)

)
+

4π

3

}
, 长波分支, (32)

其中

M(x, γ4) =

√
4

3

{
ϖMΘ̂(x)−G− i tanψ

Λ0

}
/Γ̄ [(1− 15γ4) + 120γ4Λ1],

N(x, γ4) = −

√
4

27Γ̄ [(1− 15γ4) + 120γ4Λ1]

{
ϖMΘ̂(x)−G− i tanψ

Λ0

}3/2

.

当γ4 = 0, ψ = 0时, (32)式变为

k̂
(1)
0 (x) =M cos

{
1

3
arccos

( σ0
Λ0N

)}
, (33a)

k̂
(3)
0 (x) =M cos

{
1

3
arccos

( σ0
Λ0N

)
+

4π

3

}
,

(33b)
其中

M =

√
4

3
{ϖMΘ̂(x)−G}/Γ̄ ,

N = −
√

4

27Γ̄

{
ϖMΘ̂(x)−G

}3/2

.

(33)式与Xu等 [12]给出的 (12)式相同.
这 3个波函数 {k̂(1)0 (x), k̂

(2)
0 (x), k̂

(3)
0 (x)}分别

给出了系统 3个基本的波动形式解 {H1, H2, H3}.
在这 3个解中, 波数函数 k̂

(2)
0 (x)对应的波动形式解

H2必须排除掉, 因为当 z+ → ∞时, 浓度场的扰动
振幅将指数增长, 这是不合理的. 有物理意义的解
只有H1和H3. 对于任意固定的点, 在 ε → 0的极

限条件下扰动态的一般解必定是解H1与解H3的

线性迭加. 从而, 界面函数外部区域的通解可用这
两个基本界面行波的组合表示:

h̃0(x, γ4) = D
(1)
0 H1 +D

(3)
0 H3

=


D

(1)
0,α e i/

√
ε
∫ x
w0

k̂
(1)
0,α(x1,γ4α)dx1 +D

(3)
0,α e i/

√
ε
∫ x
w0

k̂
(3)
0,α(x1,γ4α)dx1 , 0 6 x < w0,

D
(1)
0,β e i/

√
ε
∫ x
w0

k̂
(1)
0,β (x1,γ4β)dx1 +D

(3)
0,β e i/

√
ε
∫ x
w0

k̂
(3)
0,β (x1,γ4β)dx1 , w0 6 x 6 1,

(34)

其中系数D
(1)
0,α, D

(3)
0,α, D

(1)
0,β , D

(3)
0,β是待定常数.

3.2 一级近似解

浓度场满足的一级近似控制方程和边界条

件为:

∂2C̃1

∂x2+
+
∂2C̃1

∂z2+
= 0. (35)

1) 在远场区域, 当 z → ∞时,

C̃1 → 0. (36)

2) 在侧壁x = 0和x = 1上,
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(a) S-模式

∂C̃1

∂x
=
∂h̃1
∂x

= 0; (37)

(b) A-模式

C̃1 = h̃1 = 0. (38)

3) 在界面 z = 0或 z+ = 0上,
(a) Gibbs-Thomson条件

C̃1 −ϖΘ̂(x)h̃1

= − G

M
h̃1 +

2k̂0k̂1Γ̄

M
[(1− 15γ4) + 120γ4Λ1]

∂2h̃0
∂x2+

+
k̂20Γ̄

M
[(1− 15γ4) + 120γ4Λ1]

∂2h̃1
∂x2+

; (39)

(b) 杂质质量守恒条件

k̂0
∂C̃1

∂z+
+ k̂1

∂C̃0

∂z+
−ϖh′c,0

(
k̂0
∂C̃1

∂x+
+ k̂1

∂C̃0

∂x+

)
+ϖΘ̂(x)

[
σ0h̃1 + σ1h̃0

+ tanψ
(
k̂0
∂h̃1
∂x

+ k̂1
∂h̃0
∂x

)]
= 0. (40)

上述浓度场的一级近似系统是非齐次的, 它允
许以下形式的模式解:

C̃1(x, x+, z, z+) = Ã1(x, z) e ix+−z+ , (41)

h̃1(x, x+) = D̂1 e ix+ , (42)

其中系数 D̂1是一个任意的复常数. 记 Â1(x) =

Ã1(x, 0), 将模式解 (41)式和 (42)式代入到界面条

件 (39)式和 (40)中, 整理得

Â1 +
[
−ϖΘ̂(x) +

G

M

+
k̂20Γ̄ (1− 15γ4 + 120γ4Λ1)

M

]
D̂1 = I1D̂0, (43)

(−1− iϖh′c,0)k̂0Â1

+ϖΘ̂(x)(σ0 + ik̂0 tanψ)D̂1 = I2D̂0, (44)

其中

I1 =
−2k̂0k̂1Γ̄ (1− 15γ4 + 120γ4Λ1)

M
, (45)

I2 = (1 + iϖh′c,0)
[
ϖΘ̂(x)− G

M

− k̂20Γ̄ (1− 15γ4 + 120γ4Λ1)

M

]
k̂1

−ϖΘ̂(x)(σ1 + ik̂1 tanψ). (46)

由于 (43)式和 (44)式构成的非齐次线性系统的系
数行列式为零, 故{Â1, D̂1}存在非零解的充分必要
条件为

∆ = det

 1 I1

−k̂0(1 + iϖh′c,0) I2

 = 0, (47)

(47)式给出了共晶生长系统的可解性条件:

I2 + k̂0(1 + iϖh′c,0)I1 = 0. (48)

从方程 (43)式—(48)式得到如下公式:

σ1 =
k̂1(x, γ4)

{
(1 + iϖh′c,0)

[
ϖΘ̂(x)− G

M
− 3k̂20Γ̄ (1− 15γ4 + 120γ4Λ1)

M

]
− iϖΘ(x) tanψ

}
ϖΘ̂(x)

. (49)

4 全局模式解和量子化条件

为了得到全局模式解, 界面函数的通解必须
在三相点x = w0处满足连接条件, 在侧壁x = 0

和x = 1处满足侧壁条件. 由于局部解在α相和
β相是反对称的 (A-)或者是对称的 (S-), 存在着四
种不同的组合方式, 因此共晶生长系统允许四种
类型的全局模式解, 即AA-, AS-, SA-和SS-模式,
如图 3所示. 在图 3 (a)中, 全局解在α相和 β相均
是反对称的, 称之为AA-模式, 即: 当x = 0时,
h̃α = 0; 当x = 1时, h̃β = 0. 在图 3 (b)中, 全局
解在α相是反对称的, 而在 β相是对称的,称之为
AS-模式, 即: 当x = 0时, h̃α = 0; 当x = 1时,

∂h̃β/∂x = 0. 在图 3 (c)中, 全局解在α相是对称
的, 而在 β相是反对称的,称之为SA-模式, 即: 当
x = 0时, ∂h̃α/∂x = 0; 当x = 1时, h̃β = 0. 在
图 3 (d)中, 全局解在α相和 β相均是对称的,称之
为SS-模式, 即: 当x = 0时, ∂h̃α/∂x = 0; 当x = 1

时, ∂h̃β/∂x = 0.
1) 全局AA-模式
全局解在三相点处满足连接条件, 在侧壁上满

足侧壁条件:

h̃0,α |x=w0
= h̃0,β |x=w0

,

k̂0,α
∂h̃0,α
∂x+

∣∣∣
x=w0

= k̂0,β

(cos θ+
cos θ−

)2 ∂h̃0,β
∂x+

∣∣∣
x=w0

,

(50)
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图 3 扰动系统的四种振动模式 (a) AA-模式; (b) AS-模式; (c) SA-模式; (d) SS-模式
Fig. 3. Sketch of the perturbed system by four vibration systems connected with a mass: (a) AA-modes; (b) AS-
modes; (c) SA-modes; (d) SS-modes.

h̃0,α(0) = 0, h̃0,β(1) = 0. (51)

将解 (34)式代入到方程 (50)式和 (51)式中,常
数D

(1)
0,α, D

(3)
0,α, D

(1)
0,β和D

(3)
0,β满足以下方程组:

D
(1)
0,α +D

(3)
0,α = D

(1)
0,β +D

(3)
0,β , (52)(cos θ−

cos θ+
)2

[D
(1)
0,αk̂

(1)
0,α(w0) +D

(3)
0,αk̂

(3)
0,α(w0)]

= D
(1)
0,β k̂

(1)
0,β(w0) +D

(3)
0,β k̂

(3)
0,β(w0), (53)

D
(1)
0,α e

i√
ε

∫ 0
w0

k̂
(1)
0,α(x1,γ4α)dx1

+D
(3)
0,α e

i√
ε

∫ 0
w0

k̂
(3)
0,α(x1,γ4α)dx1 = 0, (54)

D
(1)
0,β e

i√
ε

∫ 1
w0

k̂
(1)
0,β (x1,γ4β)dx1

+D
(3)
0,β e

i√
ε

∫ 1
w0

k̂
(3)
0,β (x1,γ4β)dx1 = 0. (55)

从方程组 (52)—(55), 得到

D
(3)
0,α = −D(1)

0,α e−iχα , D
(3)
0,β = −D(1)

0,β e−iχβ ,

(56)

D
(1)
0,β

D
(1)
0,α

=
1− e−iχα

1− e−iχβ

=
(cos θ−

cos θ+
)2 [k̂(1)0,α(w0)− e−iχα k̂

(3)
0,α(w0)]

[k̂
(1)
0,β(w0)− e−iχβ k̂

(3)
0,β(w0)]

, (57)

其中

χα =
1√
ε

∫ w0

0

[k̂
(1)
0,α(x1, γ4α)− k̂

(3)
0,α(x1, γ4α)]dx1,

χβ =
−1√
ε

∫ 1

w0

[k̂
(1)
0,β(x1, γ4β)− k̂

(3)
0,β(x1, γ4β)]dx1.

(58)

对于全局AA-模式, 特征值σ0满足以下量子

化条件:

1− e−iχα

1− e−iχβ
= Ξ

[k̂
(1)
0,α(w0)− e−iχα k̂

(3)
0,α(w0)]

[k̂
(1)
0,β(w0)− e−iχβ k̂

(3)
0,β(w0)]

, (59)

其中Ξ = (cos θ−/ cos θ+)2.
2) 全局AS-模式
全局解在三相点处满足连接条件, 在侧壁上满

足侧壁条件:

h̃0,α |x=w0
= h̃0,β |x=w0

,

k̂0,α
∂h̃0,α
∂x+

∣∣∣
x=w0

= k̂0,βΞ
−1 ∂h̃0,β

∂x+

∣∣∣
x=w0

, (60)

h̃0,α(0) = 0,
∂h̃0,β

∂x
|x=1 = 0. (61)

将解 (34)式代入到方程 (60)式和 (61)式中, 化简整
理后得

D
(3)
0,α = −D(1)

0,α e−iχα ,

D
(3)
0,β = −D(1)

0,β e−iχβ
k̂
(1)
0,β(1)

k̂
(3)
0,β(1)

, (62)

D
(1)
0,β

D
(1)
0,α

=
1− e−iχα

[1− e−iχβ k̂
(1)
0,β(1)/k̂

(3)
0,β(1)]
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= Ξ
[k̂

(1)
0,α(w0)− e−iχα k̂

(3)
0,α(w0)]

[k̂
(1)
0,β(w0)− e−iχβ k̂

(3)
0,β(w0)k̂

(1)
0,β(1)/k̂

(3)
0,β(1)]

.

(63)

对于全局AS-模式, 特征值σ0满足以下量子化

条件:
1− e−iχα

[k̂
(1)
0,α(w0)− e−iχα k̂

(3)
0,α(w0)]

= Ξ
[1− e−iχβ k̂

(1)
0,β(1)/k̂

(3)
0,β(1)]

[k̂
(1)
0,β(w0)− e−iχβ k̂

(3)
0,β(w0)k̂

(1)
0,β(1)/k̂

(3)
0,β(1)]

.

(64)

3) 全局SA-模式
全局解在三相点处满足连接条件, 在侧壁上满

足侧壁条件:

h̃0,α |x=w0 = h̃0,β |x=w0 ,

k̂0,α
∂h̃0,α
∂x+

∣∣∣
x=w0

= k̂0,βΞ
−1 ∂h̃0,β

∂x+

∣∣∣
x=w0

. (65)

∂h̃0,α
∂x

∣∣∣
x=0

= 0, h̃0,β(1) = 0. (66)

将解 (34)式代入到方程 (65)式和 (66)式中, 化简整
理后得

D
(3)
0,α = −D(1)

0,α e−iχα k̂
(1)
0,α(0)

k̂
(3)
0,α(0)

,

D
(3)
0,β = −D(1)

0,β e−iχβ , (67)

D
(1)
0,β

D
(1)
0,α

=
1− e−iχα k̂

(1)
0,α(0)/k̂

(3)
0,α(0)

1− e−iχβ

= Ξ
[k̂

(1)
0,α(w0)− e−iχα k̂

(3)
0,α(w0)k̂

(1)
0,α(0)/k̂

(3)
0,α(0)]

[k̂
(1)
0,β(w0)− e−iχβ k̂

(3)
0,β(w0)]

.

(68)

对于全局SA-模式, 特征值σ0满足以下量子化

条件:
[1− e−iχα k̂

(1)
0,α(0)/k̂

(3)
0,α(0)]

[k̂
(1)
0,α(w0)− e−iχα k̂

(3)
0,α(w0)k̂

(1)
0,α(0)/k̂

(3)
0,α(0)]

= Ξ
1− e−iχβ

[k̂
(1)
0,β(w0)− e−iχβ k̂

(3)
0,β(w0)]

. (69)

4) 全局SS-模式
全局解在三相点处满足连接条件, 在侧壁上满

足侧壁条件:

h̃0,α |x=w0 = h̃0,β |x=w0 ,

k̂0,α
∂h̃0,α
∂x+

∣∣∣
x=w0

= k̂0,βΞ
−1 ∂h̃0,β

∂x+

∣∣∣
x=w0

, (70)

∂h̃0,α
∂x

∣∣∣
x=0

= 0,
∂h̃0,β

∂x

∣∣∣
x=1

= 0. (71)

将解 (34)式代入到方程 (70)式和 (71)式中, 化简整
理后得

D
(3)
0,α = −D(1)

0,α e−iχα k̄
(1)
0,α(0)

k̄
(3)
0,α(0)

,

D
(3)
0,β = −D(1)

0,β e−iχβ
k̄
(1)
0,β(1)

k̄
(3)
0,β(1)

, (72)

D
(1)
0,β

D
(1)
0,α

=
[1− e−iχα k̂

(1)
0,α(0)/k̂

(3)
0,α(0)]

[1− e−iχβ k̂
(1)
0,β(1)/k̂

(3)
0,β(1)]

= Ξ
[k̂

(1)
0,α(w0)− e−iχα k̂

(3)
0,α(w0)k̂

(1)
0,α(0)/k̂

(3)
0,α(0)]

[k̂
(1)
0,β(w0)− e−iχβ k̂

(3)
0,β(w0)k̂

(1)
0,β(1)/k̂

(3)
0,β(1)]]

.

(73)

对于全局SS-模式, 特征值σ0满足以下量子化条件:
[1− e−iχα k̂

(1)
0,α(0)/k̂

(3)
0,α(0)]

[1− e−iχβ k̂
(1)
0,β(1)/k̂

(3)
0,β(1)]

=

Ξ
[k̂

(1)
0,α(w0)− e−iχα k̂

(3)
0,α(w0)k̂

(1)
0,α(0)/k̂

(3)
0,α(0)]

[k̂
(1)
0,β(w0)− e−iχβ k̂

(3)
0,β(w0)k̂

(1)
0,β(1)/k̂

(3)
0,β(1)]]

.

(74)

5 稳定性分析

由量子化条件可以看出特征值σ0是关于

参数 ε和 γ4的隐函数. 任意给定参数 ε和 γ4, 可
以得到一个复数值σ0. 为了更好地阐明生长

条件对共晶生长系统的影响, 引入无量纲参
数 [11,12] υ = ℓc,αV /κD, 它反映拉速V 的大小;
β̂ = −ℓc,α(G)D/mαCe, 它反映温度梯度 (G)D的

大小. 通过化简可以知道, υ = ε3Γ̄α, β̂ = υG/M.
本文采用与Xu [23]研究枝晶的形态稳定性相似的

方法, 对于四种震荡模式得到各自对应的稳定临界
值 εaa∗ , εas∗ , εsa∗和 εss∗ . 共晶生长系统稳定的选
择判据为:

当 ε > ε∗,min, 共晶生长系统是不稳定的;
当 ε 6 ε∗,min, 共晶生长系统是稳定的.
共晶生长系统稳定的选择性条件为:

ε = ε∗,min = min
{
εaa∗ , εas∗ , εsa∗ , εss∗

}
. (75)

1) 全局稳定模式
给定生长条件, 令量子化条件 (59)式、(64)式、

(69)式和 (74)式中特征值σ0 = 0, 发现只有AA-模
式允许一系列中性稳定曲线, 这种非震荡条件下的
不稳定模式又被称为ST-模式. ST-模式导致所谓
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的交换稳定性机理. 从图 4可知, 随着各向异性表
面张力系数增大, 稳定临界值 ε∗随之减小. 这就意
味着, 各向异性表面张力减小稳定性区域, 使得交
换稳定性机理更加稳定. 当各向异性表面张力退化
为各向同性表面张力时, 即当γ4α = 0, γ4β = 0 时,
图 4 (a)中虚线与Xu等 [12]给出的图 5 (a)中黑色实
线一致, 图 4 (b)中实线与Xu等 [12]给出的图 5 (b)
中红色实线一致. 对比图 4 (a)中三条曲线, 各向异
性表面张力对片层共晶稳定性有显著的影响.

2) 全局震荡模式
给定生长条件, 令量子化条件 (59)式、(64)式、

(69)式和 (74)式中Re(σ0) = 0, Im(σ0) = ω∗ ̸= 0,
用数值的方法计算AA-, AS-, SA-和SS-模式对应

的稳定临界值 εaa∗ , εas∗ , εsa∗和 εss∗ . 这四种振
荡不稳定模式导致了所谓的全局不稳定性机理,
图 5 —图 8给出了四种震荡不稳定模式的稳定临界
值 εaa∗ , εas∗ , εsa∗和 εss∗随着υ的变化图. 从图 5、
图 7和图 8可以看出, 随着各向异性表面张力系数
增大, 稳定临界值 εaa∗ , εsa∗ 和 εss∗随之减小. 这就
意味着各向异性表面张力减小片层共晶生长的稳

定性区域, 增强了AA-, SA- 和SS-这三种全局震荡
模式的全局不稳定性; 然而, 对于AS-全局震荡模
式而言, 从图 6可以看出, 随着各向异性表面张力
系数增大, 稳定临界值 εas∗随之增大. 这就意味着,
各向异性表面张力增大片层共晶生长的稳定性区

域, 减弱了AS-全局震荡模式的全局不稳定性.
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图 4 当 σ0 = 0 (n = 0)时, 对于AA-模式, 临界值 ε∗随 υ的变化, 其中 Ĉ∞ = −0.12, w0 = 0.63, ϖ = 0.15, κ̂ = 1.33,
(Rc = Γ̄β/Γ̄α), Mα = 0.107, Mβ = −0.0711, θ+ = 65.3◦, θ− = 59.5◦, ψ = 0, β̂ = 4.88× 10−10 (a) 临界值 ε∗随 υ

的变化; (b) 参数 β∗随 υ 的变化

Fig. 4. The variation of ε∗ with υ for the AA-mode when the eigenvalue σ0 = 0 (n = 0), where Ĉ∞ = −0.12, w0 =

0.63, ϖ = 0.15, κ̂ = 1.33, (Rc = Γ̄β/Γ̄α), Mα = 0.107, Mβ = −0.0711, θ+ = 65.3◦, θ− = 59.5◦, β̂ = 4.88 × 10−10:
(a) The variation of the stability critical number ε∗ with υ; (b) the variation of β∗ with υ.
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图 5 当Re(σ0) = 0, Im(σ0) = ωaa∗时, 对于AA-模式, (a)临界值 εaa∗随 υ的变化, (b) 特征频率值 ωaa∗ 随 υ的变化,
其他参数取值同图 4
Fig. 5. The variation of εaa∗ with υ for the AA-mode when the eigenvalue Re(σ0) = 0, Im(σ0) = ωaa∗: (a) The
variation of the stability critical number εaa∗ with υ; (b) the variation of the corresponding eigenfrequency ωaa∗

with υ. The values of other parameters are the same as those given in Fig. 4 .
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图 6 当Re(σ0) = 0, Im(σ0) = ωas∗ 时, 对于AS-模式, (a)临界值 εas∗ 随 υ的变化, (b) 特征频率值ωas∗ 随 υ的变化, 其
他参数取值同图 4
Fig. 6. The variation of εas∗ with υ for the AS-mode when the eigenvalue Re(σ0) = 0, Im(σ0) = ωas∗ : (a) The
variation of the stability critical number εas∗ with υ; (b) the variation of the corresponding eigenfrequency ωas∗

with υ. The values of other parameters are the same as those given in Fig. 4 .
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图 7 当Re(σ0) = 0, Im(σ0) = ωsa∗ 时, 对于 SA-模式, (a)临界值 εsa∗随 υ的变化, (b) 特征频率值ωsa∗ 随 υ的变化, 其
他参数取值同图 4
Fig. 7. The variation of εsa∗ with υ for the SA-mode when the eigenvalue Re(σ0) = 0, Im(σ0) = ωsa∗ : (a) The
variation of the stability critical number εsa∗ with υ; (b) the variation of the corresponding eigenfrequency ωsa∗

with υ. The values of other parameters are the same as those given in Fig. 4 .
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图 8 当Re(σ0) = 0, Im(σ0) = ωss∗ 时, 对于 SS-模式, (a)临界值 εss∗ 随 υ的变化, (b) 特征频率值ωss∗ 随 υ的变化, 其
他参数取值同图 4
Fig. 8. The variation of εss∗ with υ for the SS-mode when the eigenvalue Re(σ0) = 0, Im(σ0) = ωss∗ : (a) The
variation of the stability critical number εss∗ with υ; (b) the variation of the corresponding eigenfrequency ωss∗

with υ. The values of other parameters are the same as those given in Fig. 4 .
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6 结 论

本文研究了定向凝固过程中各向异性表面张

力对共晶生长形态稳定性的影响. 应用多重变量
渐近展开法解决了表面张力为各向异性时线性绕

动态的特征值问题, 导出了受各向异性表面张力影
响的界面形态表达式和扰动振幅变化率与波数满

足的色散关系, 以此为基础给出了共晶生长的临
界稳定性判据和界面形态满足的量子化条件. 结
果表明: 各向异性表面张力对定向凝固系统的稳
定性有显著的影响. 与各向同性表面张力条件下
的共晶凝固系统相比较, 考虑各向异性表面张力
的定向凝固系统中共晶生长界面形态也有两种整

体不稳定机理: 由非震荡导致的 “交换稳定性”和
由震荡导致的 “整体波动不稳定性”机理. 稳定性
分析表明共晶界面稳定性取决于Peclet数的某一
个临界值 ε∗, 当Peclet数大于临界值 ε∗时, 共晶界
面形态不稳定; 当Peclet数小于临界值 ε∗时, 共晶
界面形态稳定. 随着各向异性表面张力增大, 对应
于AA-, SA-和SS-模式的临界值 εaa∗ , εas∗ , εsa∗ 和

εss∗减小, 各向异性表面张力减小稳定性区域, 各
向异性表面张力加强这三种模式的稳定性; 然而,
随着各向异性表面张力增大, 对应于AS-模式的临
界值 εas∗也增大, 各向异性表面张力增大稳定性区
域, 各向异性表面张力减弱AS-模式的稳定性.

本文得到了加拿大麦吉尔大学徐鉴君教授的指导与帮

助, 作者表示感谢. 作者徐小花感谢天津城建大学陈永强教

授的有益讨论与帮助.
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Abstract
Lamellar eutectic solidification is very important in the development of new materials in which the periodic mul-

tiphase structures each may have a remarkable or enhanced functionality. The morphological instability during solidi-
fication may lead to various eutectic microstructures and greatly affect the physical and mechanical properties of final
solidification products. In this paper, the morphological stability of lamellar eutectic growth with the anisotropic surface
tension is studied by using the matched asymptotic expansion method and multiple variable expansion method. We
assume that the process of solidification is viewed as a two-dimensional problem, The anisotropic surface tension is a
four-fold symmetry function. The solute diffusion in the solid phase is negligible, and there is no convection in the
system. On the basis of the basic state solution for the lamellar eutectic in directional solidification, the asymptotic
solution for the perturbed interface shape of lamellar eutectic growth under the anisotropic surface tension is obtained
in the case where the Peclet number is small, and then the quantization conditions of interfacial morphology for lamellar
eutectic crystal is obtained. A dispersion relation between the wave number and the perturbation amplification rate,
and the stability criterion of lamellar eutectic growth under the anisotropic surface tension are also obtained.

The result shows that the anisotropic surface tension has a significant effect on lamellar eutectic growth in di-
rectional solidification. It shows that comparing the directional solidification system of isotropic surface tension, the
interface morphological stability of anisotropic surface tension also involves two types of global instability mechanisms:
the‘exchange of stability’induced by the non-oscillatory, unstable modes and the global wave instability caused by
four types of oscillatory unstable modes, namely antisymmetric antisymmetric (AA)-, symmetric antisymmetric (SA)-,
antisymmetric symmetric (AS)-, and symmetric symmetric (SS)- modes. The linear stability analysis reveals that the
stability of lamellar eutectic growth depends on stability critical number ε∗. When ε > ε∗, the eutectic growth system
is unstable; When ε 6 ε∗, the eutectic growth system is stable. The anisotropic surface tension, by reducing the cor-
responding stability critical number ε∗, stabilizes both the ‘exchange of stability’ mechanism and the global instability
mechanism for the AA-, SA- and SS-modes. It implies that the anisotropic surface tension parameter tends to reduce
the stability zone. However, by increasing the corresponding stability critical number ε∗, the anisotropic surface tension
destabilizes the global instability mechanism for the AS-mode. It implies that the anisotropic surface tension parameter
tends to increase the stability zone for AS-mode.

Keywords: directional solidification, eutectic growth, anisotropic surface tension, morphological stability
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