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噪声对一种三粒子量子探针态的影响∗

赵军龙 张译丹 杨名†

(安徽大学物理与材料科学学院, 合肥 230601)

( 2018年 1月 5日收到; 2018年 3月 26日收到修改稿 )

量子度量学是研究量子测量与统计推断的一门学科, 主要利用量子手段来提高参数估计的精度, 在量子
信息处理与测量中起到关键作用. 量子参数估计的一般过程包含四个步骤: 探针态的制备、参数化过程、对参
数化后的输出态进行测量以及根据测量结果估计待测参数. 其中探针态的选取对测量精度起着至关重要的作
用. 然而在实际的量子探针态的制备过程中, 初始探针态会受到环境噪声的影响. 目前人们已经研究了W态
与Greenberger-Horne-Zeilinger(GHZ)态的量子Fisher信息 (QFI)在典型噪声通道下的变化行为. 由于W态
与GHZ态有着不同的纠缠性质, 对于W态与GHZ态的叠加态的QFI 动力学研究具有重要的实际意义. 故
此, 本文主要研究典型噪声通道对这两种状态的叠加态的QFI动力学行为的影响, 得出了QFI随噪声参数的
变化行为. 结果表明, 叠加态中W 态组分可明显对抗相位阻尼噪声对探针态的QFI的影响, 而其中的GHZ
态组分可明显对抗振幅阻尼噪声的影响, 从而为在实际环境中选取高精度的参数估计过程提供参考.

关键词: 量子度量学, 量子Fisher信息, 消相干, W态, GHZ态, 相干叠加
PACS: 03.67.–a, 03.67.Pp, 06.20.–f, 06.20.Dk DOI: 10.7498/aps.67.20180040

1 引 言

量子度量学是关于量子参数估计的一门学科,
主要利用量子手段进行高分辨率与高敏感度测

量 [1]. 在传统的参数估计中, 可以达到的测量精度
受到散粒噪声极限的限制, 为了进一步提高参数估
计的精度, 需要引入量子技术, 也就是利用粒子的
量子性质来提高参数估计的精度. 常见的量子特
性包括量子自旋压缩 [2], 量子纠缠 [3,4], 量子态纯
度 [5]和量子失谐 [6]等.

一般的参数估计过程包括四个步骤: 探针态的
制备、参数化过程、对参数化后的输出态进行测量

以及根据测量结果估计待测参数. 针对上述四个步
骤, Giovannetti等 [7]进行了研究并得出结论: 探针
态的量子性质可以明显提高参数估计的精度, 而在
测量端采用量子手段并不能明显提高参数估计的

精度. 也就是说, 对于参数估计精度的大小, 探针

态的性质起到决定性的作用.
虽然同一个探针态在不同的参数化过程中对

参数的敏感度不同, 但是Hyllus等 [3]提出了不依

赖于具体参数化过程的最大量子Fisher信息的概
念, 定义了自旋参数化过程对于自旋角度 θ的敏感

度, 并遍历所有可能的参数化过程 (自旋方向),使
得探针态的量子Fisher信息 (QFI)取最大值, 即将
自旋角度敏感性最大的方向上的Fisher信息作为
探针态的QFI [8−11]. 当一个N粒子量子态作为探

针态时, 如果各粒子之间都是独立的, 即没有纠缠,
此时可达到的最大QFI为N , 此极限称为散粒噪
声极限. 如果这N个粒子处于理想的最大纠缠态,
则最大QFI可以达到N2, 此极限称为Heisenberg
极限 [7,12]. 当环境噪声的影响考虑在内时, 人们
研究了量子增强的度量极限以及达到该极限的条

件 [13,14]. 更进一步的研究表明, 在非线性参数化
过程中还可以突破Heisenberg 极限 [15], 这里不做
研究.
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由于多粒子纠缠结构的复杂性, 多粒子态
通常可以分为多个不能通过局域操作和经典通

信进行互相转换的类别, 如Greenberger-Horne-
Zeilinger(GHZ)态 [16], W态 [17]和Cluster态 [18]等.
由于W态与GHZ态具有不同的纠缠性质, 在典型
的噪声通道下研究W态与GHZ态度量学性质的演
化规律具有非常重要的现实意义. 目前, 人们已经
研究了噪声对GHZ态 [19]和W态 [8]的量子度量学

功能的影响, 以及W态与GHZ态的叠加态中的叠
加系数对QFI的影响 [20−22]. 但W态与GHZ态的
叠加态以及统计混合态的量子度量学功能 (QFI)
是否会受到噪声的影响尚未可知, 虽然有人研究了
W态与GHZ态的相干叠加态的度量学功能对不同
噪声的免疫能力 [23,24], 但是并没有给出这种现象
的物理原因. 故此, 本文主要聚焦噪声对三粒子W
态与GHZ态的相干叠加态的QFI的影响, 并寻找
产生这种现象的物理根源, 结果表明: 叠加态中W
态组分可明显对抗相位阻尼噪声对探针态的QFI
的影响, 而其中的GHZ态组分可明显对抗振幅阻
尼噪声, 从而为在实际环境中选取高精度的参数估
计过程提供参考.

2 量子Fisher信息

假设待估计的参数为系统中某一变量 θ, 则
θ的估计精度极限可由量子Cramér-Rao不等式决
定 [25,26]:

∆
a
θ > 1√

NmF
, (1)

其中Nm为实验重复次数; F为量子Fisher信息,
其数值越大, 测量精度越高; ∆

a
θ代表 θ的标准差.

量子Fisher信息是经典Fisher信息在量子领域的
自然拓展 [27], 表征量子态对参数的敏感度, 其定义
为 [25,26,28]

F = Tr(ρθL2), (2)

其中ρθ表示含有未知参数的参数化量子态, L为对
称对数导数 (SLD)算符,

∂θρθ =
1

2

(
Lρθ + ρθL

)
. (3)

考虑一个自旋系统, ρθ表示由初始量子态

ρ =
s∑

i=1

pi |ψi⟩ ⟨ψi|绕某一自旋方向Jn旋转θ角

度所得状态, 此时自旋系统的量子Fisher信息
为 [8,9,29]

F (ρ, Jn) = 2
∑
i ̸=j

(pi − pj)
2

pi + pj
|⟨ψi|Jn|ψj⟩|2. (4)

如果ρ为纯态, 即ρ = |ψ⟩ ⟨ψ|, 则 [30,31]

F (ρ, Jn) = 4(
⟨
J2
n

⟩
− ⟨Jn⟩2). (5)

在 (4)式中选取Jn = nxJx + nyJy + nzJz,
n = (nx, ny, nz), 分别代表绕x轴, y轴, z轴旋转
的自旋Hamilton量. 为了寻找使F 最大的n, 可构
建一个矩阵C, 其矩阵元定义为

Ckl =
∑
i ̸=j

(pi − pj)
2

pi + pj
[⟨i| Jk |j⟩ ⟨j| Jl |i⟩

+ ⟨i| Jl |j⟩ ⟨j| Jk |i⟩]. (6)

当ρ为纯态时, (6)式可以简化为

Ckl = 2 ⟨JkJl + JlJk⟩ − 4 ⟨Jk⟩ ⟨Jl⟩ . (7)

上述F (ρ, Jn)表示探针态ρ绕自旋n方向旋转

过程中, 对旋转角度 θ 的敏感度. 很显然QFI依赖
于旋转轴的方向n, 故遍历所有可能的旋转方向可
以得到探针态ρ的最大QFI [3,8,9]:

Fmax = max
n

F (ρ, Jn) = λmax, (8)

其中λmax是矩阵C的最大本征值.
下面主要利用W态与GHZ态叠加态的最大量

子Fisher信息 (Fmax) 的动力学行为来研究噪声对
该叠加态的量子度量学功能的影响.

3 W态与GHZ态的叠加态在噪声
通道下的QFI动力学

3.1 W态与GHZ态相干叠加态的最大
QFI

在自旋系统中, GHZ态与W态的最大QFI分
别为N2与3N − 2 [8,27], 则相应的三粒子系统QFI,
分别为 9和 7. 如果制备一个GHZ态与W态的相
干叠加态, 其QFI将会是怎样的呢？设该相干叠加
态的形式如下 [32]:

|ψ⟩ =
√
1− α|GHZ⟩+

√
α|W⟩, (9)

其中

|GHZ⟩ = 1√
2
(|000⟩+ |111⟩),
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|W⟩ = 1√
3
(|001⟩+ |010⟩+ |100⟩).

根据 (6)式—(8)式可计算出该状态的Fmax随着α

的变化情况, 如图 1所示.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
7.0

7.5

8.0

8.5

9.0

α

F
m
a
x

图 1 W态与GHZ态的相干叠加态的QFI随着叠加系数
α的变化

Fig. 1. The QFI of superposition of W state and GHZ
state as a function of α.

由图 1可以发现, 当α为零时, 即 |ψ⟩为GHZ
态, 此时Fmax = 9; 当α = 1时, |ψ⟩为W态, 此时
Fmax = 7; 当α ∈(0, 1)时, 随着α的增大, W 态所

占比例也会增加, Fmax呈现出先减小后增加然后

再减小的趋势, 最后达到7, 也就是W态的Fmax.
通过上面的研究可以得出: W态与GHZ态进

行相干叠加时, 最大QFI随着叠加系数的减小而
从GHZ态的Fmax最终减小到W态的Fmax, 但减
小过程不是预想中的单调过程, 而是一个非单调过
程. 说明两个纠缠特性不同的多粒子纠缠态的叠加
可以使该量子系统状态的纠缠特性更加丰富, 进而
使其量子度量学特性更加丰富.

3.2 三粒子W态与GHZ态的叠加态在
噪声通道下的QFI动力学

环境噪声对量子态的影响有多种形式, 这里选
取三种典型的噪声作为研究对象: 退极化、振幅阻
尼与相位阻尼. 首先讨论退极化噪声对该叠加态度
量学功能的影响.

对于qubit系统, 退极化通道的Kraus算子为:

E0 =
√
1− p′Î , E1 =

√
p′

3
σx,

E2 =

√
p′

3
σy, E3 =

√
p′

3
σz, (10)

其中p′ =
3

4
p, p表示退极化系数.

相干叠加态 |ψ⟩ =
√
1− α |GHZ⟩+

√
α |W ⟩在

退极化通道下的演化可表示为

ε(ρ) =
3∑

i,j,k=0

(Ei ⊗ Ej ⊗ Ek) |ψ⟩

× ⟨ψ| (Ei ⊗ Ej ⊗ Ek)
†

= p · Î
8
+ (1− p) |ψ⟩ ⟨ψ| . (11)

由 (11)式可以计算得到该叠加态的QFI随退
极化系数p的变化,如图2所示.
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α=0.3
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图 2 在退极化通道下W态与GHZ态的相干叠加态的最
大QFI动力学
Fig. 2. Dynamics of QFI for the superposition of W
state and GHZ state under depolarization damping
channels.

从图 2可以看出, 在退极化通道下, 随着退极
化过程的演进, 该叠加态的Fmax呈现出减小的趋

势, 最后趋于零. 其物理原因不难理解, 即在退极
化噪声通道中, 随着消相干过程的推进, 量子态的
纯度不断降低, QFI也随之降低, 最后达到最大混
合态的QFI, 即为零.

对于 qubit系统, 振幅阻尼通道的Kraus
算子为

E0 =
√
s |1⟩ ⟨1|+ |0⟩ ⟨0| , E1 =

√
p |0⟩ ⟨1| , (12)

其中p = 1− s, s = exp(−γ1t/2), γ1称为阻尼率.
相干叠加态 |ψ⟩ =

√
1− α |GHZ⟩+

√
α |W ⟩在

振幅阻尼通道下的演化可表示为

ε(ρ) =

1∑
i,j,k=0

(Ei ⊗Ej ⊗Ek) |ψ⟩

× ⟨ψ| (Ei ⊗Ej ⊗Ek)
†, (13)

当p = 1时, 噪声演化后的终态为

ρ = |000⟩ ⟨000| , (14)

即为分离态. W态与GHZ态的相干叠加态在振幅
阻尼通道下的最大QFI动力学行为如图3所示.
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图 3 W态与GHZ态的相干叠加态在振幅阻尼通道下的
最大QFI动力学
Fig. 3. The dynamics of QFI for the superposition
of W state and GHZ state under amplitude damping
channels.

从图 3可以看出, 在振幅阻尼通道下, 随着衰
减的演进, QFI呈现出先减小到最小 (但不为零),
然后增加到 3, 也就是散粒噪声极限. 这里, 该叠加
态的最大QFI并不是随着振幅阻尼最终衰减到零,
而是最终达到散粒噪声极限. 出现该反常QFI动力
学行为的物理根源在于: 振幅衰减会使得该纯的叠
加态演化为混合纠缠态, 而混合态的QFI可以低于
散粒噪声极限; 随着振幅衰减的演进, 量子系统将
损失掉所有能量, 最终处于稳定基态上, 即纯的三
粒子直积态. 而三粒子直积态的QFI即为散粒噪声
极限 3. 另外, 从图中可以看出, 叠加参数α越小,
振幅阻尼衰减对该叠加态的QFI影响越小, 即从量
子度量学角度来说, GHZ态组分比W态组分具有
更好的抗振幅阻尼噪声效果.

对于 qubit系统, 相位阻尼通道的Kraus算
子为:

E0 =
√
sÎ,

E1 =
√
p |0⟩ ⟨0| ,

E2 =
√
p |1⟩ ⟨1| . (15)

相干叠加态 |ψ⟩ =
√
1− α |GHZ⟩+

√
α |W ⟩在

相位阻尼通道下的演化可表示为

ε(ρ) =

2∑
i,j,k=0

(Ei ⊗Ej ⊗Ek) |ψ⟩

× ⟨ψ| (Ei ⊗Ej ⊗Ek)
†. (16)

当p = 1时,

ρ =
1

2
(1− α)(|000⟩ ⟨000|+ |111⟩ ⟨111|)

+
1

3
α(|001⟩ ⟨001|+ |010⟩ ⟨010|

+ |100⟩ ⟨100|). (17)

W态与GHZ态的相干叠加态在相位阻尼通道
下的最大QFI动力学行为如图 4所示.从图 4中可
以看出, 在相位阻尼通道下, 随着消相干的演进, 相
干叠加态的Fmax呈现出下降趋势, 但最终趋于一
个稳定的非零值. 由 (17)式可以看出, 系统最终将
演化为一个混合纠缠态, 而不是纠缠为零的最大混
合态, 故最终的QFI 稳定值非零. 另外, 从图中可
以看出, 叠加参数α越小, 相位阻尼衰减对该叠加
态的QFI影响越大, 即从量子度量学角度来说, W
态组分比GHZ态组分具有更好的抗相位阻尼噪声
效果.
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图 4 W态与GHZ态的相干叠加态在相位阻尼通道下
的最大QFI动力学
Fig. 4. The dynamics of QFI for the superposition of
W state and GHZ state under phase damping chan-
nels.

3.3 多粒子W态与GHZ态的叠加态在
噪声通道下的QFI动力学

3.2节研究了三粒子W态与GHZ态的叠加态
在噪声通道下的QFI动力学, 结果表明: 从量子度
量学角度来说, W态组分比GHZ态组分具有更好
的抗相位阻尼噪声效果, 而GHZ态组分比W 态组

分具有更好的抗振幅阻尼噪声效果. 但随着粒子数
的增多该结论是否依然成立尚未可知, 故此选取粒
子数为5的情况进行进一步研究, 即

|ψ⟩ =
√
1− α |GHZ⟩5 +

√
α |W ⟩5 , (18)

其中

|GHZ⟩5 =
1√
2
(|00000⟩+ |11111⟩),

|W ⟩5 =
1√
5
(|00001⟩+ |00010⟩+ · · ·+ |10000⟩).
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(18)式中的量子态在振幅阻尼噪声通道 ((12)
式)与相位阻尼噪声通道 ((15)式)下的最大QFI动
力学行为分别如图 5 (振幅阻尼)和图 6 (相位阻尼)
所示.

F
m
a
x

α=0.3

α=0.5

α=0.9

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

5

10

15

20

25

p

图 5 五粒子W态与GHZ态的相干叠加态在振幅阻尼通
道下的最大QFI动力学
Fig. 5. Dynamics of QFI for the superposition of
5-particle W state and GHZ state under amplitude
damping channels.
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图 6 五粒子W态与GHZ态的相干叠加态在相位阻尼通
道下的最大QFI动力学
Fig. 6. Dynamics of QFI for the superposition of
5-particle W state and GHZ state under phase damp-
ing channels.

通过图 5与图 6可以看出, 从量子度量学角度
来说, 五粒子W态与GHZ 态的相干叠加态中的W
态组分比GHZ态组分具有更好的抗相位阻尼噪声
效果, 而GHZ 态组分比W态组分具有更好的抗振
幅阻尼噪声效果, 即与三粒子系统中所得到的结论
相同.

4 讨 论

本文主要研究W态与GHZ态的相干叠加态的
最大QFI随噪声的演化情况. 由于这里重点讨论
量子参数估计过程中的第一个步骤, 即探针态的制

备, 所以对参数估计过程的其他三个步骤进行了约
定, 即所有的探针态都经历相同的参数化、测量以
及估计过程. 本文中选取自旋量子系统为研究对
象,并选取系统的Hamiltonian量 (即自旋的旋转方
向)使得探针态的QFI达到最大值. 这里选用最大
QFI来刻画探针态的度量学功能主要基于以下两
点考虑: 1)本文的讨论重点是量子参数估计过程中
的第一个步骤, 即探针态的制备, 故其他三个步骤
必须进行约定; 2)QFI可以衡量测量的理论精确程
度, QFI越大, 理论上的精确度越高. 虽然在实际测
量中由于各种原因无法达到理论上的精度极限, 但
理论精度是实际测量努力的方向, 有了明确的理论
精度, 就可以千方百计提高实际的测量精度, 使其
不断接近理论上的测量精度极限, 这也正是对理论
测量精度极限进行研究的意义所在.

同时, 本文选取的三个噪声通道也是常见的噪
声过程, 即退极化、振幅阻尼与相位阻尼. 这三个典
型噪声通道的演化规律具有代表性, 且都有明确的
Kraus算子表示.

本文中的结果以函数图像的形式展示, 便于对
QFI的变化趋势进行分析; 同时, 选取了不同叠加
系数的相干叠加态进行研究, 防止因所选取的叠加
系数特殊而得不到普遍的规律. 另外, 由于噪声通
道对量子态的影响是一个渐进行为, 只有当时间趋
于无穷大时才会有稳定的结果, 为了克服做图中出
现的时间无限大问题,选取随着时间趋向无穷大而
无限接近于1的参量p来替代时间参量.

5 结 论

本文主要研究噪声对多粒子探针态的度量学

功能QFI的影响, 给出了W态与GHZ态相干叠加
态在三种不同噪声通道下的最大QFI的动力学行
为. 结果表明, 最大QFI在退极化通道下随着消相
干的演进而衰减, 最后减小为零; 在振幅阻尼通道
下随着消相干的演进, 最大QFI先衰减到最小, 然
后再增加到散粒噪声极限; 在相位阻尼通道下, 与
退极化通道相似, 最大QFI也随着消相干的演进而
衰减, 但是最终稳定值不为零. 通过对比发现, 噪
声对该叠加态的度量学功能的影响并不只是单纯

地使QFI减小, 而是在不同的噪声影响下呈现出不
同的动力学行为. 从量子度量学角度来说, W态组
分比GHZ态组分具有更好的抗相位阻尼噪声效果,
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而GHZ态组分比W态组分具有更好的抗振幅阻尼
噪声效果, 从而为在实际环境中选取高精度的参数
估计过程提供参考.
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Abstract
Quantum metrology is a subject of studying quantum measurement and quantum statistical deduction, and the

precision of parameter estimation can be enhanced by quantum properties. In general, the process of parameter estimation
includes four steps: preparation of probe state, parameterization process, measurement, and data processing. Of these
four steps, the preparation of probe state is the most crucial. However, in practical applications, in the process of
preparing quantum probe state, the probe system will couple to its environment, which will inevitably cause the quantum
properties of the probe system to deteriorate, and thus reducing the precision of quantum parameter estimation. The
dynamics of quantum Fisher information (QFI) for W state and Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) state have been
studied in decoherence channels. Because W state and GHZ state have different entanglement properties, the studies of
the dynamics of QFI for the superposition of W state and GHZ state are of practical significance in quantum metrology
field. In this paper, the dynamics of QFIs for the superposition of W state and GHZ state in three typical decoherence
channels (depolarization channel, amplitude damping channel and phase damping channel) are studied. In the four steps
of quantum parameter estimation, our major attention is paid to the first step (i.e., the preparation of probe state). For
comparison, the QFIs of different probe states are studied, with the other three steps fixed, i.e., all the probe states
will undergo the same parameterization, measurement and estimation process. The parameterization process involved
here is a quantum spin operation (specified by the spin rotation direction), which is chosen to maximize the QFI of the
probe state. The initial probe states under consideration are the superpositions of W state and GHZ state of three-
particle and five-particle systems, and the QFI dynamics of those probe states are studied in the three different typical
decoherence channels. By using the operator-sum (Kraus) representation of those three typical decoherence channels,
the QFI dynamics of the probe state can be analytically derived in three different decoherence channels. The results
show that in the depolarization channel, the maximum QFI of the probe state decreases with the decoherence evolving
to zero in the end; in the amplitude damping channel, the QFI of the probe state decreases to the minimum with the
decoherence evolution and then increases to the shot noise limit; in the phase damping channel, the QFI of the probe
state decreases with the evolution of decoherence, but the final stable value is not zero. Further analyses show that
W state component of the superposition plays a role in resisting phase damping and the GHZ state component plays
a role in resisting amplitude damping. These results can help us to choose the optimal probe state for maximizing the
estimation precision in practice.

Keywords: quantum metrology, quantum Fisher information, decoherence channel, W state, GHZ state,
superposition
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