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分数阶Willis环脑迟发性动脉瘤时滞
系统混沌分析∗

高飞† 胡道楠 童恒庆 王传美

(武汉理工大学理学院, 武汉 430070)

( 2018年 2月 2日收到; 2018年 4月 16日收到修改稿 )

在脑血动脉瘤的临床研究中, Willis环脑动脉血管瘤系统 (Willis aneurysm system, WAS)起着重要作用,
分数阶WAS尽管能进一步加深该系统的机理刻画, 但是不能描述原因不明的迟发性动脉瘤. 鉴于此, 本文提
出分数阶Willis环脑迟发性动脉瘤时滞系统 (fractional Willis aneurysm system with time-delay, FWASTD)
并验证了其有效性; 利用时间序列图、相图、Poincaré截面等证实了FWASTD的混沌特性; 研究时滞对于系统
的重要生理参量的影响, 发现了血流阻力系数在时滞状态下对系统稳定的重要性; 根据分数阶时滞系统的稳
定性理论, 设计相应线性控制器, 对FWASTD进行了有效控制, 同时也探讨了时滞系统的自同步控制. 本文
完善了脑动脉瘤系统的理论基础.

关键词: 时滞, 分数阶, Willis环脑动脉血管瘤系统, 混沌控制
PACS: 05.45.–a, 05.45.Gg, 05.45.Pq DOI: 10.7498/aps.67.20180262

1 引 言

Willis环脑动脉血管瘤是一种高致死率疾
病 [1], 治疗过程中有可能会因基于植入血流导
向装置 [2−4]和支架联合弹簧圈 [5]等治疗方式引起

不明原因的迟发性动脉瘤破裂 [6]. 动脉瘤的延迟性
破裂危害巨大, 一旦出现将严重危及病人生命.

生理上动脉瘤破裂与否与血流速度密切相关,
故以血流速度为主要研究对象, 以血流动力学相关
原理建立的脑动脉血管瘤动力学模型系统 [7−10]在

临床及理论研究中发挥了重要作用. 动脉瘤破裂表
现为血流速度的巨大改变, 亦即出现 “尖峰”, 虽然
不是所有尖峰都会引起动脉瘤破裂, 但是没有尖峰
意味着血流流速稳定, 病情稳定, 系统表现为稳定
状态; 反之, 存在尖峰的系统则表示为混沌状态.

最初的Willis环脑动脉血管瘤系统 (Willis
aneurysm system, WAS)由Austin [11]利用实验模

拟得到, 现有研究多以整数阶阻尼项脑动脉瘤系
统 [12]为基本模板, 对其进行混沌理论分析 [13−15]

和模型改进 [16,17]. 在模型改进方面, 近年来主要有
基于药物的整数阶WAS模型 [16]和基于血液软物

质性 [18]、黏弹性 [19]特性的分数阶WAS [17]等. 但
是, 对于不明原因引起的迟发性动脉瘤破裂, 也就
是系统中尖峰延迟出现的情况 (即 “时滞”), 上述模
型并不能给出合理的描述和解释.

近年来, 分数阶微积分作为一种有用的数学工
具被广泛应用于生物及医学方面 [20,21]; 而时滞一
直存在于现实中并影响着系统的动态, 故分数阶时
滞系统引起了学者们的广泛研究和关注 [22,23]. 时
滞加入后, 会破坏原来系统的稳定性并影响着系统

∗ 国家自然科学基金重大研究计划 (批准号: 91324201)、中央高校基本科研业务费 (批准号: 2018IB017)、湖北省自然科学基金 (批准
号: 2014CFB865)和教育部人文社科青年基金项目 (批准号: 14YJCZH143)资助的课题.

† 通信作者. E-mail: hgaofei@gmail.com

© 2018 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

150501-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.67.20180262
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 67, No. 15 (2018) 150501

动力学行为, 使系统变得更加复杂, 而临床上脑动
脉瘤里血管内情况亦是错综复杂. 现有WAS的相
关机理及理论滞后于临床现实, 因此, 研究带有时
滞的相关模型, 将在一定程度上为脑动脉血管瘤的
临床诊断给出理论指导.

鉴于此, 本文构造了分数阶Willis环脑迟发性
动脉瘤时滞系统 (fractional Willis aneurysm sys-
tem with time-delay, FWASTD)并对其进行了数
值仿真和理论分析: 通过与非时滞分数阶Willis
环脑动脉血管瘤系统 (fractional Willis aneurysm
system, FWAS)做对比, 验证了其时滞有效性; 用
传统动力学方法验证系统混沌, 探究了时滞给系统
带来的丰富动力学行为; 利用分数阶时滞稳定性
原理实现了FWASTD的混沌控制和自同步混沌控
制. 本文为脑动脉瘤系统研究和临床诊断提供了相
应的理论基础和相关参考.

2 理论知识

本文中αDq
t表示Caputo分数阶微分.

定义1 [24] 设α是一个正实数, 令n − 1 6
α < n, n为一个正整数, 函数 f(t)定义在区间 [a, b]

上, 称
C
t0Dq

tf(t) =
1

Γ (n− α)

∫ t

a

f (n) (τ)

(t− τ)
α−n+1 dτ

为函数 f(t)的α阶Caputo分数阶导数, 其中 t ∈
[a, b], Γ (z)表示Gamma函数.

定理1 [25] 对于带初值的时滞系统t0Dα
t x(t) = f (t, x (t) , x (t− τ)) , t > t0,

x(k)(t) = φk(t), t0 − r 6 t 6 t0,

函数 f在点 (t0, φ (t0) , φ (t0 − τ))的某邻域内连续.
若 f除 t外所有变元满足Lipschitz条件, 初始函数
φk(t) ∈ C [t0 − r, t0], 则系统在 t0 6 t 6 t0 + h上

存在惟一连续解, h充分小.
定理2 [26] 对于分数阶时滞非线性系统,

Dαx(t) = f(x(t), x(t − τ)), 当分数阶微分阶次
0 < α < 1, f (x (t) , x (t− τ))满足Lipschiz 条件
时, 若存在正定矩阵P 和半正定矩阵Q, 对于任意
的状态变量x(t) ∈ RN , 分数阶时滞非线性系统仍
然满足

xT(t)PDα
t x(t) + xT(t)Qx(t)

− xT(t− τ)Qx(t− τ) 6 0,

则分数阶时滞非线性系统是Lyapunov稳定的.

3 FWASTD及其性质

3.1 建立FWASTD

从文献 [17]可知, FWAS如下:
Dq1

∗ x = y,

Dq2
∗ y = F cos(ωt)−µy−αx+βx2−γx3,

0 < q1, q2 < 2,

(1)

其中, x和 y分别为血流变化率和变化率的加速度;
F和µ作为重要的生理参量, 分别代表脉冲压和血
流阻力; ω, α, β, γ是涉及到心率和血管的生理参量
指数, 在病理上与动脉瘤状况息息相关 [14]; q1和 q2

作为分数阶次可以精细刻画脑动脉瘤系统.
由于临床中血流速度呈现上下波动、不断改变

的状态, 说明血流加速度存在于血流运动变化中并
起着推动血流速度改变的重要作用. 一旦血流有显
著变化, 最开始的病变一定是从血流加速度开始,
故引言中提到的尖峰延迟的根源应在血流加速度

上, 而表现在血流速度上. 取时滞因子为 τ , 将其加
入到血流加速度中, 构造时滞系统FWASTD如下:

Dq1
∗ x = y (t− τ) ,

Dq2
∗ y = F cos(ωt)− µy (t− τ)− αx

+ βx2 − γx3, 0 < q1 + q2 < 2.

(2)

3.2 FWASTD的有效性

本节用FWAS(系统 (1))与FWASTD(系统 (2))
做对比来说明FWASTD 的时滞有效性.根据参
考文献 [17], 取FWAS在混沌状态下的系数, 即:
α = 0.9, β = 3, γ = 2, F = 0.1, µ = 0.1, ω = 1,
q1 = 1, q2 = 0.95, 对于时滞 τ , 尝试性地取为 1, 设
FWAS 与FWASTD 的血流速度分别为x1和x2,
利用Matlab 2015b进行仿真, 用修正的Adams-
Bashforth-Moulton方法 [27,28]分别求解FWAS与
FWASTD的血流速度, 得到两者血流速度的时间
序列图如图 1所示.
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图 1 血流速度 x1和 x2的时间序列图

Fig. 1. Time course of blood speed x1 and x2.

从图 1可以看出, x1和x2在区间 [700, 2000]内

几乎重合, 但从第 2000个时间点左右开始, 相比于
x1, x2的尖峰值出现延后, 延后的时间点大约为
800个时间点, 从该时间点后, x1和x2仅有部分重

合. 从引言部分可知, 尖峰延后意味着动脉瘤有
延迟性破裂的可能. 由此可见, FWASTD可以描
述不明原因引起的迟发性动脉瘤破裂, 也证明了
FWASTD的时滞有效性.

3.3 FWASTD的取值和仿真

3.3.1 FWASTD的分数阶次取值
FWASTD的分数阶次是整数阶次的推广. 分

数阶算子本身具有记忆性而优于整数阶算子, 符合
刻画系统生理病情的需要. 为了观察分数阶次取
值对于系统状态的影响, 以期得到最佳刻画混沌
状态的取值, 现分别取两组组合, 第一组组合中固
定 q1取值分别为 0.8, 0.975和 1, 得到关于 q2的分

岔图和最大Lyapunov指数图; 第二组组合中固定
q2取值分别为 0.75, 0.95和 1.15, 得到关于 q1的分

岔图和最大Lyapunov指数图. 具体结果如图 2所
示, 其中, 图 2 (a)、图 2 (c)、图 2 (e)对应第一组组合,
图 2 (b)、图 2 (d)、图 2 (f)对应第二组组合, 其他参
数参照3.2节进行取值.

图 2 (a)、图 2 (c)、图 2 (e)中, 对于固定取值的
q1∈ [0.3, 1.3], q2的取值区间也在 [0.3, 1.3]; 图 2 (b)、
图 2 (d)、图 2 (f)中, 对于固定取值的 q2 ∈ [0.3, 1.3],
q1的取值区间也在 [0.3, 1.3]. 而且从图 2明显可
以看出, q1 + q2 < 2. 分数阶取值不仅限于 1以

下, 故其为整数阶的推广. 相比整数阶系统 [14],
FWASTD动力学行为表现得更为复杂, 更贴合脑
动脉瘤错综复杂的状态.

从图 2整体来看, 在 q1和 q2的所有组合里, 时
滞系统FWASTD均通过倍周期分岔道路通往混
沌, 分岔图形基本一致, 只是取值范围不同, 故可从
图 2得出描述混沌的最佳取值区间, 从而解决分数
阶次取值问题. 图 2 (c)和图 2 (d)取值区间类似, 其
最大值均逼近1, 在分岔图中刚好互为固定参数, 本
文选其组合 (q1 = 0.975, q2 = 0.95)为下文所用.

3.3.2 FWASTD的时滞取值
为了研究时滞对于系统 (2)的影响, 给出关于

时滞的分岔图, 目的是研究时滞可能的取值范围
等问题, 为后续研究做铺垫. 取α = 0.9, β = 3,
γ = 2, F = 0.1, µ = 0.1, ω = 1, q1 = 0.975,
q2 = 0.95, 变动时滞参数 τ , 可以得到hτ (h = 0.05

为步长)的分岔图, 如图 3所示.
从图 3 (a)可知, 随着时滞的增加, FWASTD

系统 (2)从混沌到稳定. 为了更细致地研究时滞
的区间段, 图 3 (a)里混沌部分被放大得到图 3 (b),
从图 3 (b)可以看出, 混沌主要集中在hτ = 0.05和

hτ = 0.1这两个点上, 其他地方并未出现散点, 这
说明FWASTD仿真的时滞点是离散点, 由此可以
确定混沌状态下的时滞 τ的具体数值分别为 τ = 1

和 τ = 2, 即这两个值是产生系统混沌的关键. 之
后进行的关于FWASTD仿真的取值点将从这两个
点中选取.

3.3.3 FWASTD的仿真
FWASTD作为整数阶WAS的推广, 亦能刻

画迟发性脑动脉瘤系统的混沌状态, 下面针对
FWASTD (系统 (2))进行仿真验证. 取 τ = 2,
α = 0.9, β = 3, γ = 2, F = 0.1, µ = 0.1, ω = 1,
q1 = 0.975, q2 = 0.95作为参数, 可以把FWASTD
(系统 (2))写为

D0.975
∗ x = y (t− 2) ,

D0.95
∗ y = 0.1 cos t− 0.1y (t− 2)

− 0.9x+ 3x2 − 2x3.

(3)

图 4为系统 (3)在时滞状态的时间序列图、相
图和Poincaré截面.
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图 2 系统在给定初值下, q1 = (a) 0.8, (c) 0.975, (e) 1时 q2的分岔图和最大 Lyapunov指数图以及 q2 = (b) 0.75,
(d) 0.95, (f) 1.15时 q1的分岔图和最大Lyapunov指数图
Fig. 2. With a given initial value, bifurcation and largest Lyapunov exponent (LLE) diagram of system versus q2

when q1 = (a) 0.8, (c) 0.975, (e) 1; bifurcation and largest Lyapunov exponent diagram of system versus q1 when
q2 = (b) 0.75, (d) 0.95, (f) 1.15.
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图 3 时滞影响下系统的分岔图 (a) hτ ∈ [0, 3]; (b) hτ ∈ [0.03, 0.12]

Fig. 3. Bifurcation diagram of the system with time-delay: (a) hτ ∈ [0, 3]; (b) hτ ∈ [0.03, 0.12].
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从图 4 (a)和图 4 (b)可以看出, 血流速度紊乱,
频频出现尖峰, 说明系统呈现出混沌状态; 从
图 4 (c)可以看出, 其轨迹无规律; 再结合图 4 (d)

中系统 (3)的Poincaré截面里具有层次结构且成片
密集的点, 亦证明了系统 (3)处于混沌状态, 说明阶
次为分数的FWASTD也可刻画系统的混沌状态.
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图 4 系统在给定初值下, (a) x-t, y-t的时间历程图, (b) x-t的时间历程图, (c) 相图, (d) Poincaré截面
Fig. 4. The system with a given initial value: (a) Time course of x-t, y-t; (b) time course of x-t; (c) phase
diagram; (d) Poincaré section.

3.4 FWASTD中脉冲压和血流阻力系数
对系统的影响

在系统 (2)中分别把脉冲压F和血流阻力系数

µ作为变量, 其他参数参照系统 (3)保留不变, 得
到关于脉冲压和血流阻力系数的分岔图和最大

Lyapunov指数图, 如图 5所示.
多数文献 [14, 16, 17]把研究的重点放在生理参

量脉冲压F 上, 控制也是从脉冲压这一生理参量入
手, 但从图 5 (a)分岔图结合最大Lyapunov 指数可
以看出, 其最大Lyapunov指数一直处于 0以上, 系
统持续处于混沌状态.
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x

LLE

(a)
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µ
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0.4
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1.2

1.4

1.6

x

(b)

LLE

图 5 (a)系统随脉冲压F 变化的分岔图和最大Lyapunov指数图; (b)系统随血流阻力系数 µ变化的分岔图和最大

Lyapunov指数图
Fig. 5. (a) Bifurcation and largest Lyapunov exponent diagram of versus pulse pressure F ; (b) bifurcation
and largest Lyapunov exponent diagram of versus coefficient of blood flow damping µ.
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从图 5 (b)分岔图可以看出,随着血流阻力µ的

增大, 系统从开始处于混沌状态逐渐变为分岔, 直
至稳定. 结合µ的最大Lyapunov指数图可证实系
统会随着血流阻力的增加而稳定, 临床上亦有促进
血栓形成来辅助治疗的记载 [14], 以上种种均说明
时滞状态下研究血流阻力系数对于临床诊断具有

重大意义.

4 FWASTD的控制

由于FWASTD的混沌状态表现为迟发性脑动
脉瘤破裂, 第一要义是避免动脉瘤破裂, 控制混
沌. 故本节将根据分数阶时滞系统稳定性定理对
FWASTD进行控制并实现同步控制.

4.1 时滞系统解的惟一性分析

下面将证明具有初值条件的FWASTD存在惟
一解且满足Lipschitz 条件.

定理3 构造具有初值条件的系统如下:0Dq
tX(t) = F (t) + F1(X(t− τ)) + F2(X(t)),

X(0) = X0,

(4)

其中,

X(t) = (x1(t), x2 (t))
T
,

X(t− τ) = (x1(t− τ), x2(t− τ))
T
,

X0 = (x10, x20)
T
,

q = (q1, q2) , F (t) =

 0

F cosωt

 ,

F1(X(t− τ)) =

0 1

0 −µ

X(t− τ)


=

 x2(t− τ)

−µx2(t− τ)

 ,

F2(X(t)) =

 0 0

−α+ βx1(t)− γx2
1(t) 0

X(t)


=

 0

−αx1(t) + βx2
1(t)− γx3

1(t)

 ,

则含有初值条件的FWASTD (4)存在惟一解.

证明 取 |·|和 ∥·∥分别为向量范数和矩阵
范数. 令G(t,X(t)) = F (t) + F1(X(t − τ)) +

F2(X(t)). 对于∀δ > 0, 区间 [X0 − δ,X0 + δ] 连

续并有界. 取∀X(t),Y (t) ∈ [X0 − δ,X0 + δ], 有

|G(t,X(t))−G(t,Y (t))|

6 |F1(X(t− τ))− F1(Y (t− τ))|

+ |F2(X(t))− F2(Y (t))| .

对于 |F2(X(t))− F2(Y (t))|, 有

|F2(X(t))− F2(Y (t))|

=

∣∣∣∣∣∣
 0

−α(x1 − y1) + β(x2
1 − y21)− γ(x3

1 − y31)

∣∣∣∣∣∣
6

∣∣−α(x1 − y1) + β(x2
1 − y21)− γ(x3

1 − y31)
∣∣

6 |(x1 − y1)|

·
∣∣∣− α+ β(x1 + y1)− γ(x2

1 + x1y1 + y21)
∣∣∣

6 |(x1 − y1)|

·
∣∣∣− α+ 2β(|X0|+ δ) + γ(|X0|+ δ)2

∣∣∣
6 |X(t)− Y (t)|

·
∣∣∣− α+ 2β(|X0|+ δ) + γ(|X0|+ δ)2

∣∣∣.
取L1 =

∣∣−α+ 2β(|X0|+ δ) + γ(|X0|+ δ)2
∣∣,

则因区间 [X0 − δ,X0 + δ]连续有界, α, β, γ是有

范围的生理参数, 因此L1是个常数, 于是对于
|F2(X(t))− F2(Y (t))|有

|F2(X(t))− F2(Y (t))| 6 L1 |X(t)− Y (t)| .

而对于 |F1(X(t− τ))− F1(Y (t− τ))|, 有

|F1(X(t− τ))− F1(Y (t− τ))|

=

∣∣∣∣∣∣
 x2(t− τ)

−µx2(t− τ)

−

 y2(t− τ)

−µy2(t− τ)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
 1

−µ

∣∣∣∣∣∣ · |x2(t− τ)− y2(t− τ)|

6

∣∣∣∣∣∣
 1

−µ

∣∣∣∣∣∣ · |X(t− τ)− Y (t− τ)| .

设A =

(
1

−µ

)
, 有

|F1(X(t− τ))− F1(Y (t− τ))|

6 ∥A∥ · |X(t− τ)− Y (t− τ)| .
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取L = max{L1, ∥A∥}得

|G(t,X(t))−G(t,Y (t))|

6 L(|X(t)− Y (t)|+ |X(t− τ)− Y (t− τ)|).

故G(t,X(t))除 t外所有变元满足Lipschitz条
件, 根据已知条件G(t,X(t))在给定初值的邻域内

连续, 所以G(t,X(t))满足定理1, 即具有初值条件
的FWASTD存在惟一解. 定理3证毕.

4.2 FWASTD的混沌控制

取和系统 (3)相同的参数, 得到有初值条件的
FWASTD如下:

D0.975
∗ x = y (t− 2) ,

D0.95
∗ y = 0.1 cos t− 0.1y (t− 2)

− 0.9x+ 3x2 − 2x3,

x(0) = 0, y(0) = 1.

(5)

从图 4的仿真结果可以看出相图轨线无规律,
Poincaré截面具有一定层次结构和形状, 因此具有
初值条件的系统 (5)不处于稳定状态.

对系统 (5)设计线性控制器:

D0.975
∗ x = y (t− 2)− k1x,

D0.95
∗ y = 0.1 cos t− 0.1y (t− 2)

− 0.9x+ 3x2 − 2x3 + k2y(t− 2)

− k3

(
y +

1

10k3

)
,

x(0) = 0, y(0) = 1.

(6)

定理4 当k1 > 0.5, 0 6 k2 6 0.9, k3 > 1.95

时, 系统 (5)稳定.

证明 取正定矩阵P =

1 0

0 1

和半正定矩阵
Q =

0 0

0 1

, 构造正定函数:

xT(t)PDα
t x(t) + xT(t)Qx(t)− xT(t− τ)Qx(t− τ)

= xy(t− τ)− k1x
2 + 0.1y cos t− 0.1yy (t− τ)− 0.9xy + 3x2y − 2x3y

+ k2yy (t− τ)− k3y
2 − 0.1y + y2 − y2 (t− τ)

6 x2 + y2(t− τ)

2
− k1x

2 +
( 1

10
+ k2

)y2 + y2 (t− τ)

2
+

9

10

x2 + y2

2

+ (1− k3) y
2 − y2 (t− τ) + 3

x4 + y2

2
− 2

x4 + x2y2

2

6
(
1

2
− k1

)
x2 +

(k2
2

− 9

20

)
y2 (t− τ) +

(
3

2
+

k2
2

− k3

)
y2 − y4

2
.

若取k1 > 0.5, 0 6 k2 6 0.9, k3 > 1.95, 则有

xT(t)PDα
t x(t) + xT(t)Qx(t)

− xT(t− τ)Qx(t− τ) 6 0.

根据定理2, 系统 (6)是Lyapunov稳定的.
取k1 = 0.5, k2 = 0.9, k3 = 1.95, 系统 (6)仿真

结果如图 6所示.
从图 6 (a)和图 6 (b)可以看出, x, y随着时间

增长在 [−0.2, 0.1]波动, 仿真结果证明, 该控制器可
以把FWASTD控制在一个比较稳定的范围之内,
虽然有周期性波动, 但是波动振幅小 (上下不超过
0.1), 满足混沌控制需要. 图 6 (c)和图 6 (d)也说明
了具有线性控制器的FWASTD处于比较稳定的状
态, 体现在实际中表现为血管中血流速度和加速度
基本保持稳定, 病情处于可控状态. 近年来, 在血

管内使用血流导向装置成为治疗脑动脉瘤的一种

主流办法. 血流导向装置可以通过改变血流速度和
加速度等血流动力学因子来改善动脉瘤内部的血

流情况从而达到治疗疾病的目的, 但现有的血流导
向装置在设计和材料使用上仍有缺陷 [29], 本文为
其提供了相关的设计参考.

4.3 FWASTD的同步控制

下面考虑FWASTD同步控制, 把FWAS作为
驱动系统:

Dq1
∗ x = y,

Dq2
∗ y = F cos(ωt)− µy − αx+ βx2 − γx3,

0 < q1, q2 < 2.
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图 6 (a) x-t曲线, y-t曲线; (b)时间历程; (c) 相图; (d) Poincaré 截面

Fig. 6. (a) Curves of x-t and y-t; (b) time course; (c) phase diagram; (d) Poincaré section.

把带控制器的FWASTD作为响应系统:

Dq1
∗ x = y (t− τ) + u1,

Dq2
∗ y = F cos(ωt)− µy (t− τ)− αx

+ βx2 − γx3 + u2,

0 < q1 + q2 < 2.

误差系统为

Dq1
∗ e1 = y (t− τ)− y(t) + u1,

Dq2
∗ e2 = −µ(y (t− τ)− y(t))− α (x2 − x1)

+ β
(
x2
2 − x2

1

)
− γ

(
x3
2 − x3

1

)
+ u2,

0 < q1 + q2 < 2.

令ei = ui(t)−xi(t), ei(t−τ) = ui(t−τ)−xi(t),
i = 1, 2, 取控制器u = [u1, u2]

T, 其中u1 = k1e1,
u2 = k2e2+k3e2(t− τ)+α(x2 − x1)−β(x2

2 − x2
1)+

γ(x3
2 − x3

1), 整理后可以得到FWASTD和FWAS
之间的自时滞误差系统为Dα1e1 = e2 (t− τ) + k1e1,

Dα2e2 = (k3 − µ)e2 (t− τ) + k2e2.

取正定矩阵P =

1 0

0 1

和半正定矩阵Q =

0 0

0 1

, 构造正定函数为

eT(t)PDα
t e(t) + eT(t)Qe(t)

− eT(t− τ)Qe(t− τ)

= k1e
2
1(t) + (k2 + 1)e22(t) + e1(t)e2(t− τ)

+ (k3 − µ)e2(t)e2(t− τ)− e22(t− τ)

6
(
k1 +

1

2

)
e21(t) +

(
k2 + 1 +

|k2 − µ|
2

)
e22(t)

+
( |k3 − µ| − 1

2

)
e22(t− τ).

若取µ = 0.1, k1 6 −0.5, k2 6 −2.1, 0 6 k3 6
1.1, 误差系统满足 eT(t)PDα

t e(t) + eT(t)Qe(t) −

eT(t − τ)Qe(t − τ) 6 0, 根据定理 2, 自时滞误
差系统是Lyapunov稳定的,即FWASTD和FWAS
之间可以实现自时滞同步.

数值仿真验证时, 取 τ = 2, α = 0.9, β = 3,
γ = 2, F = 0.1, ω = 1, q1 = 0.975, q2 = 0.95,
µ = 0.1, k1 = −0.5, k2 = −2.1, k3 = 1.1, t表示时
间, 误差系统仿真结果如图 7所示.
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图 7 (a) e1随时间的变化; (b) e2随时间的变化

Fig. 7. (a) Curve of e1 with time change; (b) curve of
e2 with time change.

从图 7 (a)和图 7 (b)可以看出, 其误差逐渐趋
于0, 由此可见, FWASTD和FWAS可以实现同步.
实际治疗中, 由于许多生理参数无法确定等原因,
时滞系统FWASTD无法得到像 4.2节那样精准的
混沌控制, 然而从自同步控制过程可以看出, 其控
制参数主要依赖于血流阻力参数, 控制变量少且易
得, 而FWAS可以通过脉冲药物等进行控制, 操作
简单可控, 更符合实际.

5 结 论

鉴于治疗过程中有可能会因治疗方式等不明

原因引起迟发性动脉瘤破裂的实际情况, 本文提出
FWASTD, 经过与非时滞系统的对比, 说明了时滞
的有效性, 通过理论证明和数值仿真, 论证了其丰
富的混沌性质并分析了时滞对系统造成的影响. 其
中尤为重要的是, 研究表明FWASTD系统在一定
条件下随血流阻力的增加而稳定, 与临床上的促
进血栓形成来辅助治疗 [10]形成较为明确的对应关

系, 说明血流阻力系数研究对于临床诊断具有一定
意义.

同时, 利用分数阶时滞系统的稳定性理论设计
了合适的线性控制器以对FWASTD进行有效控制
及同步控制. 本文提出的FWASTD对脑动脉瘤里
的时滞研究提供了理论基础, 在一定程度上为脑动
脉血管瘤的临床诊断和治疗提出了理论指导.
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Abstract
The dynamic system of Willis aneurysm (WAS) has played an important role in theoretical and clinical research

of cerebral aneurysms. Fractional differential is an effective mathematical tool that can describe the cerebral aneurysm
system accurately and profoundly. However, the existing fractional Willis aneurysm system (FWAS) cannot describe the
delayed aneurysm rupture of unknown cause in reality. Therefore, by introducing the time-delay factors into the existing
fractional Willis aneurysm system as a rational extension, a new fractional Willis aneurysm system with time-delay
(FWASTD) is proposed in this paper.

First, FWASTD is introduced in the context, and the comparison of time sequences map between FWAS and
FWASTD proves that FWASTD is feasible in the depiction of time-delay situations. The bifurcation diagram and the
largest Lyapunov exponent diagram as well as the phase diagram of fractional order also confirm the chaotic characteristics
of the FWASTD.

Then, the classical analysis methods in chaotic dynamics, such as time series diagram, phase diagram and Poincaré
section are used to analyze FWASTD in detail. When studying the diagrams of time-delay factors for the important
physiological parameters of the system, we find that blood flow resistance coefficient can exert a remarkable effect on
the system stability under time-delay. Besides, the experimental results show that the FWASTD becomes stable with
the increase of blood flow resistance under a certain condition. Usually, promoting thrombosis is a kind of adjunctive
therapy in clinic for cerebral aneurysm. The results of this part can accord with the treatment in clinic and has great
significance in clinical diagnosis.

Finally, as the chaotic state of the time-delay system indicates that cerebral aneurysm is in a dangerous situation,
the primary task of the control for this new system is to achieve stability rather than synchronization. The stability
theory of fractional time-delayed system is adopted in a strict proof of the uniqueness of solution for the FWASTD. To
make FWASTD stable, a corresponding linear controller is designed based on the stability theory of fractional order
delay system. The numerical simulation indicates that the linear controller can control the blood flow velocity and speed
up the periodic fluctuation within a small range, which illustrates that it is not easy to rupture the cerebral aneurysm.
We also make self-synchronization control between FWASTD and FWAS just in case that the coefficients of the system
are not clear.

The research results in this paper, to some extent, can serve as theoretical guidance for the clinical diagnosis and
the treatment of aneurysm.
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