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( 2017年 9月 21日收到; 2017年 10月 13日收到修改稿 )

研究了带有次近邻和三体相互作用的S = 1自旋链的保真率和纠缠熵. 通过密度矩阵重整化群数值方法
计算了三体相互作用对保真率的影响, 并分析了其与量子相变的关系. 研究表明保真率可以探测Haldane 相
与二聚物相之间的相变. 此外还研究了该相变与量子纠缠熵的关系. 通过保真率和量子纠缠熵这两个信息观
测量得到的结果和弦序参量得到的结果一致. 在此基础之上给出了相图.
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1 引 言

在过去的二十年中, 量子自旋系统中的量子
相变一直是物理学家研究的热点之一 [1].这些研究
当中, 自旋S = 1海森伯模型也吸引了不少研究

者的注意 [2−4], 其中原因之一是系统的基态为著
名的Haldane相. 这个相最显著的特征之一是有
非局域的弦序参量. 另外一个特点是基态和自旋
三重激发态之间是非简并的, 这点和自旋为 1/2的
海森伯自旋链有着很大的差别. 实验上发现很多
材料为S = 1的准一维自旋链, 例如Y2BaNi5 [5],
CsNiCl3 [6], Dy2BaNiO5

[7], Nd2BaNiO5
[8]. 然而

完美的一维海森伯自旋链在材料中很少出现, 或多
或少会出现一些各向异性或者杂乱性以及其他类

型的复杂相互作用, 如次近邻相互作用甚至多体相
互作用.值得一提的是, 很多准一维材料具有锯齿
形结构, 次近邻格点间的距离与最近邻格点间的距
离相比差别并不是很大, 所以研究带有次近邻的相
互作用以及多体相互作用的S = 1 自旋链是一件

有现实意义的事情. 最近, 很多研究利用从量子信

息中衍生出来的概念来研究量子多体系统的基态

相变问题, 其中最常见的是利用量子纠缠熵和保真
率探测量子多体系统中的量子临界点.大量的研究
表明, 这两个观测量在强关联体系中对相变探测都
是非常有效的 [9−17], 这是因为系统发生相变时, 系
统的基态性质会发生剧烈的变化, 从而使得这两个
物理量也会相应地发生剧烈的变化.基于这两个量
子信息观测量的普适性, 本文将利用它们研究有近
邻相互作用以及多体相互作用的S = 1自旋链中的

量子相变.

2 研究模型

系统的哈密顿量如下:

H =
N∑
i=1

(J1Si · Si+1 + J2Si · Si+2)

+
N∑
i=1

[
J3(Si · Si+1)(Si+1 · Si+2)

+ h.c.
]
, (1)

∗ 国家自然科学基金 (批准号：11374043, 11474211)资助的课题.
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其中Si为 i格点上的S = 1的自旋算符; 参数J1为

近邻的相互作用, 假设J1 = 1; 参数 J2, J3分别代
表次近邻相互作用和三体相互作用; 符号h.c.表示
前一项的转置共轭. 此外, 本文中采用了开放的边
界条件, N代表自旋链的长度.

3 量子信息度量与算法

量子保真度, 一个来自量子信息理论的概
念, 可以用来探测物理系统中的量子相变.假
设一个简单系统, 其系统的哈密顿量可以写成
H(J3) = H0 + J3HI, 其中H0为主要部分, HI 为驱

动部分, J3为HI的大小.如果ρ(J3)代表系统基态

的密度矩阵, 那么两个基态ρ(J3) 和ρ(J3 + δJ3) 之

间的保真度定义如下:

F (J3, δJ3)

= Tr
[√

ρ1/2(J3)ρ(J3 + δJ3)ρ1/2(J3)
]
, (2)

其中 δJ3 是一很小的变化量.对于一个纯态
ρ = |ψ0⟩⟨ψ0|, 方程 (2)可以写成

F (J3, δJ3) = |⟨ψ0(J3)|ψ0(J3 + δJ3)⟩|, (3)

其表示两个态的交叠程度.当 δJ3 = 0, 保真度会达
到其最大值F (J3, 0) = 1. 为了 δJ3 避免任意性, 一
般采用平均保真率, 其定义如下:

χ = lim
δJ3→0

−2lnF (J3, δJ3)
N(δJ3)2

, (4)

其与量子相变之间的关系已经得到证实 [10,11].
另一方面, 纠缠熵被人们用来度量系统的两体

纠缠, 其定义如下.假设 |ψ0⟩表示系统的基态, 系统
可以分成A, B两个部分, 一般情况下, 把第一个自
旋到第L个看成A部分, 剩下的部分就是B部分.
其中A部分的约化密度矩阵可以表示为

ρA = TrB(|ψ0⟩⟨ψ0|). (5)

A, B部分之间的两体纠缠可以表示为

SL = −Tr(ρA log2 ρA). (6)

众所周知, 研究强关联系统的一个典型难题就
是系统希尔伯特空间的维度随着粒子数的增加呈

指数性增长. 值得庆幸的是, 利用密度矩阵重整化
群的方法, 可以得到大尺度的一维强关联系统的近
似基态 [18,19], 从而便于研究系统的特性. 利用有限
系统密度矩阵重整化群的方法, 计算哈密顿量公式
(1)的基态, 采用双精度数据并保留了 200个态, 使
得截断误差在10−8 以下.

4 数值结果

利用密度矩阵重整化群的方法计算了系统 (1)
基态的保真率随J3的变化, 其中系统的N达到 55.
图 1表示不同大小的系统的基态保真率与三体相
互作用J3之间的关系.不同大小的系统的保真率都
存在一个峰值, 并且这个峰值随着系统的增大而变
大. 峰值对应的J3随着N的增大而减小. 众所周
知, 保真度是度量两个态的相似度, 而量子相变发
生的时候, 量子临界点两侧的量子态相似度最低,
所以保真率的峰值恰好对应系统的相变点, 这正是
我们用保真率探测相变的原因. 保真率峰值对应的
J3 有着如下的关系:

J3 ∼ Jc
3 + a1N

b1, (7)

其中a1, b1是常数, 这个结果在图 1的插图中显示.
得到a1 = 0.0352, b1 = −0.247, Jc

3 = 0.111. 当
J3 = 0, 系统处于Haldane相, 当J3很大时, 系统处
在二聚物相. Jc

3 = 0.111就是上述这两种相的相变

点, 这个结果和以前的研究结果一致 [20].
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图 1 平均保真率随三体相互作用 J3的变化关系 其中

J2 = 0, 插图为平均保真率极值对应的 Jc
3 的尺度效应,

直线为拟合线

Fig. 1. The fidelity susceptibility per site is plotted as
a function of the three-site interaction J3 for different
system sizes with J2 = 0. Inset: finite-size scaling of
Jc
3 of the fidelity susceptibility. The line is the fit line.

此外, 还研究了系统左边部分和右边部分之
间的纠缠熵, 其中L = (N + 1)/2. 图 2表示系
统左边部分和右边部分之间的纠缠熵随J3变化

的关系. 可以看出纠缠熵随J3增大到达一个峰

值, 随着J3的进一步增大, 纠缠熵迅速下降到 0.
此时J3 = 0.167, 且不随系统变化而变化.这表
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明这个点就是系统的Majumdar-Ghosh (MG)点.
对于任意的自旋, 其MG对应的位置可以表达为
J3/J1 = 1/[4S(S + 1)− 2] [21], 这里S = 1, 很容易
得到J3/J1 = 0.167, 这验证了本文结果的正确性.

一般情况下, 纠缠熵的极值对应点就是系统的
相变点. 拟合纠缠熵峰值对应的位置随系统N 的

变化关系, 始终没有得到Jc
3 = 0.111 这个点. 这说

明在此系统中该结论不成立. 有时纠缠熵的极值

对应点不是系统的相变点, 而是纠缠熵一阶导数
的极值对应点是系统的相变点 [15,16,21].这是因为
系统能量的二阶导数部分往往对应密度矩阵的一

阶导数. 图 2 (b)表示纠缠熵的一阶导数随三体相
互作用J3之间的关系.在J3 = 0.12附近纠缠熵的

一阶导数有极小值.通过 (6)式拟合, 很容易就得到
Jc
3 = 0.111, a2 = 0.029, b2 = −0.195[见图 2 (b) 插
图].
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图 2 (a)纠缠熵和 (b)其一阶导数随三体相互作用 J3的变化关系 其中 J2 = 0, (b) 当中的插图为纠缠熵一阶导
数极值对应的 J3的尺度效应, 直线为拟合线
Fig. 2. (a) The entanglement and (b) its first deviation are plotted as a function of the three-site interaction
J3 for different system sizes with J2 = 0. Inset (b): finite-size scaling of Jc

3 come from the first deviation of
entanglement entropy. The line is the fit line.

为了进一步验证本文的结果, 数值模拟了弦
序参量, 其结果在图 3中显示. 弦序参量的定义
如下 [22]:

Ox = − lim
j−i→∞

Sx
i exp

iπ
∑

i<l<j

Sx
l

Sx
j

 . (8)

弦序参量可以探测Haldane相, 因为在Haldane相
中弦序参量为正值. 从图 3 可以看出, 随着J3

的增长, 弦序参量迅速下降为零, 这表明系统从
Haldane相变化到二聚物相. 发现不同大小的系
统弦序参量随 1/N呈线性关系, 见图 3插图. 本
文展示了J3 = 0.105和J3 = 0.115这两种情况.
若将N推广到无穷, 也就是 1/N = 0, 研究发现
Ox(J3 = 0.105) > 0, Ox(J3 = 0.115) < 0, 这就表
明在这两种情况下系统处在不同的相.

进一步研究J2 = −0.3的情况, 得到类似的结
果 (见图 4 ). 通过图 4 (a)研究发现保真率的峰值停
留在J3 = 0.212位置上, 几乎不随系统N的改变而

变化, 说明Haldane 相与二聚物相间的相变点就在
此点. 图 4 (b)揭示了纠缠熵与J3变化关系,很容易
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图 3 弦序参量随三体相互作用 J3的变化关系 其中 J2 = 0;
插图为弦序参量的尺度效应, 其中 J3 = 0.105, J3 = 0.115

Fig. 3. The string order parameter is plotted as a function
of the three-site interaction J3 for different system sizes
with J2 = 0. Inset: scaling of string order parameter with
J3 = 0.105, J3 = 0.115.
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看出纠缠熵为零的点也就是到MG点在 J3 =

0.267. 图 4 (c)可以通过纠缠熵的一阶导数的极
值探测到量子相变点. 在此基础之上, 研究不同J2

情况下的保真率和纠缠熵随J3的变化关系,并得到
其相变边界. 因此, 本文进一步展示了系统的相图
随J2以及J3的变化关系 (见图 5 ). J2 > 0, J3 > 0

部分的相图已经在文献 [20]中显示. 当J2 = 0 时,
系统相变发生在J3 = 0.111, 此相变属于二级相
变. 随着J2 的增长, 此相变会从二级相变转化成
一级相变. 随着J2的进一步增长, 会出现次近邻的
Haldane 相与Haldane 相的一级相变. 众所周知,

保真率在探测一级相变会出现比二级相变时更尖

锐的峰值 [23,24]. 此外出现的次近邻的Haldane与
二聚物相之间的二级相变非常类似于Haldane 相
与二聚物相之间的相变, 保真率也能成功探测此相
变. 为了避免重复, 这里不再展示J2 > 0, J3 > 0

部分的相图, 本文中只展示了J2 < 0, J3 > 0部分

的相图. 随着J2 < 0的出现, 系统相变仍属于二级
相变, 只是相变点Jc

3增大. 对于MG点也类似的结
论, 并且相变点和 MG 点之间的差距也越来越小,
最后重合在一起, 成为相变边界.

0 0.1 0.2 0.3 0.4
0

15

30

45

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

0.15 0.18 0.21 0.24 0.27
-80

-60

-40

-20

0

J J J

S

χ

(a) (c) N/

 N/

 N/

 N/

 N/

 N/

 N/

 N/

 N/

 N/

 N/

 N/

 N/

 N/

(b)

d
S
/
d
J



图 4 (a) 平均保真率, (b) 纠缠熵, (c) 纠缠熵的一阶导数随三体相互作用 J3的变化关系 (J2 = −0.3)
Fig. 4. (a) Fidelity susceptibility per site, (b) entanglement entropy, (c) the first deviation of entanglement entropy
are plotted as a function of the three-site interaction J3 for different system sizes with J2 = −0.3.
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Fig. 5. Phase diagram of a spin-1 Heisenberg chain with
the interactions J2 < 0 and J3 > 0. The black indi-
cates the boundary between Haldane phase and dimerized
phase, and the red line indicate the MG pionts.

5 结 论

研究了带有次近邻相互作用和三体相互作用

的自旋S = 1一维自旋链中量子纠缠熵和量子保

真率, 并分析了这两个量子观测量与该系统中的

量子相变之间的关系.研究结果表明系统存在的
Haldane 相与二聚物相之间的相变可以通过保真
率以及纠缠熵的一阶导数观测到. 这两个量子信息
观测量在S = 1的自旋链中被证实都是很不错的量

子相变的指针, 可以帮助我们进一步了解该系统.
应用这两个量子信息观测量来确定量子相变临界

点的优越性在于它们可以帮助我们进一步判定其

他的序参量是否可靠.
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Abstract

In the present work, we study the fidelity susceptibility and the entanglement entropy in an antiferromagnetic
spin-1 chain with additional next-nearest neighbor interactions and three-site interactions, which are given by

H =
∑
i

(J1Si ·Si+1 + J2Si ·Si+2) +
∑
i

[J3(Si ·Si+1)(Si+1 ·Si+2) + h.c.].

By using the density matrix renormalization group method, the ground-state properties of the system are calculated with

very high accuracy. We investigate the effect of the three-site interaction J3 on the fidelity susceptibility numerically,

and then analyze its relation with the quantum phase transition (QPT). The fidelity measures the similarity between

two states, and the fidelity susceptibility describes the associated changing rate. The QPT is intuitively accompanied

by an abrupt change in the structure of the ground-state wave function, so generally a peak of the fidelity susceptibility

indicates a QPT and the location of the peak denotes the critical point. For the case of J2 = 0, a peak of the fidelity

susceptibility is found by varying J3, and the height of the peak grows as the system size increases. The location of the

peak shifts to a slightly lower J3 up to a particular value as the system size increases. Through a finite size scaling, the

critical point Jc
3 = 0.111 of the QPT from the Haldane spin liquid to the dimerized phase is identified. We also study the

effect of the three-site interaction on the entanglement entropy between the right half part and the rest. It is noted that

the peak of the entanglement entropy does not coincide with the critical point. Instead, the critical point is determined

by the position at which the first-order derivative of the entanglement entropy takes its minimum, since a second-order

QPT is signaled by the first derivative of density matrix element. Moreover, the entanglement entropy disappears when

J3 = 1/6, which corresponds to the size-independent Majumdar-Ghosh point. The positions of quantum critical points

extracted from these two quantum information observables agree well with those obtained by the string order parameters,

which characterizes the topological order in the Haldane phase. Secondly, we also study the case of J2 ̸= 0, and obtain

the critical points by both the fidelity susceptibility and the entanglement entropy. Finally we provide a ground-state

phase diagram of the system. To sum up, the quantum information observables are effective tools for detecting diverse

QPTs in spin-1 models.

Keywords: quantum phase transitions, fidelity susceptibility, entanglement entropy, density-matrix
renormalization group
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