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非局域高次非线性介质中的多极暗孤子∗

郑一帆 黄光侨 林机†
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( 2018年 4月 23日收到; 2018年 7月 30日收到修改稿 )

研究一维非局域三 -五次非线性模型下, 暗孤子和多极暗孤子的新解和传输特性. 发现非局域程度和非线
性参量变化对暗孤子的峰值和束宽产生影响, 并且在特定的竞争非局域非线性参数下存在稳定基态暗孤子和
多极暗孤子的束缚态. 另外, 讨论了在局域自聚焦三次和非局域自散焦五次非线性介质中暗孤子和两极暗孤
子的传输特性, 发现孤子比在自散焦三次和自聚焦五次的非线性介质中传输更加稳定. 进一步研究了单暗孤
子和三极暗孤子的功率与传播常数和非局域程度的关系, 并讨论了不同类型暗孤子的线性稳定性问题.

关键词: 非局域非线性介质, 自聚焦自散焦, 多极暗孤子
PACS: 42.70.Nq, 42.65.Tg, 42.65.Sf DOI: 10.7498/aps.67.20180786

1 引 言

Mihalache等 [1]在 2006年提出一维非局域竞
争三 -五次 (C-Q)非线性模型并研究了亮孤子和偶
极孤子传输稳定性. Doktorov和Molchan [2]根据

Toda链模型给出了弱非局域C-Q介质中的多孤
子 (链孤子)的解析解, 并进一步数值分析孤子与
孤子之间的相互补偿作用. 对于弱非局域C-Q介
质, Tsoy [3]研究了亮孤子和暗孤子的特点. 黄光桥
和林机 [4]研究了非局域自聚焦三次和自散焦五次

非线性介质中的多极亮孤子的存在条件和传输稳

定性.
暗孤子中心位置光束场强为零, 远离中心位置

光束场强逐渐增大最后两端趋于一个固定值. 近年
来, 对非局域三次非线性介质的Snyder和Mitchell
模型 [5]的暗孤子研究也越来越多. Nikolov等 [6]研

究了暗孤子稳定束缚态的形成和长程相互作用.
Gao等 [7]从实验和理论上研究了自散焦非局域非

线性介质中的表面暗孤子特征. Ouyang等数值分
析了暗孤子的特点 [8], 同时还研究了由多个暗孤
子形成的束缚态特征和它们之间的相互作用 [9].
Fischer等 [10]研究表明空间横向倾斜暗条纹的相

互作用特征与介质的非局域非线性响应相关. Pu
等 [11]发现, 只有自散焦非线性的向列液晶中存在
暗孤子和灰孤子, 同时发现非局域非线性作用极大
地影响了暗孤子和灰孤子的速度和束宽. 暗孤子在
准一维的玻色 -爱因斯坦凝聚中的碰撞等相互作用
性质也有相应的研究 [12]. Krolikowski课题组 [13,14]

利用变分方法研究了非局域三次非线性介质中的

暗孤子的特性. 对于非局域非线性 C-Q模型, 人们
尝试从解析和数值方法研究暗孤子, 该课题组 [15]

对该模型进行特定形变, 使用变分方法并结合数值
分析, 研究了暗孤子的特点和相互作用. Xu等 [16]

对非局域非线性中孤子的特性和稳定性进行了系

统研究. 本文基于非局域非线性C-Q模型, 研究非
局域非线性C-Q介质中不同暗孤子的特点和暗孤
子之间的相互作用, 并研究三次非局域和五次局域
中的暗孤子的束缚态存在性和稳定性.

2 非局域C-Q介质中暗孤子的物理
模型

在一维竞争非局域非线性C-Q介质中光的传
播,满足以下无量纲化的非局域非线性薛定谔方程:

∗ 浙江省自然科学基金 (批准号: LZ15A050001)和国家自然科学基金 (批准号: 11675146, 11835011)资助的课题.
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i ∂ψ
∂z

+
1

2

∂2ψ

∂x2
+ (n3 + n5)ψ = 0,

n3 − d3
∂2n3

∂x2
= a3|ψ|2,

n5 − d5
∂2n5

∂x2
= a5|ψ|4, (1)

其中, ψ是光场振幅; n3,5是光场诱导折射率; 自变
量x和 z分别表示光束宽度横向坐标和光传播方向

的纵向坐标; 采用指数函数类型的非局域响应函数
R3,5(x) = 1/2d

1/2
3,5 exp(−|x|/d1/23,5 ), 该函数满足归

一化条件

∫ +∞

−∞
R3,5(x)dx = 1; 参数 a3和 a5分别

表示三次和五次的非线性强度, 它们取正值和负值
分别对应非线性分量的自聚焦和自散焦; d3,5代表
三次和五次非线性对应的非局域程度 (d3,5 → 0对

应局域, d3,5 → ∞对应强非局域). 事实上, 无量纲
化的非局域非线性薛定谔方程 (1)中的变量和参量
与实际物理量之间由以下变换相联系 [17,18]

z =
ξ

kw2
0

, x =
η

w0
, ψ(x, z) =

kw0
√
n2√

n0

E(η, ξ)

E0
,

其中 ξ, η和E(η, ξ)分别是实际光传播方向、横向

坐标和光电场强度; 参量k = 2πn0/λ;w0, n0, n2和

E0分别表示介质不考虑非线性效应时的波数、暗

孤子光束的横向初始宽度、介质的线性折射率、介

质的非线性折射率和光波电场强度的最大振幅. 在
该非局域响应系统中暗孤子功率为

P =

∫ +∞

−∞
[|ψ(±∞, z)|2 − |ψ(x, z)|2]dx.

假设耦合方程 (1)的解为ψ(x, z) = w(x)×
exp(ibz), 其中w(x)为一个实函数, b为孤子的传
播常数, 方程 (1)可化为

− bw +
1

2

∂2w

∂x2
+ (n3 + n5)w = 0,

n3 − d3
∂2n3

∂x2
= a3|w|2,

n5 − d5
∂2n5

∂x2
= a5|w|4. (2)

当非局域程度d3,5 → 0, 根据文献 [19, 20], 方
程 (2)有如下解析解:

w2(z) = 1− 2k2

a± b cosh(2kz) , (3)

其中a = 8a5/3, b =
√
a2 + 4a5k2/3, 孤子振幅k与

孤子速度 v的关系为k2 + 2v2 = 4a5 − 2a3. 在竞
争非局域三次自散焦和五次自聚焦非线性响应中,
(3)式中的 “+”表示暗孤子, “−”表示灰孤子; 而在
竞争非局域三次自聚焦和五次自散焦非线性响应

中,仅存在“+”的暗孤子,灰孤子的振幅为虚数 [21].
这两种竞争非局域C-Q介质中的暗孤子模型和克
尔介质中的暗孤子非常类似.

3 暗孤子解和传输稳定性

下面研究方程 (1)中暗孤子解的特点. 结合文
献 [22]的暗孤子解, 采用牛顿迭代法对方程 (2)进
行求解, 得到暗孤子的幅值分布. 这里采用相对无
限大区间对暗孤子进行牛顿迭代法求解, 得到的暗
孤子解的两端具有振荡的尾部. 截取暗孤子的两端
是平行x轴的, 故两端值不固定在某一个数上. 通
过分步傅里叶方法可以验证暗孤子的传输稳定性.
为了防止暗孤子两端的振荡尾部干扰传输, 把两
端弯曲区间的取值和暗孤子两边平行x轴的数值

一样, 然后进行数值演化. 另外, 同时也对孤子的
数值初值做了线性稳定性分析, 假设系统初值的扰
动解为

ψ(x, z) = {u(x) + [v(x, z) + iw(x, z)] eλz} e ibz,

n3(x, z) = m3(x) + h(x, z),

n5(x, z) = m5(x) + g(x, z), (4)

其中 v(x, z), w(x, z), h(x, z), g(x, z)是微扰小量;
m3,m5为n3, n5的数值初值. 将 (4)式代入方
程 (2), 忽略高阶小量, 可得关于 v(x, z)和w(x, z)

的线性方程:

λv = bw −
[1
2
wxx + (m3 +m5)w

]
,

λw = − bv +
1

2
vxx + (m3 +m5)v

+ u(φ1v + φ2v), (5)

其中

φ1v = 2a3

∫ ∞

−∞
R3(x− x′)u(x′)v(x′)dx′,

φ2v = 4a5

∫ ∞

−∞
R5(x− x′)u3(x′)v(x′)dx′,

通过数值方法计算λ, 若孤子给出的λ含有实数部

分, 说明孤子是不稳定的.
在本节中, 设定传播常数 b = −1, 非线性参

量 |a3| = 1, 讨论在竞争非局域自散焦三次和自聚
焦五次非线性介质中暗孤子的特点和传输稳定性.
图 1给出了不同非局域程度下暗孤子的特点和稳
定传输图, 从图 1 (a)可以看出, 在五次非局域程度
d5增大时, 暗孤子的两个凸出的驼峰逐渐降低, 而
光场诱导的折射率的幅值升高. 然而, 从图 1 (d)发
现, 在d3逐渐增大时, 暗孤子的两个驼峰也相应增
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高, 同时折射率的幅值也随之增大. 在图 1中, 非局
域C-Q介质中的基态暗孤子始终保持稳定传输的
状态. 并且, 根据线性稳定性分析, 从数值上也进
一步发现基态暗孤子在它存在区域均是稳定的, 这
与文献 [23]中数值证明基态暗孤子下有稳定的束
缚态结论相同. 无论非局域程度d3和d5是否相等,

基态暗孤子解依然存在. 大量的数值结果表明, 并
不是所有 a5自聚焦参量都能存在基态孤子解, 当
d3 = 1, d5 = 10时, 自聚焦五次非线性参量存在一
个最大值 am5 = 0.25, 只有 a5小于该最大值时才存

在暗孤子解. 当参数 a3 = −1, a5 = 0.2, d5 = 10

时的单暗孤子功率P与传播常数 b的关系如图 1 (g)
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图 1 不同非局域程度下暗孤子的特点和稳定传输图 (a) a5 = 0.2, d3 = 1时暗孤子光场波形, d5 = 1对应蓝色实线 1, d5 = 10 对

应红色实线 2, 虚线 1′ 和 2′分别是相应的折射率分布; (b) a5 = 0.2, d3 = 1, d5 = 1时暗孤子传输; (c) a5 = 0.2, d3 = 1, d5 = 10

时暗孤子传输图; (d) a5 = 0.2, d5 = 10时暗孤子光场波形, d3 = 1对应蓝色实线 1, d3 = 2 对应红色实线 2, d3 = 5对应黑色实线

3; 1′, 2′和 3′虚线分别是相应的折射率分布; (e) a5 = 0.2, d5 = 10, d3 = 2时暗孤子传输图; (f) a5 = 0.2, d5 = 10, d3 = 5时暗

孤子传输图; (g) a3 = −1, a5 = 0.2, d5 = 10 时功率与传播常数的关系; (h) a3 = −1, a5 = 0.2, d3 = 1时功率与传播常数的关

系; (i)功率与非局域程度 d5的关系图

Fig. 1. Characteristics and stable propagation of the dark solitons for different nonlocal parameters: (a) Soliton structure
and induced refractive index when a5 = 0.2 and d3 = 1; blue solid curve 1 corresponds to d5 = 1; red solid curve 2
corresponds to d5 = 10; dash curves 1′ and 2′ are the corresponding refractive index curves; (b) propagation when a5 = 0.2

and d3 = d5 = 1; (c) propagation when a5 = 0.2, d3 = 1 and d5 = 10; (d) soliton structure and induced refractive index
when a5 = 0.2 and d5 = 10; blue solid curve 1 corresponds to d3 = 1; red solid curve 2 corresponds to d3 = 2; black solid
curve 3 corresponds to d3 = 5; dash curves 1′, 2′, and 3′ are the corresponding refractive index curves; (e) propagation
when a5 = 0.2, d3 = 2 and d5 = 10; (f) propagation when a5 = 0.2, d3 = 5 and d5 = 10; (g) power versus the propagation
constant when a3 = −1, a5 = 0.2, d5 = 10; (h) power versus the propagation constant when a3 = −1, a5 = 0.2, d3 = 1;
(i) the power versus nonlocal parameters d5.
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图 2 不同非线性参量下暗孤子的特点和稳定传输图 (a) d3 = d5 = 1时暗孤子光场波形, 蓝色实线 1对应 a5 = 0.2, 红色实线 2
对应 a5 = 0.02; 1′和 2′虚线分别是相应的折射率分布; (b) d3 = d5 = 1, a5 = 0.02时暗孤子的传输图

Fig. 2. Characteristic and stable propagation of the dark solitons for different nonlinear parameters: (a) Soliton structure and
induced refractive index when d3 = d5 = 1, a5 = 0.2 (blue solid curve 1) and a5 = 0.02 (red solid curve 2); (b) propagation
when d3 = d5 = 1, a5 = 0.2.

所示, 可以发现, 当d3取不同值并且 b < 0时, 单暗
孤子功率是随 b的减少而单调增加的, 在这样的区
间内, 单孤子均存在. 图 2给出了不同非线性参量
下暗孤子的特点和稳定传输图, 从图 2 (a)可以看

到, 当a5的值减小时, 暗孤子的幅值也在减小, 而
折射率只是在中心区域发生了微小的增长. 由此
可知, 即使不改变传播常数 b, 暗孤子的幅值分布和
a5也存在着相应关系.
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图 3 不同非局域程度下两极暗孤子的光场波形和稳定传输的束缚态 (a) d3 = 1, d5 = 1时两极暗孤子光场波形 (蓝色实线 1),
d3 = 1, d5 = 10时两极暗孤子光场波形 (红色实线 2), 1′和 2′ 虚线分别是相应的折射率分布; (b) d3 = 1, d5 = 1时两极暗孤子传

输图; (c) d3 = 1, d5 = 10 时两极暗孤子传输图; (d) d5 = 10, d3 = 1时两极暗孤子光场波形 (蓝色实线 1), d5 = 10, d3 = 2时两

极暗孤子光场波形 (红色实线 2), d5 = 10, d3 = 5时两极暗孤子光场波形 (黑色实线 3), 1′, 2′和 3′虚线分别是相应的折射率分布;
(e) 线性稳定性分析图, 扰动增长率实部与传播常数关系图 (d3 = 2, d5 = 10和 d3 = 5, d5 = 10)
Fig. 3. Characteristic and stable propagation of the double-pole dark solitons for different nonlocal parameters: (a) Soliton
structure and induced refractive index when d3 = d5 = 1 (blue solid curve 1) and d3 = 1, d5 = 10 (red solid curve 2); dash
curves 1′ and 2′ are the corresponding refractive index curves; (b) propagation when d3 = d5 = 1; (c) propagation when
d3 = 1 and d5 = 10; (d) soliton structure and induced refractive index at d5 = 10 when d3 = 1 (blue solid curve 1), d3 = 2

(red solid curve 2), d3 = 5 (black solid curve 3); dash curves 1′, 2′, and 3′ are the corresponding refractive index curves;
(e) real part of the perturbation growth rate for the double-pole dark solitons versus propagation constant at d3 = 2d5 = 10

and d3 = 5, d5 = 10.
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4 多极暗孤子的束缚态

研究发现, 在竞争非局域C-Q模型中存在两极
暗孤子的束缚态. 对两极暗孤子进行数值分析前,
给定参数 b = −1, a3 = −1, a5 = 0.2,然后研究在不
同的d3和d5下束缚态的变化情况.由图 3 (a)可以
发现随着非局域程度d5的增大,两极暗孤子的幅值
减小并且束宽变窄, 相应的折射率幅值增大而宽度
变窄. 图 3给出不同非局域程度下两极暗孤子的光
场波形和稳定传输的束缚态, 由图 3 (b)和图 3 (c)
可以看出, 两极暗孤子的束缚态能稳定传输. 并且
在这些参量下, 改变传输常数, 两极暗孤子稳定性
不变. 然而, 当d5不变而d3变大时, 图 3 (d)显示两
极暗孤子的幅值和束宽同时增大, 而相应的折射率
幅值和宽度减小. 图 3 (e)是两极暗孤子线性稳定
性分析图, 在 b = [−0.9,−1]区域, 两极暗孤子是不

稳定的. 另外, 两极暗孤子束缚态的稳定性还与它
们中间负区域大小和折射率的峰值分布有着密切

关系. 图 4给出了两极暗孤子不稳定的束缚态, 由
图 4 (a)可以看出, 当折射率中心成一个波谷形状
时, 两极暗孤子负区域越大, 即加绝对值后中心波
峰越高, 两极距离越远. 因此中间负区域给两极暗
孤子的排斥作用越大, 最终导致束缚态不稳定传输
(见图 4 (b)). 如果两极暗孤子两侧向上的驼峰幅值
分布大于向下的两极 (见图 4 (d)), 则驼峰所引起的
吸引作用比两极的排斥作用大, 驼峰向中间靠近和
暗孤子的两极发生相互作用, 导致四极变成两极排
斥传输 (见图 4 (e)). 这些情况下的线性稳定性分
析发现λ存在实数, 验证了它们的不稳定传输 (见
图 4 (c)和图 4 (f)).

在竞争非局域C-Q介质中能支持更高阶暗孤
子的稳定束缚态, 图 5给出了不同非局域程度下三
极暗孤子的光场波形和稳定传输的束缚态. 在非局
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图 4 两极暗孤子不稳定的束缚态 (a) d3 = 1, d5 = 3时两极暗孤子的光场波形图 (蓝色实线)和诱导折射率 (红色虚线);
(b) d3 = 1, d5 = 3时对应的两极暗孤子的传输图; (c)关于情形 (a)的线性扰动增长率实部与虚部图谱; (d) d3 = 5, d5 = 3时两极

暗孤子的光场波形图 (蓝色实线)和诱导折射率 (红色虚线); (e) d3 = 5, d5 = 3时对应的两极暗孤子的传输图; (f) 关于情形 (d)的
线性扰动增长率实部与虚部图谱

Fig. 4. Unstable propagation of the double-pole dark solitons: (a) Soliton structure (blue solid curve) and induced refractive
index (red dash curve) when d3 = 1 and d5 = 3; (b) propagation when d3 = 1 and d5 = 3; (c) real part and imaginary part
map of the perturbation growth rate for the case (a); (d) soliton structure (blue solid curve) and induced refractive index
(red dash curve) when d3 = 5 and d5 = 3; (e) propagation when d3 = 5 and d5 = 3; (f) real part and imaginary part map
of the perturbation growth rate for the case (d).
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域程度d3不变的情况下,三极暗孤子的幅值和光束
束宽会随着d5的增大而减小 (见图 5 (a)—(c)). 然
而, 在 d5不变的情况下, 三极暗孤子的幅值和光
束束宽会随着d3的增大而增大. 光场诱导的折射
率变化情况却恰恰与之相反 (见图 5 (d)—(f)). 值
得注意的是, 从图 5 (d)可以发现, 折射率分布曲
线 3′和其他两条非常不一样, 中间峰值更高, 提
供给孤子更强的吸引作用来平衡强光场零点带来

的相互排斥作用. 图 5 (g)和图 5 (h)给出了当参数
a3 = −1, a5 = 0.2, d3 = 10和 a3 = −1, a5 = 0.2,
d3 = 1时的三极暗孤子功率P与传播常数 b的关系

图. 可以看出, 当d3和d5取不同值并且 b < 0时,
功率是随 b减少而单调增加的; 在这样的参数和传
播常数取值区间内, 三极暗孤子均存在. 当三极暗
孤子的每个孤子峰之间达到合适的距离时, 得到了
三极暗孤子解, 如图 6 (a)所示, 此三极暗孤子构成
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图 5 不同非局域程度下三极暗孤子的光场波形和稳定传输的束缚态 (a) d3 = 1, d5 = 1时三极暗孤子光场波形 (蓝色实线 1),
d3 = 1, d5 = 10时三极暗孤子光场波形 (红色实线 2), 1′和 2′虚线分别是相应的折射率分布; (b) d3 = 1, d5 = 1时三极暗孤子传输图;
(c) d3 = 1, d5 = 10 时三极暗孤子传输图; (d) d5 = 10, d3 = 1时三极暗孤子光场波形 (蓝色实线 1), d5 = 10, d3 = 2时三极暗孤子

光场波形 (红色实线 2), d5 = 10, d3 = 5时三极暗孤子光场波形 (黑色实线 3); 1′, 2′和 3′虚线分别是相应的折射率分布; (e) d5 = 10,
d3 = 2 时三极暗孤子传输图; (f) d5 = 10, d3 = 5 时三极暗孤子传输图; (g) a3 = −1, a5 = 0.2, d5 = 10时功率与传播常数的关系;
(h) a3 = −1, a5 = 0.2, d3 = 1 时功率与传播常数的关系; (i) b = −0.5, d3 = 1, d5 = 1时的线性扰动增长率实部与虚部图谱

Fig. 5. Characteristic and stable propagation of the tri-pole dark solitons for different nonlocal parameters: (a) Tri-pole soliton
structure and induced refractive index when d3 = d5 = 1 (blue solid curve 1) and d3 = 1, d5 = 10 (red solid curve 2); dash
curves 1′ and 2′ are the corresponding refractive index curves; (b) propagation when d3 = d5 = 1; (c) propagation when d3 = 1,
d5 = 10; (d) soliton structure and induced refractive index at d5 = 10 when d3 = 1 (blue solid curve 1), d3 = 2 (red solid
curve 2), d3 = 5 (black solid curve 3); dash curves 1′, 2′, and 3′ are the corresponding refractive index curves; (e) propagation
when d3 = 2 and d5 = 10; (f) propagation when d3 = 5 and d5 = 10; (g) power versus the propagation constant when a3 = −1,
a5 = 0.2, d5 = 10; (h) the power versus the propagation constant when a3 = −1, a5 = 0.2, d3 = 1; (i) real part and imaginary
part map of the perturbation growth rate when b = −0.5, d3 = 1, d5 = 1.
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图 6 三极暗孤子不同束缚态下的传输特征 (a) d3 = d5 = 1时三极暗孤子的光场波形 (蓝色实线)和诱导折射率 (红色虚线);
(b) d3 = 5, d5 = 3时三极暗孤子的光场波形 (蓝色实线)和诱导折射率 (红色虚线); (c) d3 = d5 = 1, 孤子间距为 11.575时三极暗
孤子的传输图; (d) d3 = 5, d5 = 3 时三极暗孤子的传输图; (e) d3 = 5, d5 = 3时的线性扰动增长率实部与虚部图谱

Fig. 6. Propagation of different tri-pole dark solitons: (a) Soliton structure (blue solid curve) and induced refractive index
(red dash curve) when d3 = d5 = 1; (b) soliton structure (blue solid curve) and induced refractive index (red dash curve)
when d3 = 5 and d5 = 3; (c) propagation when d3 = d5 = 1 and L = 11.575; (d) propagation when d3 = 5 and d5 = 3;
(e) real part and imaginary part map of the perturbation growth rate when d3 = 5 and d5 = 3.

束缚态可以稳定传输, 见图 6 (c). 三极暗孤子
(图 6 (b))在非局域程度 d3 > d5的情况下, 仍然
容易出现不稳定的束缚态, 如图 6 (d)和图 6 (e)所
示. 而当五次非线性参量 a5 > 0.2时不存在该

特征的束缚态. 在上述三极暗孤子的存在区间,
随着传播系数 b的改变三极暗孤子总是稳定传输

的. 图 5 (i)给出了当 b = −0.5, d3 = d5 = 1时

线性扰动增长率实部与虚部图, 此时λ只存在虚

部, 能稳定传输. 然而, 在之前给定的参数条件
下不存在稳定传输的更高阶暗孤子, 因此重新给
定参数 b = −2, a3 = −0.5, a5 = −0.3, 找到稳定
传输的四极暗孤子, 如图 7所示. 在非局域程度
d3不变的情况下, 四极暗孤子的幅值和光束束宽
会随着d5的增大而增大, 见图 7 (a)—(c). 在d5不

变的情况下, 四极暗孤子的幅值和光束束宽同样
会随着 d3的增大而增大, 见图 7 (d)—(f), 而光场
诱导的折射率变化情况与之相反. 但是当四极暗
孤子两两孤子峰之间距离加大 (见图 8 (a))时, 则

出现了四极暗孤子不稳定的束缚态, 如图 8 (b)和
图 8 (c)所示.

暗孤子越高阶越不容易存在稳定的束缚态,
但在严格的参数限定下, 仍能存在稳定传输的五
极暗孤子, 如图 9所示. 给定参数 b = −2, a3 =

−0.8, a5 = −0.5时, 非局域程度的影响与四极暗孤
子相同, 只是五极暗孤子的幅值、光束束宽以及对
应的光场诱导折射率改变甚微. 即在非局域程度d3

不变的情况下, 五极暗孤子的幅值和光束束宽会随
着d5的增大而微小增大, 如图 9 (a)—(c)所示; 在
d5不变的情况下, 五极暗孤子的幅值和光束束宽同
样会随着d3的增大而微小增大, 如图 9 (d)—(f)所
示. 光场诱导的折射率变化情况与之相反. 当d5

大于 6.1时, 不再存在五极暗孤子. 为了验证竞争
非局域C-Q非线性介质中并不容易稳定传输的五
极暗孤子传输稳定性, 将方程 (2)的初始输入加入
白噪声ψ(x, z = 0) = w(x)[1 + ρ(x)], 其中ρ(x)为

高斯分布的随机噪声, 且方差 δ2 = 0.01. 利用分
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步傅里叶方法进行数值模拟可以得到白噪声扰动

下的五极暗孤子传输图像, 如图 10 (a)和图 10 (b)
所示, 加了白噪声后的五极暗孤子仍能稳定地传输

到 z = 600之后更远的距离, 同时可以发现, 当d5

保持不变、d3增加时, 五极暗孤子束缚态稳定传输
的距离会更远.
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图 7 不同非局域程度下四极暗孤子的光场波形和稳定传输的束缚态 (a) d3 = 1, d5 = 1时四极暗孤子光场波形 (蓝色实线 1),
d3 = 1, d5 = 3时四极暗孤子光场波形 (红色实线 2), 1′和 2′ 虚线分别是相应的折射率分布; (b) d3 = 1, d5 = 1时四极暗孤子传

输图; (c) d3 = 1, d5 = 3时四极暗孤子传输图; (d) d5 = 1, d3 = 1时四极暗孤子光场波形 (蓝色实线 1), d5 = 1, d3 = 2时四

极暗孤子光场波形 (红色实线 2), d5 = 1, d3 = 4时四极暗孤子光场波形 (黑色实线 3), 1′, 2′和 3′虚线分别是相应的折射率分布;
(e) d5 = 1, d3 = 2时四极暗孤子传输图; (f) d5 = 1, d3 = 4 时四极暗孤子传输图

Fig. 7. Characteristic and stable propagation of the quadrupole dark solitons for different nonlocal parameters: (a) Soliton
structure and induced refractive index when d3 = 1, d5 = 1 (blue solid curve 1) and d3 = 1, d5 = 3 (red solid curve 2); dash
curves 1′ and 2′ are the corresponding refractive index curves; (b) propagation when d3 = 1, d5 = 1; (c) propagation when
d3 = 1 and d5 = 3; (d) soliton structure and induced refractive index at d5 = 1 when d3 = 1 (blue solid curve 1), d3 = 2

(red solid curve 2), d3 = 4 (black solid curve 3); dash curves 1′, 2′, and 3′ are the corresponding refractive index curves;
(e) propagation when d3 = 2 and d5 = 1; (f) propagation when d3 = 4 and d5 = 1.

-0.50 -0.25 0 0.25 0.50

Re(λ)

Im
(λ
)

-5

0

5
(c)

-15 -10 -5 0 5 10 15
x

-3

-2

-1

0

1

2

3
(a)

w
2 z

֓ ֓ ֓    
x

200

150

100

50

0

(b)

图 8 四极暗孤子不稳定的束缚态 (a) d3 = 3, d5 = 1.9时四极暗孤子的光场波形图 (蓝色实线)和诱导折射率 (红色虚线);
(b) d3 = 3, d5 = 1.9时对应的四极暗孤子的传输图; (c) d3 = 3, d5 = 1.9时的线性扰动增长率实部与虚部图谱

Fig. 8. Unstable propagation of the quadrupole dark solitons: (a) Soliton structure (blue solid curve) and induced refractive
index (red dash curve) when d3 = 3 and d5 = 1.9; (b) propagation when d3 = 3 and d5 = 1.9; (c) real part and imaginary
part map of the perturbation growth rate when d3 = 3, d5 = 1.9.
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图 9 不同非局域程度下五极暗孤子的光场波形和稳定传输的束缚态 (a) d3 = 3, d5 = 5时五极暗孤子光场波形 (蓝色实线 1),
d3 = 3, d5 = 6时五极暗孤子光场波形 (红色实线 2), 1′和 2′虚线分别是相应的折射率分布; (b) d3 = 3, d5 = 5时五极暗孤子传输

图; (c) d3 = 3, d5 = 6时五极暗孤子传输图; (d) d5 = 5, d3 = 3时五极暗孤子光场波形 (蓝色实线 1), d5 = 5, d3 = 4时五极暗孤

子光场波形 (红色实线 2), 1′, 2′虚线分别是相应的折射率分布; (e) d5 = 5, d3 = 3时五极暗孤子传输图; (f) d5 = 5, d3 = 4 时五

极暗孤子传输图

Fig. 9. Characteristic and stable propagation of the penta-pole dark solitons for different nonlocal parameters: (a) Soliton
structure and induced refractive index when d3 = 3, d5 = 5 (blue solid curve 1) and d3 = 3, d5 = 6 (red solid curve 2); dash
curves 1′ and 2′ are the corresponding refractive index curves; (b) propagation when d3 = 3, d5 = 5; (c) propagation when
d3 = 3, d5 = 6; (d) soliton structure and induced refractive index when d3 = 3, d5 = 5 (blue solid curve 1) and d3 = 4,
d5 = 5 (red solid curve 2); dash curves 1′ and 2′ are the corresponding refractive index curves; (e) propagation when d5 = 5,
d3 = 3; (f) propagation when d5 = 5, d3 = 4.
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图 10 加 δ2 = 0.01白噪声后五极暗孤子传输的束缚态 (a) d3 = 3, d5 = 5时五极暗孤子不稳定的传输图; (b) d3 = 4, d5 = 5时

五极暗孤子不稳定的传输图

Fig. 10. Characteristic and propagation of the penta-pole dark solitons with the white noise of δ2 = 0.01: (a) Propagation
with the white noise when d3 = 3, d5 = 5; (b) propagation with the white noise when d3 = 4, d5 = 5.

若将无量纲化的方程 (1)转化为实际物理量
纲, 对于单暗孤子 (图 1 )情形, 选择非局域非线性
的若丹明B水溶液 (浓度 0.1 mmol/L)为介质, 该
溶液对光具有强吸收性质是一种自散焦介质, 当
选择输入光的波长为 532 nm, 输入暗孤子的横向

宽度w0 = 25 µm, 功率为1.0 W, 线性折射率n0为

1.3, 非线性折射率n2 = 4.0 × 10−11m2/W时 [17],
根据数值计算结果, 可估算得单暗孤子的实际横
向宽度约为 23.2 µm. 输入光波长和暗孤子的横向
宽度以及功率取值同单暗孤子情形一样, 同时, 在
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满足数值计算要求的实验参数下, 对非局域程度
d3 = 3, d5 = 5时的五极暗孤子 (图 9 (b)), 可计算
其实际宽度约为110.5 µm.

5 局域三次和非局域五次介质中的
暗孤子

在一维局域三次和非局域五次非线性介质中,
光场振幅ψ、横坐标上的光束宽度x和纵向坐标上

的衍射长度 z, 满足以下非局域非线性薛定谔方程:

i ∂ψ
∂z

+
1

2

∂2ψ

∂x2
+ a3|ψ|2ψ + ψn = 0, (6)

式中n是高阶项下的诱导折射率, 可表达为

n = a5

∫ +∞

−∞
R(x− x′)|ψ(x′, z)|4dx′, (7)

其中, 非局域五次的响应函数R(x) = 1/2d
1/2
5

× exp(−|x|/d1/25 ), 参数 a3和 a5分别表示三次和

五次的非线性强度, 取正值和负值分别对应非
线性分量的自聚焦和自散焦, d5代表五次非线
性对应的非局域程度. 假设方程 (4)的解的形式
为ψ(x, z) = w(x) exp(ibz), 其中w(x)为实函数,
b为传播常数. 为了研究暗孤子的一些特点, 设
w(x) = tanh(x)为一个试探解, 并且令 b = −1, 通
过牛顿迭代法对方程 (4)进行数值求解分析.

下面讨论方程 (4)和 (5)的暗孤子解和折射率
分布特点. 图 11给出了不同非局域和非线性介质
中暗孤子的光场波形和稳定传输图像, 从图 11 (a)
看到, 在自聚焦三次和非局域自散焦五次非线
性介质中, 基态暗孤子的波形和折射率分布与非
局域C-Q介质非常类似.随着非局域程度d5的增大,
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图 11 不同非局域和非线性介质中暗孤子的光场波形和稳定传输图像 (a) a3 = 0.1, a5 = −1时暗孤子光场波形, d5 = 1对

应蓝色实线 1, d5 = 10对应红色实线 2, 虚线 1′和 2′分别是相应的折射率分布; (b) a3 = 0.1, a5 = −1, d5 = 1时暗孤子传输;
(c) a3 = 0.1, a5 = −1, d5 = 10 时暗孤子传输; (d) a5 = −1, d5 = 1时暗孤子光场波形; a3 = 0.1对应蓝色实线 1, a3 = 0.5对应

红色实线 2, a3 = 1对应黑色实线 3; 1′, 2′ 和 3′ 虚线分别是相应的折射率分布; (e) a5 = −1, d5 = 1, a3 = 0.5时暗孤子传输图;
(f) a5 = −1, d5 = 1, a3 = 1时暗孤子传输图

Fig. 11. Characteristic and stable propagation of the dark solitons for different nonlocal and nonlinear parameters: (a) Soli-
ton structure and induced refractive index when a3 = 0.1 and a5 = −1; blue solid curve 1 corresponds to d5 = 1; red solid
curve 2 corresponds to d5 = 10; dash curves 1′ and 2′ are the corresponding refractive index curves; (b) propagation when
a3 = 0.1, a5 = −1 and d5 = 1; (c) propagation when a3 = 0.1, a5 = −1 and d5 = 10; (d) soliton structure and induced
refractive index when a5 = −1 and d5 = 1; blue solid curve 1 corresponds to a3 = 0.1; red solid curve 2 corresponds to
a3 = 0.5; black solid curve 3 corresponds to a3 = 1; dash curves 1′, 2′, and 3′ are the corresponding refractive index curves;
(e) propagation when a5 = −1, d5 = 1 and a3 = 0.5; (f) propagation when a5 = −1, d5 = 1 and a3 = 1.
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图 12 不同非线性介质中暗孤子的光场波形和传输的稳定性 (a) a3 = 1.27, a5 = −1, d5 = 1时暗孤子的光场波形 (蓝色实线)和
诱导折射率 (红色虚线); (b) a3 = −1, a5 = 0.1, d5 = 1时暗孤子的光场波形 (蓝色实线)和诱导折射率 (红色虚线); (c) a3 = 1.27,
a5 = −1, d5 = 1 时暗孤子的传输图; (d) a3 = −1, a5 = 0.1, d5 = 1时暗孤子的传输图

Fig. 12. Characteristic and stable propagation of the dark solitons for different nonlinear parameters: (a) Soliton structure
(blue solid curve) and induced refractive index (red dash curve) when a3 = 1.27, a5 = −1 and d5 = 1; (b) soliton structure
(blue solid curve) and induced refractive index (red dash curve) when a3 = −1, a5 = 0.1 and d5 = 1; (c) propagation when
a3 = 1.27, a5 = −1 and d5 = 1; (d) propagation when a3 = −1, a5 = 0.1 and d5 = 1.

孤子的两个驼峰升高, 光束束宽也同时增大, 而光
场诱导的折射率的幅值变小, 宽度展宽. 在不同
参数下, 基态暗孤子都具有很好的传输稳定性, 如
图 11 (b)和图 11 (c)所示. 但从图 11和图 12发现,
折射率两端并不像非局域C-Q介质下那样固定于
某一值 (非局域C-Q介质中nmin = 1), 其两端的绝
对值随着自聚焦非线性参量a3的增大而增大. 如
图 12 (d)所示, 基态暗孤子的幅值和光束束宽也随
着 a3的增大而增大. 因此, 孤子在光强为零的地方
产生的强排斥作用和诱导折射率产生的强吸引作

用平衡, 实现了基态暗孤子的稳定传输, 如图 11 (e)
和图 11 (f) 所示. 值得注意的是, 在非线性参量 a3

继续增大的情况下, 暗孤子两个驼峰尾部也逐渐
有波浪形的孤波产生. 当 a3 = 1.27时, 从图 12 (a)
看到暗孤子变成了呼吸孤子, 并且能稳定传输, 如
图 12 (c)所示. 在非线性参量 a3 > 1.27时基态暗

孤子不复存在. 相应于图 12 (b)和图 12 (d), 暗孤子
在自散焦三次和非局域自聚焦五次非线性的介质

中变得非常不稳定. 折射率分布在x轴的上半部

分, 引起暗孤子两端的振荡, 进而产生多个孤子峰
造成暗孤子的不稳定.

在局域三次和非局域五次非线性的介质中依

然支持多极暗孤子的束缚态. 图 13给出了自聚焦
三次和自散焦五次非线性介质中两极暗孤子的束

缚态. 从图 13 (a)可以看出, 两极暗孤子与基态暗
孤子一样, 束缚态的驼峰和束宽都随着非局域程度
d5的增大而增大, 光场诱导的折射率幅值减小. 在
非局域程度的变化区间内, 两极暗孤子始终有稳定
的束缚态. 其他参量不变, 当非线性 a3逐渐增大

时, 两极暗孤子波形会整体向上移动, 并且驼峰升
高, 两侧开始出现振荡波形, 而折射率分布下降, 峰
值增大, 也出现了振荡波形, 如图 13 (d)所示. 两
极暗孤子在 a3 > 1.18时开始出现不稳定传输, 如
图 13 (f)所示, 仔细观察该图发现, 束缚态的振荡
波形像水波一样, 不断向外跌宕传输, 这必定会引
起两极暗孤子最终排斥发散传输. 当非线性参数
a3 > 1.27时不存在两极暗孤子的束缚态.
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图 13 不同非局域和非线性介质中两极暗孤子的束缚态和传输的稳定性 (a) a3 = 0.1, a5 = −1时两极暗孤子光场波形, d5 = 1

对应蓝色实线 1, d5 = 10对应红色实线 2, 虚线 1′和 2′分别是相应的折射率分布; (b) a3 = 0.1, a5 = −1, d5 = 1时两极暗孤子

传输; (c) a3 = 0.1, a5 = −1, d5 = 10两极暗孤子传输; (d) a5 = −1, d5 = 1 时两极暗孤子光场波形; a3 = 0.1时为蓝色实线 1,
a3 = 0.5时为红色实线 2, a3 = 1时为黑色实线 3; 1′, 2′ 和 3′虚线分别是相应的折射率分布; (e) a5 = −1, d5 = 1, a3 = 1时微振

荡两极暗孤子传输图; (f) a5 = −1, d5 = 1, a3 = 1.18时微振荡两极暗孤子传输图

Fig. 13. Characteristic and stable propagation of the double-pole dark solitons for different nonlocal nonlinear parameters:
(a) Soliton structure and induced refractive index when a3 = 0.1 and a5 = −1; blue solid curve 1 corresponds to d5 = 1; red
solid curve 2 corresponds to d5 = 10; dash curves 1′ and 2′ are the corresponding refractive index curves; (b) propagation
when a3 = 0.1, a5 = −1 and d5 = 1; (c) propagation when a3 = 0.1, a5 = −1 and d5 = 10; (d) soliton structure and
induced refractive index when a5 = −1 and d5 = 1; blue solid curve 1 corresponds to a3 = 0.1; red solid curve 2 corresponds
to a3 = 0.5; black solid curve 3 corresponds to a3 = 1; dash curves 1′, 2′, and 3′ are the corresponding refractive index
curves; (e) propagation when a5 = −1, d5 = 1 and a3 = 1; (f) propagation when a5 = −1, d5 = 1 and a3 = 1.18.

6 结 论

本文研究了非局域C-Q介质中的基态暗孤子
以及多极暗孤子的特点. 首先, 研究了自散焦三次
和自聚焦五次非线性中的暗孤子的幅值和束宽受

非局域程度的影响. 结果表明, 非线性参量不仅对
孤子的幅值增长造成影响, 而且与孤子上下平移有
着密切关系, 但是光场诱导的折射率两端值始终是
一个固定值. 数值分析结果发现, 基态暗孤子可以
稳定传输, 两极和三极暗孤子也存在稳定的束缚
态, 对于更高极暗孤子, 选择合适的非局域常数和
传播常数, 仍然可以得到稳定传输的四极和五极暗
孤子, 但是对于一些五极暗孤子, 远距离传输将是
不稳定的. 通过线性稳定性分析发现, 两极暗孤子
存在不稳定区域; 而对于其他情形, 线性稳定性分

析结果与传播的稳定性结果一致. 其次, 讨论了局
域三次和非局域五次非线性介质中基态暗孤子和

两极暗孤子的特点. 结果表明, 暗孤子和两极暗孤
子的幅值和束宽都受非局域程度和非线性参量的

影响. 而诱导的折射率两端值则会因为三次非线性
参量的改变而改变. 暗孤子和两极暗孤子的束缚态
在自聚焦三次和非局域自散焦五次非线性下传输

更容易稳定, 而在自散焦三次和非局域自聚焦五次
非线性中发散不稳定.
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Abstract
In this paper, we mainly simulate the characteristics of the ground state dark soliton and the multipole dark soliton

in the nonlocal and cubic-quintic nonlinear medium. Firstly, the influences of the degree of nonlocality on the amplitude
and the width of the dark soliton in the self-defocusing cubic- and self-focusing quantic-nonlinear medium are studied.
Secondly, we find the nonlinear parameters affecting the amplitude values of solitons, but the refractive index induced by
the light beam is always a fixed value. The numerical results show that the ground state dark soliton can be propagated
stably alone the z axis, and the stable states of the dipole soliton and the dark tri-pole and quadru-pole solitons are
stable. However, some quadru-pole dark soliton is unstable after propagating the remote distance. Furthermore, we
also discuss the characteristics of the ground state dark soliton and the dark dipole soliton in the local cubic-nonlinear
and nonlocal quantic nonlinear media. Both the amplitude and the beam width of the dark ground state soliton and
dark dipole soliton are also affected by the degree of nonlocality and nonlinearity. Two boundary values of the induced
refractive index change with the variations of the three nonlinear parameters. The dark soliton and the dipole dark
soliton are more stable in the self-focusing cubic nonlinear and the nonlocal self-defocusing quantic nonlinear medium
than those in the self defocusing cubic nonlinear and nonlocal self-focusing quantic nonlinear medium. The powers of
single dark soliton and dark tri-pole soliton decrease monotonically with the increase of propagation constant when the
cubic-quintic nonlinearities are certain values and these degrees of nonlocalities are taken different values. Furthermore,
we also analyze linear stabilities of various nonlocal spatial dark solitons. And we find that the dipole dark soliton is
unstable when the propagation constant is in the region [−0.9, −1.0]. These properties of linear stabilities of other
multi-pole dark solitons are the same as their propagation properties.
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