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基于鲁棒极端学习机的混沌时间序列建模预测∗
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针对混沌时间序列预测模型易受异常点影响, 导致模型预测精度低的问题, 在贝叶斯框架下提出一种鲁
棒极端学习机. 所提模型将具有重尾分布特性的高斯混合分布作为模型输出似然函数, 得到一种对异常点和
噪声更具鲁棒性的预测模型. 但由于将高斯混合分布作为模型输出似然函数后, 模型输出的边缘似然函数变
成难以解析处理的形式, 因此引入变分方法进行近似推理, 实现模型参数的估计. 在加入异常点和噪声的情
况下, 将所提模型应用于大气环流模拟模型方程Lorenz序列以及Rossler混沌时间序列和太阳黑子混沌时间
序列的预测中, 预测结果验证了所提模型的有效性.

关键词: 极端学习机, 鲁棒, 混沌时间序列, 预测
PACS: 05.45.Tp, 07.05.Mh, 87.85.dq DOI: 10.7498/aps.67.20171887

1 引 言

混沌是发生在自然界确定系统中貌似不规则、

类似随机的运动 [1−3]. 从实际系统中获得的具有
混沌特性的时间序列种类和数量越来越多, 如大气
环流、气温、降雨量、太阳黑子、黄河流量等 [4−6].
近年来, 针对混沌时间序列的预测与分析已成为
当今科学研究领域的一个研究热点 [7−9]. 由于神
经网络和支持向量机较强的非线性逼近能力, 其
已被广泛应用于混沌时间序列建模预测中, 如: 多
层感知器 [10]、回声状态网络 [11]、正则化回声状

态网络 (RESN) [12]及鲁棒回声状态网络 [4]、模糊

神经网络 [13]、极端学习机 [14]、贝叶斯极端学习机

(BELM) [15]、支持向量极端学习机 (SVELM) [16]、

递归预测器神经网络 (RPNN) [17]等, 都在混沌时
间序列的预测中取得了快速的发展.

上述方法中, 极端学习机由于其具有结构简
单、学习效率高且能得到全局最优解等优点而得到

广泛应用. 极端学习机随机初始化输入权值, 在训

练过程中只调整输出权值, 从而可以得到全局最优
解, 且具有更快的收敛速度, 克服了梯度消失等缺
点. 由于上述优点, 近年来针对极端学习机的改进
算法得到了快速的发展, 如: 有学者提出多核极端
学习机 (MKELM), 以充分表达被学习数据集的信
息 [5,18], 基于智能优化算法的极端学习机 [19]通过

优化核参数及模型其他全局参数来提升算法的预

测性能, 基于在线学习的极端学习机 [20]以及面向

深度学习的极端学习机 [21].
极端学习机通过将输入变量映射到高维空间,

使数据在高维空间中具有线性特性, 再对高维空
间中的数据进行处理. 目前, 极端学习机最常采
用的训练方法为伪逆法. 伪逆法虽然简单易于实
现, 但其在实际应用中容易产生病态解, 即出现输
出权值很大的情况, 导致模型的泛化能力很弱. 为
解决病态解问题, 文献 [22]提出正则化极端学习机
(RELM), 在极端学习机优化目标函数中引入正则
项, 通过选取合适的正则化参数, 提高模型泛化性
能, 避免了病态解问题. 但是正则化参数的确定往
往采用交叉验证方法, 而交叉验证方法计算量较大
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且非常耗时. BELM不需要采用交叉验证方法便可
自动实现模型参数的估计, 同时能够提供模型参数
的概率预测, 进而得到预测的置信区间. 但BELM
假设模型输出似然函数为高斯分布, 这一假设使得
模型对于含有异常点的时间序列非常敏感, 当训练
数据中含有异常点时, 模型预测精度会受到很大影
响. 而在实际应用中, 由于数据受多种噪声共同影
响,数据中往往存在异常点. 因此,建立一种对噪声
和异常点不敏感的鲁棒极端学习机 (Robust-ELM)
预测模型在实际应用中具有重要意义.

采用重尾分布的模型输出似然函数, 使模型对
异常点具有较强的鲁棒性, 高斯混合分布作为一
种近似Student-t分布, 对异常点仍具有鲁棒性 [23].
以单变量分布为例, 在不含有和含有异常点两种情
况下, 高斯分布以及高斯混合分布的概率密度曲线
如图 1和图 2所示. 取自高斯分布的 300个整数点
的直方图分布, 及其基于高斯分布和高斯混合分
布的最大似然估计曲线如图 1所示. 将 26个异常
点加入到上述数据集中产生的相应直方图分布及

基于不同分布的最大似然估计曲线如图 2所示. 从
图 2可以看出, 高斯分布对异常点非常敏感, 而高
斯混合分布具有较强的鲁棒性, 不易受异常点的影
响. 因此, 本文采用高斯混合分布作为模型输出似
然函数.
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图 1 无异常点时不同分布概率密度曲线

Fig. 1. Probability density curves of different distri-
bution without outliers.

将高斯混合分布作为模型输出似然函数, 使
得模型输出边缘似然函数变成难以解析处理的形

式, 因此, 引入变分近似推理对模型参数进行估计,
实现模型的训练, 从而得到一种Robust-ELM. 所
提模型不但具有极端学习机的非线性逼近能力和

BELM自动学习模型参数的能力, 同时对异常点具

有较强的鲁棒性. 与统计物理学采用的方法相似,
本文同样采用概率统计的方法来实现物理量的分

析.在含有噪声和异常点的情况下, 将所提模型应
用于大气环流模拟模型方程Lorenz序列、Rossler
序列以及太阳黑子混沌时间序列等物理量的预测

中, 通过仿真实验分析, 证明了所提模型对于解决
含有噪声和异常点的时间序列物理量预测问题, 具
有一定的价值和意义.
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图 2 含异常点时不同分布概率密度曲线

Fig. 2. Probability density curves of different distri-
bution with outliers.

2 极端学习机

2.1 极端学习机预测模型

极端学习机是一种单隐层前馈神经网络, 它由
三层结构组成, 分别为输入层、隐层及输出层, 其结
构如图 3所示. 其中, 输入层和中间层、中间层和输
出层分别由输入权值和输出权值连接, 输入权值随
机产生, 在网络学习过程中不进行调整. 极端学习
机通过隐层将输入变量映射到高维空间, 使输入变
量在高维空间中具有线性特性, 再通过学习输出权
值, 对高维空间状态进行线性表示, 最终逼近输出
变量.

对于任意给定的N个不同样本 (xi, ti), 其中
xi = [xi1, xi2, · · · , xid]

T ∈ Rd为样本输入, ti为样
本目标输出, ti = [ti1, ti2, ti3, · · · , tim]T ∈ Rm为样

本目标输出变量, 设隐层节点个数为n, 隐层激活
函数为 g(x) , 一般为 sigmoid函数. 图 3极端学习
机输入输出公式如下:

oj =

n∑
i=1

wig(w
in
i · xj + bi), j = 1, 2, · · · , N,

(1)
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式中, oj为预测输出; win
i = [win

i1, w
in
i2, · · · , win

id]
T为

第 i个隐层节点与输入层节点之间的连接权值, 在
网络训练之前随机产生; wi = [wi1, wi2, · · · , wim]T

为第 i个隐层节点与输出节点间的连接权值;
win

i · xj表示点积运算. 当有样本输入到网络中
时, 采用激活函数和连接权值逼近N个样本的目标

值, 则可得到下式:

Hw = T , (2)

式中,

H(win
1 ,win

2 , · · · ,win
n , b1, b2, · · · , bn,x1,x2, · · · ,xN )

=


g(win

1 x1 + b1) . . . g(win
n x1 + bn)

... . . . ...

g(win
1 xN + b1) · · · g(win

n xN + bn)


N×n

,

(3)

其中,

w =


(w1)

T

...

(wn)
T


n×m

, T =


tT
1

...

tT
n


N×m

,

当HHT或HTH非奇异时, 输出权值w通过下式

求取,

w = H†T , (4)

H†表示H的伪逆, 当 rank(H) = N时, H† =

HT(HHT)−1; 当 rank(H) = n 时, H† =

(HTH)−1HT. 当HHT或HTH奇异时, 可通过
奇异值分解法求得w.

x

x
⊲
⊲
⊲
xd

g↼x↽֒ b

g↼x↽֒ b

g↼x↽֒ b

g↼x↽֒ bn

O

图 3 极端学习机结构

Fig. 3. Structure of extreme learning machine.

在实际应用中伪逆法容易产生病态解, 即出现
输出权值很大的情况, 导致模型的泛化能力很弱.

解决上述问题的正则化方法在网络优化目标函数

中引入正则项, 通过最小化如下目标函数求得网络
权值w:

J(w) =
1

2
||T −Hw||2 + 1

2
C||w||2. (5)

通过将问题转化为拉格朗日对偶优化问题, 得到的
网络输出权值为

w = (HTH + CI)−1HTT , (6)

其中I为n× n的单位矩阵, C为正则化参数. 正则
化参数C的确定通常采用交叉验证的方法, 计算量
较大, 且不易得到最优值.

2.2 BELM

BELM可以通过自动递归求得输出权值, 不需
要采用交叉验证方法确定正则化参数, 同时能避免
伪逆法容易产生病态解的问题. 该方法假设学习误
差独立且服从零均值高斯分布, 即训练数据似然函
数服从如下高斯分布:

p(T |w, β) =
( β

2π

)N/2

exp
(
−β

2
||T −Hw||2

)
.

(7)

网络输出权值的先验分布设为

p(w|α) =
( α

2π

)n/2
exp

(
−α

2
wTw

)
. (8)

w的相应后验分布同样为高斯分布, 其均值和方差
矩阵分别为mN 和SN :

mN = βSNHTT ,

S−1
N = αI + βHTH. (9)

通过证据近似法确定β 和α 的值, 计算公式
如下:

α =
γ

mT
NmN

, (10)

β =
(N − γ)

||T −HmN ||2
, (11)

γ =
n∑

i=1

λi

α+ λi
, (12)

其中, λi 为βHTH的特征值. 首先初始化参数β

和α,再利用初始化后的β 和α计算mN 和SN ,如
(9)式所示, 再利用估计的mN和SN , 按照 (10)和
(11)式重新计算β 和α的值, 如此重复计算直到算
法收敛.
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3 Robust-ELM

上述基于贝叶斯回归的极端学习机, 实现了网
络参数的自动学习, 不需要通过交叉验证确定正则
化参数, 但是贝叶斯回归假设网络学习误差独立且
服从零均值高斯分布, 该模型对异常点不具有鲁棒
性, 当数据中存在异常点时, 会使得模型的预测精
度受到很大影响, 因此本文在贝叶斯学习框架下,
提出一种具有鲁棒性的极端学习机预测模型.

3.1 Robust-ELM推理与参数估计

Robust-ELM将训练样本输出似然函数设置
为高斯混合分布, 如 (13)式所示. 高斯混合分布也
是一种重尾分布, 它是Student-t分布的一种近似
形式, 具有对异常点不敏感的特性, 对于任意一个
训练样本, 具体形式如下:

p(T (k)) = ηp1(T (k)) + (1− η)p0(T (k)), (13)

其中p1(T )如 (7)式所示, p0(T )如下:

p0(T ) =
( β

0

2π

)N/2

exp
(
−β0

2
||T −Hw||2

)
.

(14)

对于所有训练样本输出似然函数可写成

p(T |β, β0,w, z)

=
N∏

k=1

[p0(T (k))](1−zk)

{( β1

2π

)1/2
× exp

[
−β1

2
(T (k)− hkw)2

]}zk

, (15)

其中, hk 为H的行向量, 隐变量z的概率分布为

P (z|η) =
N∏

k=1

P (zk|η),

P (zk = 0) = 1− η,

P (zk = 1) = η, (16)

不同于BELM, 在Robust-ELM中, 将w 的先

验概率分布设置为

p(w|α) =
n∏

h=1

(αh

2π

)1/2
exp

(
− αh

2
w2

h

)
, (17)

式中, αh和wh分别为α和w的第h个元素, 极端
学习机隐层节点数.先验分布的设置类似于相关向
量机中将α设置为由不同值组成的对角阵, 而非一

个标量, 使得模型输出权值具有稀疏解, 提高了模
型的泛化性能 [24].

模型输出的边缘似然函数可表示为

p(T |α, β, β0, η)

=

∫
p(T |β, β0,w, z)p(w|α)P (z|η)dwdz. (18)

由于 (18)式是难以解析处理的, 因此采用变分法近
似推理, 得到隐变量z和网络输出权值w的后验概

率分布. 利用变分推理方法 [25], 求得网络输出权值
w的近似后验概率分布为高斯分布, 其协方差矩阵
和均值分别为Σ和µ.

Σ =

( N∑
k=1

[β0(1− Ez(zk)) + βEz(zk)]h
T
khk

+ diag(αh)

)−1

, (19)

其中, Ez(zk)为 zk关于分布 z的期望,

diag(αh) =


α1 0

. . .

0 αn

 ; (20)

µ = Σ

(
N∑

k=1

[β0(1− Ez(zk)) + βEz(zk)]T (k)hT
k

)
.

(21)

隐变量z的概率分布为

qz(z) =
N∏

k=1

qzk(zk), (22)

式中,

qzk = (bzkk c1−zk
k )/(bk + ck), (23)

其中,

bk = β1/2η exp(−βdk/2), (24)

ck = β
1/2
0 (1− η) exp(−β0dk/2), (25)

dk = (T (k)− hkµ)
2 + hkΣhT

k , (26)

为更快速地更新各参数值 [25] , 参数更新公式如下:

αnew
h =

δh
µ2
h

, (27)

δh = 1− αhΣhh, (28)

βnew =

N∑
k=1

Ez(zk)

N∑
k=1

Ez(zk)dk

, (29)
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ηnew =
1

N

N∑
k=1

Ez(zn), (30)

其中, µh和Σhh 分别为µ和Σ的第h个元素.

3.2 Robust-ELM实现步骤

Robust-ELM预测模型首先将输入变量映射
到高维空间, 进行鲁棒贝叶斯推理, 再利用变分近
似推理法求得网络输出权值w.

模型具体实现过程如下.
第一步, 随机初始化极端学习机输入权值矩阵

win, 并选择适当的隐层节点数n, 得到高维序列矩
阵H.

第二步, 将极端学习机输出矩阵w作为待估

参数, 设其先验概率分布为 (17)式, 极端学习机
输出似然函数为 (15)式, 隐变量z的概率分布为

(16)式.

第三步, 基于变分推理方法, 对Robust-ELM
网络输出权值进行估计:

1) 初始化αh (h = 1, 2, · · · , r), β, β0, η及

qzk(zk), 初始化后, 将以下步骤 2和步骤 3执行υ1

次, υ1为主更新次数;
2)采用上述初始化后的各参数值, 利用 (19)式

计算协方差矩阵Σ, 再利用求得的Σ , 通过 (20)式
计算均值µ, 获得µ后再继续利用计算协方差矩阵

Σ, 如此循环υ0次, υ0为子更新次数;
3)利用 (27), (29)和 (30)式实现参数αh, β及

η的更新, 参数更新法收敛.
第四步, 将第三步估计得到的µ作为Robust-

ELM网络的输出权值w, 当有新样本需要预测时,
将新样本通过第一步极端学习机隐层映射到高维

空间, 并利用 (2)式得到其预测值.
上述实现步骤可通过图 4表示.

H

w 

αh֒ β, 

β֒ η qzk↼zk↽

αh֒ β η֒ υt 

Σ 

µ υ0      

µ 

w

H

T

υt υ

图 4 Robust-ELM实现流程
Fig. 4. Implementing flow of Robust-ELM.

4 仿真实验

为验证所提模型的有效性, 将其应用于加入噪
声和异常点的大气环流模拟模型Lorenz混沌时间
序列预测、Rossler混沌时间序列和太阳黑子时间
序列预测中, 并采用均方根误差 (root mean square

error, RMSE)定量评价所提模型的性能, 其中oi为

第 i个样本的预测值, ti为第 i个样本的实际值.

RMSE =

[
1

N − 1

N∑
i=1

(ti − oi)
2

]1/2
. (31)

为验证所提Robust-ELM的有效性, 在三组仿
真实验中, 通过向时间序列加入不同比例的噪声
和异常点来进行仿真实验.加入噪声和异常点的方
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式分为 6种: 方式A为只加入数量为训练样本 1%
的 10倍异常点, 不加入高斯噪声; 方式B为只加入
10%水平的高斯噪声, 不加入异常点; 方式C为加
入 10%水平的高斯噪声和训练样本 2%数量的 10
倍异常点; 方式D为加入20%水平的高斯噪声和训
练样本 5%数量的 20倍异常点; 方式E为加入 30%
水平的高斯噪声和训练样本 8%数量的 30倍异常
点; 方式F为加入 40%水平的高斯噪声和训练样本
10%数量的 40倍异常点. 具体加入噪声和异常点
的方式为: 在训练数据集的目标变量中加入一定水
平的高斯噪声, 并随机选择一定比例的训练样本,
再将选择到的训练样本原值通过相应比例的放大

以加入异常点.以加入方式D为例; 加入 20%水平
的高斯噪声和 5%的 20倍异常点是指加入 20%水
平的高斯噪声的同时, 再从训练样本中随机选择
Noutlier (Noutlier为训练样本总数乘以 5%经四舍五
入后取整)个样本, 将这Noutlier个样本的值放大 20
倍.

将Lorenz, Rossler和太阳黑子 -黄河流量时
间序列加入噪声和异常点后, 将其与RELM [21],
RESN [12], BELM [15], SVELM [16], MKELM [18]和

基于改进微粒群算法的核极端学习机 (APSO-
KELM) [19]等方法的预测结果进行比较. 并选取
训练集20%的数据作为验证集, 以确定各模型的全
局最优参数值. 在三组仿真实验中, Robust-ELM
方法的主要参数设置如表 1所列.

表 1 Robust-ELM模型的主要参数设置
Table 1. Parameters setting of Robust-ELM.

参数
隐层

节点数

主更新

次数

子更新

次数

训练

样本数

测试

样本数

Lorenz序列 200 6 6 1800 700

Rossler序列 300 7 5 2000 2000

太阳黑子序列 100 8 6 200 99

4.1 Lorenz混沌时间序列仿真分析

Lorenz系统是美国气象学家Lorenz模拟大气
环流模型建立的三元一阶常微分方程组 [2], Lorenz
混沌方程如下

ẋ = a(y − x),

ẏ = (c− z)x− y,

ż = xy − bz. (32)

随机选择初始值, 舍弃瞬态后产生训练集和测
试集, 将得到具有混沌特性的时间序列. 为使得相
关算法在同等条件下进行比较, 将初始值设置为
a = 10, b = 8/3, c = 28, x(0) = y(0) = z(0) = 1.0.
利用四阶Runge-Kutta法产生 2500组混沌时间序
列. 将x(t), y(t), z(t)作为输入序列, x(t + 1)作为

待预测序列, 选择前 1800组作为训练样本, 后 700
组作为测试样本, Lorenz时间序列如图 5所示.
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图 5 Lorenz混沌时间序列 (a) Lorenz-x(t)时间序列; (b) Lorenz-y(t)时间序列; (c) Lorenz-z(t)时间序列
Fig. 5. Lorenz chaotic time series: (a) Lorenz-x(t) time series; (b) Lorenz-y(t) time series; (c) Lorenz-z(t)
time series.
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表 2 含不同比例噪声和异常点的各模型预测误差 (Lorenz 序列)
Table 2. Prediction errors of different models for data with different ratios of noise and outliers (Lorenz time series).

模型 RELM RESN SVELM BELMN MKELM APSO-KELM Robust-ELM

RMSE(方式A) 0.5988 0.5178 0.0097 0.3551 1.0495 0.9781 7× 10−5

RMSE(方式B) 0.0751 0.0785 0.0858 0.0757 0.1169 0.0638 0.0565

RMSE(方式C) 0.7319 0.9401 0.0891 0.6229 1.2754 1.0780 0.0575

RMSE(方式D) 1.9033 2.0017 0.2037 0.8589 2.7595 2.8176 0.1032

RMSE(方式E) 4.2149 2.9057 0.2807 1.3080 6.5310 3.1581 0.1550

RMSE(方式F) 6.3879 5.1405 0.4013 2.0430 8.3929 7.3918 0.2219

加入不同比例的噪声和异常点后各模型的

预测误差如表 2所列. 从表 2可以看出, 当数据
中包含异常点时, 各模型预测精度都受到一定
的影响, 与SVELM和Robust-ELM相比, RELM,
RESN, MKELM, APSO-KELM 和BELM受异常
点的影响更大. 主要是因为SVELM通过松弛因子
能够减小一部分噪声和异常点的影响, 而Robust-
ELM通过采用高斯混合分布作为模型输出似然函
数, 提高了模型的鲁棒性, 从而获得了更高的预测
精度.

以方式D为例, 将训练数据集中的目标输出
序列中加入 20%水平的高斯噪声和 5% (90 个)的
20倍异常点. 加入噪声和异常点后的Robust-ELM
预测曲线和相应的预测误差曲线如图 6所示, 从
图 6可以看出, 即使加入了大量噪声和异常点, 所
提模型仍具有较高的预测精度.
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图 6 含噪声和异常点的 Lorenz序列 x(t)预测结果

(a) Robust-ELM预测 Lorenz-x(t)曲线; (b) Robust-ELM
预测误差曲线

Fig. 6. Prediction results of Lorenz series x(t) with noise
and outliers: (a) Prediction curves of Robust-ELM for
Lorenz-x(t) time series; (b) prediction error of Robust-
ELM for Lorenz-x(t) time series.

4.2 Rossler混沌时间序列仿真分析

为更进一步的比较各算法的预测性能, 另一组
实验为Rossler混沌时间序列的仿真分析, Rossler
时间序列方程如下所示:

ẋ = − y − z,

ẏ = x+ ay,

ż = b+ z(x− c). (33)

同样利用四阶Runge-Kutta法产生 4000组混
沌时间序列. 将x(t), y(t), z(t)作为输入序列,
x(t + 1)作为待预测序列, 选择前 2000组作为训
练样本, 后2000组作为测试样本. 为验证模型的有
效性, 同样采用 6种方式加入不同水平的噪声和不
同比例的异常点, 加入噪声和异常点后不同模型的
预测结果如表 3所列.

从表 3可以看出, 采用方式B仅加入 10%水平
的高斯噪声时, APSO-KELM取得了最好的预测
结果, 主要是因为APSO-KELM通过改进的微粒
群算法对核参数及其他全局参数进行优化, 使得模
型的预测精度有了较大提升, 但当模型中加入异
常点或同时加入异常点和噪声时, 其预测精度受
到了很大的影响, 而所提模型只在方式B下预测精
度仅次于APSO-KELM, 在其他 5种加入噪声和异
常点的方式下, 所提模型的预测结果都优于其他
方法. 从表 3也可以看出, 所提模型对高斯噪声和
异常点均有较好的抗干扰能力, 而对于异常点的
抗干扰能力相对更强. 以方式E为例, 将训练数据
集中的目标输出序列中加入 30%水平的高斯噪声
和 8% (160个)的 30倍异常点. 加入噪声和异常点
后的Robust-ELM预测曲线和相应的预测误差曲
线如图 7所示, 从图中可以看出, 即使加入了大量
噪声和异常点, 所提模型仍能较好地预测该时间序
列值.
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表 3 含不同比例噪声和异常点的各模型预测误差 (Rossler序列)
Table 3. Prediction errors of different models for data with different ratios of noise and outliers
(Rossler time series).

模型 RELM RESN SVELM BELMN MKELM APSO-KELM Robust-ELM

RMSE(方式A) 0.2730 0.1510 0.0151 0.1516 0.7229 0.4818 2.5× 10−4

RMSE(方式B) 0.2977 0.1281 0.0763 0.0502 0.1668 0.0379 0.0476

RMSE(方式C) 0.4973 0.3741 0.0809 0.3200 0.7927 0.7258 0.0494

RMSE(方式D) 0.8623 1.1424 0.1476 0.5736 1.4319 1.2566 0.0959

RMSE(方式E) 2.4689 2.1436 0.1931 1.8378 2.9298 3.3037 0.1462

RMSE(方式F) 4.2413 4.7960 0.2197 2.6950 4.6779 3.6058 0.1781
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图 7 含噪声和异常点的Rossler序列 x(t)预测结果

(a) Robust-ELM 预测Rossler-x(t) 曲线; (b) Robust-ELM
预测误差曲线

Fig. 7. Prediction results of Rossler series x(t) with noise
and outliers: (a) Prediction curves of Robust-ELM for
Rossler-x(t) time series; (b) prediction error of Robust-
ELM for Rossler-x(t) time series.

4.3 太阳黑子 -黄河径流混沌时间序列
仿真分析

为进一步验证所提模型的有效性, 将其应用于
太阳黑子和黄河径流二元混沌时间序列预测中, 输

入变量为太阳黑子和黄河径流量, 待预测变量为下
一年太阳黑子. 选择样本区间为 1700年至 2003年
太阳黑子和黄河径流量混沌时间序列. 经相空间
重构后, 产生299组数据, 选择前200组作为训练样
本, 后99 组作为测试样本.

将训练数据集中的目标输出序列中加入异常

点和噪声前后的太阳黑子时间序列如图 8所示.
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图 8 含异常点和噪声的太阳黑子混沌时间序列

Fig. 8. Sunspot chaotic time series with outliers and
noise.

表 4 含异常点和噪声数据的不同模型预测误差 (太阳黑子序列)
Table 4. Prediction errors of different models for data with outliers and noise (Sunspot time series).

模型 RELM RESN SVELM BELMN MKELM APSO-KELM Robust-ELM

RMSE(方式A) 21.8540 22.3974 21.3388 25.6201 27.1851 27.6898 20.2187

RMSE(方式B) 20.7572 20.7519 21.5102 20.50102 27.2556 27.1689 20.6013

RMSE(方式C) 25.2352 28.9051 21.8440 29.1947 31.4600 30.0833 20.7516

RMSE(方式D) 39.2112 35.9152 22.3461 33.8170 47.8562 43.5513 20.8311

RMSE(方式E) 62.5675 91.7411 22.5145 48.3793 91.5065 48.9116 20.8542

RMSE(方式F) 128.3522 140.6035 23.4275 93.8488 124.63 58.6643 21.0985
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加入不同比例异常点和噪声后各模型预测误

差如表 4所列. 从表 4可以看出, 当加入大量噪声
和异常点后, RELM, RESN, BELM和MKELM的
预测精度受到了严重的影响, 所提模型相比于其
他方法仍具有更高的预测精度. 从表 4也可以看出
加入噪声和异常点后所提模型预测值只产生了微

小波动, 具有较强的鲁棒性, 能较好地描绘太阳黑
子 -黄河流量时间序列的动力学特性.

4.4 算法计算复杂度和收敛性分析

极端学习机模型对隐层状态矩阵HN×n 直接

求伪逆, 计算复杂度为O(n2N + n3) , 其中N为

训练样本数, n为极端学习机隐层节点数. 所提
Robust-ELM模型主更新次数为υ1, 子更新次数
为υ0, 根据算法实现程序, 执行υ1次迭代的时间

复杂度为O(υ1υ0(Nn + Nn2 + Nn3)), 括号中的
Nn+Nn2 +Nn3为执行一次子更新需要的向量与

矩阵以及向量与向量相乘所需的总步数.
在实际应用中, 训练样本数N一般大于隐层

节点数n, 因此, 即使ELM时间复杂度与Robust-
ELM均可表示为O(N), 但在实际应用中, 由于
隐层节点数n的作用, Robust-ELM运行效率通常
低于ELM.但在时间复杂度均为O(N)的情况下,
Robust-ELM 从算法的鲁棒性方面对已有算法进
行改进和优化.其采用高斯混合分布作为模型输出
似然函数, 得到一种对异常点和噪声更具鲁棒性的
预测模型.同时在三组仿真实验中, 通过向时间序
列加入不同比例的噪声和异常点来进行仿真实验

分析, 可看出Robust-ELM的预测性能远优于极端
学习机, 具有较强的鲁棒性.且在实际应用中, 时间
序列往往受到噪声和异常点的影响, 因此, 提高预
测模型的鲁棒性, 减小噪声和异常点对模型的影响
对于提高模型预测精度具有重要的意义.

本文基于贝叶斯框架提出Robust-ELM, 首先
通过将输入样本映射到高维空间中, 并将极端学习
机的输出权值作为待估计参数, 将具有重尾分布特
性的高斯混合分布作为模型输出似然函数, 再采用
变分方法实现模型参数的估计.所提方法本质是基
于变分贝叶斯推理估计模型参数, 获得模型参数
的后验概率分布.因此, 其收敛性与变分贝叶斯估
计相同, 变分贝叶斯估计的收敛性在文献 [26]中得
到了详细的证明, 详细的证明过程见文献 [26]的附
录A至附录F. 与期望最大化迭代算法相似, 所提

方法采用设定阈值的方法确定最大迭代次数.在模
型训练过程中, 若当前次训练误差比上一次迭代时
的训练误差之差小于该阈值时, 说明算法已收敛.
在三组仿真实验中, Lorenz序列的最大主更新次数
为6, 子更新次数为6; Rossler序列的最大主更新次
数为 7, 子更新次数为 5; 太阳黑子序列的最大主更
新次数为 8, 子新次数为 6.以Lorenz序列为例, 选
择有代表性的方式D (加入 20% 水平的高斯噪声
和训练样本 5%数量的 20倍异常点)、方式E (加入
30%水平的高斯噪声和训练样本 8%数量的 30倍
异常点)、方式F (加入 40% 水平的高斯噪声和训练
样本 10%数量的 40倍异常点)向时间序列中加入
噪声和异常点. 在以上三种情况下, Robust-ELM
算法的收敛曲线如图 9所示, 从图中可以看出, 当
主更新次数为 4, 即总的迭代次数为 24次时, 算法
均已收敛,对于Lorenz序列的其他加入噪声和异常
点的方式以及Rossler和太阳黑子序列情况, 算法
收敛情况类似.
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图 9 以Lorenz序列为例, Robust-ELM收敛曲线
Fig. 9. Convergence curves of Robust-ELM for Lorenz
chaotic time series.

5 结 论

本文在贝叶斯框架下提出Robust-ELM预测
模型, 所提模型不但具备了基于贝叶斯学习方法的
模型参数自动学习能力, 避免了交叉验证选取正则
化参数过程, 同时所提模型将混合高斯模型作为极
端学习机输出似然函数, 提高了模型的鲁棒性, 且
由于学习得到的输出权值具有稀疏性, 提高了模型
的泛化能力和预测精度. 通过将所提模型应用于含
有噪声和异常点的大气环流模型方程、Rossler混沌
时间序列以及太阳黑子时间序列的预测中, 证明了
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所提模型对于解决含有噪声和异常点的时间序列

物理量预测问题, 具有一定的实际应用价值.
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Abstract

Chaos is seemingly irregular and analogous to random movement happening in a determinative system in nature, and
more and more types and numbers of time series with chaotic characteristics are obtained from the actual systems, such
as atmospheric circulation, temperature, rainfall, sunspots, and the Yellow River flow. The chaotic time series prediction
has become a research hotspot in recent years. Because neural network can be strongly approximated nonlinearly, it has
better prediction performance in the chaotic time series modeling. Extreme learning machine is a kind of neural network,
and it is widely used due to its simple structure, high learning efficiency and having global optimal solution. Extreme
learning machine initializes the input weight randomly and just adjusts the output weight in the training process, in order
to be able to obtain the global optimal solution, so it has faster convergence speed and can overcome the disadvantage
of gradient vanishing. Due to the above advantages, in recent years, the improved algorithms of the extreme learning
machine have been developed rapidly. However, the traditional training methods of extreme learning machine have very
poor robustness and can be affected easily by noise and outliers. And in practical applications, the time series are
often contaminated by noise and outliers, so it is important to improve the forecasting model robustness and reduce the
influence of noise and abnormal points to obtain better prediction accuracy. In this paper, a robust extreme learning
machine is proposed in a Bayesian framework to solve the problem that outliers exist in the training data set. Firstly, the
input samples are mapped onto the high-dimensional space, and the output weight of the extreme learning machine is
used as the parameter to be estimated, then the proposed model utilizes the more robust Gaussian mixture distribution
as the likelihood function of the model output. The marginal likelihood of the model output is analytically intractable
for the Gaussian mixture distribution, so a variational procedure is introduced to realize the parameter estimation. In
the cases of different noise levels and the different numbers of outliers, the proposed model is compared with the other
prediction models. The experimental results of Lorenz, Rossler and Sunspot-Runoff in the Yellow River time series
with outliers and noise demonstrate that the proposed robust extreme learning machine model could obtain a better
prediction accuracy. The proposed robust extreme learning machine not only has the strong capability of the nonlinear
approximation but also can learn the model parameters automatically and has strong robustness. At the same time, the
time complexities of different models are compared and the convergence of the proposed model is analyzed at the end of
the paper.

Keywords: extreme learning machine, robust, chaotic time series, prediction
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