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耦合双泡声空化特性的理论研究∗

王德鑫 那仁满都拉†

(内蒙古民族大学物理与电子信息学院, 通辽 028043)

( 2017年 8月 8日收到; 2017年 9月 21日收到修改稿 )

当双泡中心间距足够小时, 由于气泡间辐射压力波的存在, 作用在气泡上的压力不等于外部驱动压力.通
过考虑双泡之间的辐射压力波, 利用改进的Keller-Miksis方程, 分别计算了不同大小、不同间距、含不同惰性
气体的双泡在声空化过程中半径的变化、次Bjerknes力的变化和双泡内温度的变化. 计算结果表明, 当双泡
大小不同时, 小气泡受到的抑制作用较强, 温度变化也比较大.随着双泡间距离从 100 µm增大到 1 cm时, 气
泡间的次Bjerknes力的数量级从 10−4 N减小到 10−8 N. 含不同惰性气体的耦合双泡在回弹阶段表现出明显
不同的振荡规律.

关键词: 次Bjerknes力, 惰性气体, 温度
PACS: 78.60.Mq, 43.25.+y DOI: 10.7498/aps.67.20171805

1 引 言

液体中的微小气泡在超声作用下会发生一

系列的非线性振荡, 这就是声空化.空化气泡内
部的极端条件可能会促进液体中的物理化学反

应, 并在一定条件下会伴随光辐射现象, 这就是
声致发光.最早对于液体中空化气泡的理论研究
是Rayleigh建立的球形空腔的气泡动力学理论模
型 [1].之后人们不断对其进行改进和完善, 提出
了经典的Rayleigh-Plesset方程 [2]和常用的Keller-
Miksis (K-M)方程 [3]. 这些模型对于研究声致发光
现象的内在机理有重要意义.

有研究表明, 在多泡声致发光 (MBSL)中, 气
泡半径的大小随着超声波频率的减小而增加 [4].
Ida等 [5]对不同多泡模型进行了研究, 并且对液态
汞中空化气泡进行了观察. 王成会等 [6]从气泡辐

射场影响下的均匀球状气泡群的耦合振动以及非

线性声响应方面分析了增强和抑制泡群空化的因

素. 由于空化和MBSL的复杂性, 为简化模型以便
于贴近实际环境, 人们开始关注双泡的理论研究.

Mettin等 [7]通过考虑气泡的非线性振动, 研究了
水中不同驱动压力下的双泡之间的相互作用力. 卢
义刚和吴雄慧 [8]由速度势叠加原理得到双泡超声

空化方程并对其运动规律进行了分析.蒲中奇等 [9]

建立了空化泡辐射噪声的理论模型, 对双泡在崩
溃时空化噪声规律进行了分析.在双泡的实验研究
中, Shirota等 [10]利用声致发光的实验系统观察了

双泡的运动轨道, 同年张文娟和安宇 [11]对实验中

观察到的双泡相互绕圈运动的现象进行了理论研

究. Rasoul等 [12]分析了不同浓度硫酸溶液中两个

声致发光气泡间的次Bjerknes力.
Bjerknes力是声场对气泡的作用力, 具体可表

现为: 单个气泡在静止声场的压力节点或波腹处
的吸引或排斥现象, 以及振荡气泡的相互吸引或
排斥现象. 当影响气泡的力是由外加声场作用引
起的时, 其被称为 “主Bjerknes力”; 由于相邻气泡
辐射声场引起的两个气泡之间的力称为 “次Bjerk-
nes力” [7].关于气泡间的次Bjerknes力, 早在 1993
年Pelekasis和Tsamopoulos [13,14]采用混合边界的

有限元法, 通过对无限远流体静压力的阶跃性变
化和振荡压力场下双泡间的次Bjerknes力的研究
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来说明它们的形变和界面的电位变化. 通过将平
均Bjerknes力与平均浮力相等的方法, 计算了稳定
声波中的单泡声致发光气泡的平衡位置 [15]. 由于
次Bjerknes力对气泡体积的影响, 马艳等 [16]利用

Lagrange方程推导出了次Bjerknes力作用下气泡
体积的振动方程, 并探讨了次Bjerknes力作用下不
同参数对气泡体积振动振幅和振动初相位的影响.
胡静等 [17]在考虑了不同泡群间的次级辐射声响因

素, 对不同大小泡群间的相互作用进行了分析. 为
了更贴近实际情况, 在空化气泡非球形效应的基础
上, 马艳等 [18]对非球形空化气泡和球形气泡间的

次Bjerknes力的影响因素进行了分析讨论.
本文通过考虑双泡之间的辐射压力波, 利用改

进的K-M方程和van der Waals方程, 研究了不同
大小、不同间距、含不同惰性气体的双泡在声空化

过程中半径的变化、次Bjerknes力的变化和双泡内
温度的变化.

2 耦合双泡动力学模型

当双泡中心间距足够小时, 由于气泡间辐射压
力波的存在, 作用在气泡上的压力不等于外部驱动
压力, 所以必须考虑双泡之间的相互作用.假设双
泡在振荡过程中位置保持不变, 并且始终保持球
形, 双泡可以在驱动声场的作用下同步振荡.双泡
中任一球形气泡的辐射压力可以从如下欧拉方程

和流体介质的连续性方程获得 [5]:
∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
= − 1

ρ

∂p

∂r
, (1)

∂r2u

∂r
= 0, (2)

式中, u(r, t)和 p(r, t)分别是气泡在液体中的速度

和压力, r是气泡的径向坐标.气泡周围的速度场可
以表示为

u(r, t) =
R2Ṙ

r2
. (3)

由 (3)式可知u(R, t) = Ṙ(t),并假设u(r → ∞, t) =

0, 则将 (3)式代入 (1)式并进行积分得

p =
ρ

r

d(R2Ṙ)

dt +O
( 1

r4

)
, (4)

由于 p(r → ∞, t) = 0,故可忽略无穷小项. 在气
泡 1的压力梯度场∇P1的作用下, 体积为V2的气

泡2受到气泡1作用的次Bjernes力可表示为

F12 = − V2∇P1 = −V2
∂p1
∂r

∣∣∣
r=L

er

=
ρ

4πL2
V2

d2

dt2V1er, (5)

式中L, er分别为两个气泡之间的距离和径向单位
矢量. (5)式两边对时间进行二次积分就可得到 [12]

FB = ⟨F12⟩ = − ρ

4πL2
⟨V̇1V̇2⟩er, (6)

其中“⟨·⟩”表示时间平均. 从 (6)式看出气泡间的次
Bjerknes力与两个气泡的体积导数的乘积成反比,
可以通过FB来说明气泡的受力情况. 在一个周期
内, 如果FB > 0, 两个气泡相互排斥; 如果FB < 0,
两个气泡相互吸引.将 (4)式代入K-M方程并且忽
略高阶小项后, K-M方程就可以修正为 [5](

1− Ṙi

c

)
RiR̈i +

3

2

(
1− Ṙi

3c

)
Ṙi

2

=
1

ρ

(
1 +

Ṙi

c

)
ps,i +

Ri

ρc

d
dtps,i

−
2∑

j=1,j ̸=i

1

Lij

d(R2
j Ṙj)

dt , (7)

ps,i = Pg,i −
2σ

Ri
− 4µṘi

Ri
− pa(t)− P0

for i = 1, 2, (8)

式中Lij是气泡 i和气泡 j的中心距离; pa(t) =

−Pa sin(ωt)为外部驱动力. (7)式中的最后一项
是双泡之间的声场相互耦合作用项.假设气泡内部
的气体为理想气体, 因此气泡内气体压强的变化满
足van der Waals方程:

Pg,i =
(
P0 +

2σ

Ri0

)(R3
i0 − h3

i

R3
i − h3

i

)γ

, (9)

式中, P0为环境压强, σ为液体的表面张力, Ri0是

第 i个气泡的初始半径, hi是第 i个气泡的van der
Waals硬核半径, γ为气体的多方指数.对于不同气
体, 多方指数γ可以通过下式得出 [19]:

γ = 1 + (Γ − 1) exp(−A/PeB), (10)

上式中瞬时Pelect数由式Pe = |Ṙ|R/κgas确定, 其
中κgas可由下式计算

[19]:

κgas =
25

48
Γ−1

(
πa2gRgT

µg

)1/2

G(g), (11)

这里ag, Rg, T和µg分别是气体有效原子直径、理

想气体常数、气体温度和气体分子质量, G(g)是一

个无量纲的密度函数.考虑到气泡壁上气体热扩散
所导致的气泡内部的温度变化, 气泡内部温度的表

037802-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 67, No. 3 (2018) 037802

达式修正为 [19]

Ṫ = −(γ − 1)
3R2Ṙ

R3 − h3
T − κgas

T − Tliq
R2

, (12)

其中Tliq是无穷远处的液体温度. 方程 (12)与方
程 (7)给出了双泡系统中气泡半径和气泡内温度
的计算模型.本文所采用的计算气泡内部温度的模
型进行了较多的简化, 并没有考虑气泡内的蒸汽
压强, 以及在气泡振荡过程中的热传导和质量交
换.在下面的计算中各物理参数的初始值分别取为:
µ = 10−3 Pa·s, c = 1485 m/s, σ = 0.0725 N·m−1,
ρ = 1000 kg/m3, f = 20 kHz, Pa = 1.3 atm,
T0 = 293.13 K.

3 不同大小双泡的声空化特性

在MBSL实验中, 所形成气泡的大小是随机
的, 因此研究不同大小双泡的相互作用对声空化特
性的影响, 在实验方面可以提供理论指导.本节考
虑三种情况: 1) 双泡的大小分别为R10 = 2 µm,
R20 = 5 µm; 2)双泡的大小均为R10 = R20 =

2 µm; 3)双泡的大小均为R10 = R20 = 5 µm.假设
双泡处于耦合状态, 即L = 100 µm, 气泡内是Ar
气, 其van der Waals硬核半径为hAr = Ri0/8.86.
另外在运动过程中双泡受到的次Bjerknes力是对
称的, 即 ⟨Fij⟩ = −⟨Fji⟩ [9], 并且在本文的计算中忽
略了延迟效应对次Bjerknes力的影响. 利用改进的
K-M模型, 计算了不同大小耦合双泡的声空化特
性, 结果如图 1所示.

图 1显示的是耦合双泡大小对声空化气泡半
径、次Bjerknes力和内部温度变化的影响. 当双
泡分别为 2和 5 µm时, 小气泡膨胀的最大半径为
R1 max = 18.087 µm, 崩溃时间为 22.6355 µs, 最
高温度为 3.8294 × 103 K, 大气泡膨胀的最大半
径为R2max = 50.919 µm, 崩溃时间为 27.2705 µs,
最高温度为 1.8729 × 104 K, 此时最大正次Bjerk-
nes力为 2.8426 × 10−6 N, 最大负次Bjerknes力
为 2.5546 × 10−6 N; 当双泡大小均为 2 µm时,
双泡振荡的频率是一样的, 膨胀的最大半径为
Rmax = 28.647 µm, 崩溃时间为 24.632 µs, 最高
温度为 1.1958 × 104 K, 此时最大次Bjerknes力为
1.6899 × 10−5 N; 当双泡大小均为 5 µm时, 膨胀
的最大半径为Rmax = 46.368 µm, 崩溃时间为

27.664 µs, 最高温度为1.6608× 104 K, 此时最大次
Bjerknes力为1.5976× 10−4 N.
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图 1 一个周期内不同大小双泡的声空化特性的变化

(a) 气泡半径; (b)次Bjerknes力; (c) 气泡内温度
Fig. 1. Property changes of ultrasonic cavitation of
the double bubbles with different sizes in one period:
(a) Radius of bubble; (b) secondary Bjerknes force;
(c) temperature of bubble.

从图 1 (a)和图 1 (b)以及上面的数据可以看
出, 当两个气泡大小不同时, 次Bjerknes力主要的
贡献来自于大气泡在第一次溃灭之前气泡壁运动.
当小气泡溃灭之后, 因为辐射压力场的耦合将次
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Bjerknes力由吸引力转变为排斥力, 这就意味着在
两个气泡之间存在着一个平衡点 [7]. 在大气泡溃灭
后的反弹阶段由于快速的振荡, 平均的次Bjerknes
力约为零. 当两个气泡大小相同时, 从图 1 (b)可以
看出在一个周期内次Bjerknes力属于吸引力, 并且
在一个周期内次Bjerknes力有两次径向振荡, 第一
次在20 µs左右, 第二次在气泡发光的瞬间, 说明在
膨胀和崩溃过程中双泡是相互吸引的 [11].
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图 2 一个周期内耦合双泡和单泡的气泡半径和气泡内

温度的变化 (R1, R2为单泡模型气泡初始半径; R10, R20

为双泡模型的两个气泡初始半径)
Fig. 2. Changes of radius and temperature of the cou-
pling double bubbles and the single bubble in one pe-
riod (R1 and R2 are the initial radii of bubbles in the
single bubble model, R10 and R20 are the initial radii
of bubbles in the double bubbles model, respectively).

从图 1 (c)可以看出, 当双泡大小不同时, 双泡
间的相互作用对小气泡的影响比大气泡大, 在小气
泡崩溃过程中大气泡会对小气泡起到非常明显的

抑制作用, 使其内部温度与相同半径双泡相比明
显降低.对于大气泡, 相互作用力与半径相同时的
大气泡相比降低, 使得大气泡在溃灭时温度有所
提高.为了研究双泡大小不一样时哪个气泡受影响

的程度比较大, 研究了初始半径为 2和 5 µm的耦
合双泡的半径变化和内部温度变化, 并与初始半
径为 2和 5 µm的单泡的半径变化和温度变化进行
了比较, 结果如图 2所示. 当单泡半径R1 = 2 µm
时, 膨胀的最大半径Rmax = 30.670 µm, 崩溃时
间为 24.490 µs, 最高温度为 1.2609 × 104 K; 当
单泡半径为R2 = 5 µm 时, 膨胀的最大半径
Rmax = 50.819 µm, 崩溃时间为 27.2485 µs, 最
高温度为1.8456× 104 K.

可以看出, 双泡中半径 2 µm的气泡比初始半
径为2 µm的单泡膨胀的最大半径减少将近12 µm,
由于膨胀半径的减小, 直接导致气泡内部的温度下
降了约 104 K. 初始半径为 5 µm的单泡与双泡中
5 µm的气泡半径相比几乎没有变化, 气泡内部的
温度同样没有明显的变化.由此可以看出, 大气泡
辐射出的声压相对于小气泡来说非常大, 对小气泡
的运动起到了非常明显的抑制作用, 而小气泡对大
气泡的影响却很微弱.因此, 当双泡大小不同时, 大
气泡对小气泡有非常明显的抑制作用.该结论与文
献 [19]中两个半径大小不一样的球形气泡群相互
作用时的结论类似.

4 不同间距双泡的声空化特性

对于双泡声空化问题中, 双泡之间的距离是
影响双泡空化特性的一项非常重要的因素.通过文
献 [9]可知, 如果双泡间距非常小, 它们之间的相
互运动就受到影响.本节考虑水中不同间距的两个
大小相同的气泡, 并假设双泡的大小均为 4.5 µm,
气泡内部气体都为Ar气.下面分别计算双泡间距
L = 100 µm, 1 mm, 1 cm时气泡半径、次Bjerknes
力以及气泡内部温度的变化情况.

计算结果表明: 当L = 100 µm时, 气泡的崩
溃时间为27.372 µs, 膨胀的最大半径为44.550 µm,
最大次Bjerknes力为 1.3286 × 10−4 N, 最高温度
为 1.6932 × 104 K; 当L = 1 mm时, 气泡的崩溃
时间为 27.0395 µs, 膨胀的最大半径为 48.205 µm,
最大次Bjerknes力为 2.1165 × 10−6 N, 最高温度
为 1.7608 × 104 K; 当L = 1 cm时, 气泡的崩溃时
间为 26.994 µs, 膨胀的最大半径为 48.867 µm, 最
大次Bjerknes力为 2.2390 × 10−8 N, 最高温度为
1.8814× 104 K.

从图 3 (a)可以清晰地看到随着双泡间距的增
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加, 双泡膨胀的最大半径也在逐渐增大, 从崩溃放
大图可看出气泡的崩溃时间明显提前, 这与文献 [8]
中的计算结果是一致的.随着双泡间距的增大, 气
泡壁膨胀的曲线趋于重合, 说明当双泡间距大于一
定值时, 可以将其简化成单泡模型.
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图 3 一个周期内不同间距双泡的声空化特性的变化

(a) 气泡半径; (b) 次Bjerknes 力; (c) 气泡内温度
Fig. 3. Property changes of ultrasonic cavitation of the
double bubbles with different distances in one period:
(a) Radius of bubble; (b) secondary Bjerknes force;
(c) temperature of bubble.

图 3 (b)表示的是不同间距下计算出的双泡间
次Bjerknes力, 三种情况对比可以看出, 随着双泡
间距的增加, 次Bjerknes力的数量级从 10−4 N减
小到10−8 N,即气泡间相互作用力的大小随着气泡
间距的减小而增大.文献 [12]中认为当双泡间距为
1 cm时处于未耦合状态, 从计算结果可以看出此时
气泡间次Bjerknes力的数量级为 10−8 N, 基本可
以忽略不计.这说明双泡间的次Bjerknes力随着双
泡间距的增大而逐渐衰减, 当双泡间距大于 1 cm
时逐渐衰减为零 [18]. 从图 3 (c)气泡内部温度的变
化可以看出, 随着双泡间距的增加, 双泡间相互作
用力的减小, 它们内部的温度也在增加.

5 含不同惰性气体双泡的声空化特性

惰性气体在声致发光过程中的作用是非常明

显的, 有研究表明当空气泡中注入 1%的Ar气时,
在声致发光过程中所发出的光与未注入Ar气相比
亮度增加几百倍 [20], 且惰性气体对声致发光光谱
的研究也有重要作用 [21]. 因此在双泡声空化中不
同惰性气体的影响也是必须考虑的一个因素.通过
文献 [22]可知, 在声致发光过程中随着气泡中惰性
气体分子量的增加, 气泡的相对半径变化不明显,
但是所产生的温度和亮度都随之增加.

本节考虑双泡由不同惰性气体构成, 双泡大小
均为4.5 µm, 双泡间距L = 100 µm, 计算中采用的
惰性气体参数列于表 1 .

表 1 不同惰性气体的参数 [19]

Table 1.The characteristic parameters of the noble gases [19].

惰性

气体

有效原子

半径/nm
分子质量/
kg·mol−1

摩尔体积/
mol·m−3

He 0.14 0.004 0.0242

Ar 0.188 0.0399 0.022392

Xe 0.216 0.1313 0.0223

图 4为含不同惰性气体双泡在声空化过程中
其半径和温度的变化. 计算结果表明, 当泡 1内
含有Xe气、泡 2内含有Ar气时, 双泡膨胀的最
大半径分别为 44.554, 44.549 µm, 最高温度分别
为 3.3766 × 104, 1.6869 × 104 K, 崩溃时间分别为
27.3725, 27.3721 µs,最大次Bjerknes力为1.3288×
10−4 N; 当泡 1内含有Xe气、泡 2内含有He气时,
两气泡膨胀的最大半径分别为 44.559, 44.532 µm,
最高温度分别为3.3676×104, 7.0395×103 K,崩溃
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时间分别为 27.3725, 27.3705 µs, 最大次Bjerknes
力为1.3280× 10−4 N.

两种情况的比较可看出, 不同的惰性气体对
耦合双泡膨胀的最大半径的影响很小.但从放大
图 4 (b)和图 4 (e)可以看出, 不同的惰性气体气泡
在回弹阶段表现出明显不同的振荡规律, 即半径的
变化明显不同.这由于在气泡膨胀和收缩的过程可

以看作是等温过程, 此时气体的多方指数γ ≈ 1, 所
以不同惰性气体对气泡膨胀和收缩过程中半径的

影响可以忽略.在气泡崩溃的瞬间, 气泡内部可以
看作是绝热过程, 由 (10)式可知分子量大的惰性气
体的多方指数的变化快, 影响了气泡内部气体压
强, 导致在第二个膨胀过程中膨胀的最大半径的差
异, 进而影响了回弹阶段的振荡.
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图 4 一个周期内不同惰性气体双泡的声空化特性的变化 (a) Xe气泡和Ar气泡的半径; (b) 图 (a)回弹阶段的放大图; (c) Xe
气泡和Ar气泡内温度; (d) Xe气泡和He气泡的半径; (e) 图 (d)回弹阶段的放大图; (f) Xe气泡和He 气泡双泡内温度
Fig. 4. Property changes of ultrasonic cavitation of the double bubbles with different noble gas in one period: (a) Radius
of Xe and Ar bubble; (b) magnified figure of panel (a) in the stage of rebound; (c) temperature of Xe and Ar bubble;
(d) radius of Xe and He bubble; (e) magnified figure of panel (d) in the stage of rebound; (f) temperature of Xe and He
bubble.
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由 (6)式可知, 最大次Bjerknes力与气泡膨胀
最大半径的平方成正比, 因此不同惰性气体对双泡
间的相互作用力大小的影响是不明显的, 所以没
有给出次Bjerknes力的变化图.由于单泡和双泡内
温度的计算都与气泡内部气体和气泡膨胀的半径

有关, 当双泡含有相同的惰性气体且膨胀的最大
半径相同时,单泡和双泡声空化时内部温度是一样
的 [19]. 当双泡分别含有不同的惰性气体且膨胀的
最大半径也相同时, 单泡和双泡都是分子量大的惰
性气体气泡内部的温度更高, 这表明耦合双泡声空
化中惰性气体的作用与单泡声空化中的作用是一

样的.

6 结 论

如果两个空化气泡间距足够小时, 由于相邻气
泡间的辐射压力波的存在, 必须考虑它们之间的次
Bjerknes力.本文通过考虑双泡间的相互作用, 得
到了次Bjerknes力的表达式, 并通过双泡动力学方
程对耦合双泡声空化时的气泡半径变化、气泡内温

度变化以及次Bjerknes力变化进行了分析.
对于不同大小的双泡, 由于大气泡的辐射压

力波较强, 所以小气泡受到抑制作用较强, 温度
变化也比较明显.当双泡大小相同时, 双泡间的次
Bjerknes力均为负, 表明耦合的双泡在振荡过程中
相互吸引, 并且在一个周期内次Bjerknes力有两次
径向振荡.随着双泡间距的增加, 双泡间的相互影
响减弱, 因此双泡受到的次Bjerknes力逐渐减小,
膨胀的最大半径在逐渐增大, 并且气泡内温度也随
之增加.当双泡间距足够大时, 次Bjerknes力就可
以忽略不计, 可将双泡模型简化为单泡模型.

当双泡内含有不同惰性气体时, 由于溃灭时气
泡内气体的多方指数变化的差异导致在溃灭之后

的回弹阶段表现出明显不同的振荡规律.而在双泡
膨胀阶段多方指数不变, 所以最大半径没有明显差
异.本文的研究对于不同数量气泡的声空化模型的
建立, 以及不同数量气泡间相互作用的研究提供了
理论基础.
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Abstract
When the distances between bubbles are small enough, the pressure acting on the bubble is not the same as

the external driving pressure, because of the radiation pressure wave of the neighboring bubbles. The force between
two bubbles due to the bubble-radiated pressure waves by the neighboring bubbles is called the secondary Bjerknes
force. Considering the bubble-radiated pressure waves and using the modified Keller-Miksis equation and van der Waals
equation, the changes of the radius, the secondary Bjerknes force and the temperature of the double bubbles, which
have different sizes, interspaces in between, and noble gases, in the process of ultrasonic cavitation are calculated. The
calculations are based on the assumption that the locations of double bubbles stay unchanged in the oscillation process
and their shapes always keep spherical. The double bubbles can also oscillate synchronously under the influence of
the driving ultrasonic field. Because the sound propagation speed in water extremely fast, the time-delay effect on the
secondary Bjerknes force is neglected. From the calculated results, the following conclusions can be drawn: when the
sizes of double bubbles are different, the smaller bubble is more restrained and the temperature change is larger. When
the sizes of double bubbles are the same, the Bjerknes force is negative, indicating that the coupled double bubbles are
attracted to each other during the oscillation and the Bjerknes force has two radial oscillations in one driving period.
As the interspace between double bubbles increases from 100 µm to 1 cm, the secondary Bjerknes force decreases from
10−4 N to 10−8 N, indicating that the interaction between double bubbles increases with the decreasing of the distance
between the bubbles. The coupling double bubbles with different noble gases have only a small difference in maximum
radius in the stage of expansion, but have different oscillation patterns clearly in the stage of rebound. This is because
the bubble expansion process can be seen as an isothermal process, the effective polytropic exponent γ is approximately
equal to 1. The collapse process can be regarded as an adiabatic process, so the effective polytropic exponent γ of noble
gas with large molecules changes rapidly, and the influence of the oscillation of the bubbles becomes large. Our work
provides a theoretical basis for establishing the acoustic cavitation model of different-number bubbles, and calculating
the interaction force between different-number bubbles.
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