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在受二进制非周期信号和周期方波信号激励的分数阶双稳系统中, 研究了非周期振动共振问题, 用于微
弱非周期信号的检测和增强. 当非周期信号脉宽较大时, 系统为小参数, 通过调节周期方波信号的幅值, 能够
实现非周期振动共振. 当非周期信号脉宽较小时, 分别通过变尺度法和二次采样法实现了非周期振动共振.
使用变尺度法, 得到的大参数等价系统能够匹配任意小的非周期信号脉宽, 其中变尺度系数是该方法在使用
过程中需要选择的关键参数. 使用二次采样法, 二次采样后得到的非周期信号具有较大的脉宽, 能够匹配原
先的小参数系统, 其中二次采样频率比是该方法使用过程中的关键参数. 这两种方法虽然实现非周期振动共
振的物理过程不同, 但能够达到相同的效果. 系统阶数对振动共振产生影响, 随着阶数的增大, 发生最佳振动
共振时所需要的辅助信号幅值变大, 同时系统输出的最佳时间序列与输入非周期信号之间的相似性增强.

关键词: 分数阶系统, 二进制非周期信号, 振动共振
PACS: 45.10.Hj, 33.20.Tp, 05.45.–a DOI: 10.7498/aps.67.20172046

1 引 言

在自然科学和工程技术领域, 携带有用信息
的信号往往比较微弱, 因此在检测和分析这些信
号之前, 需要先将其进行增强. 增强信号的方法多
种多样, 其中基于非线性系统动力学理论的随机
共振 (stochastic resonance, SR) [1]和振动共振 (vi-
brational resonance, VR) [2]方法近些年得到了诸

多领域科研人员的广泛关注. 对于简谐信号激励
的系统, 随机共振指的是系统输出的信噪比或谱放
大因子是激励中所含噪声强度的非线性函数, 通过
调节噪声强度, 能够使系统输出的信噪比最大, 进
而通过合适的噪声强度放大了输出中的微弱信号

成分. 在振动共振的研究中, 高频辅助信号代替了
噪声, 通过调节高频辅助信号的幅值, 能够使系统

输出在特征信号频率处的响应幅值增益达到最大.
然而, 携带有用信息的信号不仅以周期信号的形式
存在, 还有大量的信息要用不同形式的非周期信号
来表示, 其中二进制非周期信号是一种常见的形
式. 在非线性系统中通过诱导系统发生非周期随机
共振 (aperiodic stochastic resonance, ASR) [3]或者

非周期振动共振 (aperiodic vibrational resonance,
AVR) [4], 能够增强微弱的非周期特征信息. 所谓
非周期随机共振或非周期振动共振, 指的是当特征
信号为非周期信号时, 通过调节噪声强度或者高频
辅助信号幅值, 使得系统输出的波形和非周期特征
信号的波形相似, 但振幅比输入特征信号的振幅更
大. 目前, 一般以系统输出和输入特征信号之间的
相关系数作为研究非周期随机共振和非周期振动

共振的指标, 相关系数与噪声强度或辅助信号幅值
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之间呈现一条类似于 “共振”的曲线, 在共振点处往
往会发生随机共振或者振动共振. 事实上, 相关系
数描述的是两个时间序列之间的相似性, 当相关系
数取得最大值时, 系统输出可能发生了非周期随机
共振或者非周期振动共振, 即相关系数最大是系统
发生非周期随机共振或非周期振动共振的必要非

充分条件.
相比于常微分形式的非线性系统, 分数阶形式

的非线性系统在微弱信号的动力学响应方面具有

更多的优势, 尤其是分数阶非线性系统能够进一
步增强系统输出的随机共振 [5]和振动共振 [6]现象.
此外, 常微分系统可以看作分数阶系统的特例, 因
此研究分数阶系统中的随机共振和振动共振得到

的结果更具有通用性. 相比于随机共振, 振动共振
更易控制. 目前虽有一些关于振动共振的研究文
献, 但是分数阶系统中的非周期振动共振问题还尚
未研究, 考虑到分数阶系统动力学行为的丰富性以
及非周期信号的广泛存在性, 研究这一问题具有重
要意义.

本文分以下几部分展开研究: 第 2部分研究分
数阶系统中的经典非周期振动共振现象, 即系统参
数和信号参数能够直接实现匹配, 参数不需要进行
其他方面的处理; 第 3部分和第 4部分研究系统参
数和信号参数不能直接匹配的情况, 即非周期信号
的脉宽具有任意小值的情况, 实现系统参数和信号
参数的匹配才能诱发振动共振现象; 这两部分分别
使用了变尺度法和二次采样法, 通过这两种不同的
方法, 分别实现系统参数和信号参数的匹配, 诱发
非周期振动共振, 达到殊途同归的效果; 第 5部分
对本文的主要结果进行总结.

2 非周期振动共振

研究模型如下:
dαx(t)

dtα = ax(t)− bx3(t) + s(t)

+Bsgn[cos(Ωt)], (1)

其中a > 0, b > 0为系统参数, 系统为具有双稳态
势函数的分数阶系统. 分数阶导数采用Grünwald-
Letnikov定义 [7], 即

dαx(t)

dtα

∣∣∣∣
t=nh

= lim
h→0

1

hα

n∑
j=0

(−1)j

α

j

x(nh− jh),

(2)

其中二项式系数

(
α

0

)
= 1,

(
α

j

)
= [α(α− 1) · · ·

(α − j + 1)]/j!, j > 1, α ∈ (0, 2). s(t)是需要增
强的特征信号, 以二进制非周期信号形式存在, 表
达式为

s(t) = A

+∞∑
m=−∞

RmΓ (t−mT ), (3)

其中A为二进制非周期信号的振幅, Rm=±1为

符合高斯分布的随机数, Γ (t) =

1, t ∈ [0, T ]

0, 其他
,

T 为脉宽, 即 s(t)中的最小随机脉冲的宽度.
Bsgn[cos(Ωt)]为诱发振动共振使用的辅助信号,
辅助信号的幅值和周期分别为B和 2π/Ω. 根据
振动共振理论, 一般要求辅助信号随时间的变化
远快于特征信号的变化 [2], 因此有 2π/Ω ≪ T , 本
文令Ω = 2π/(βT ), 其中β ≫ 1. 对于特征信号
是简谐信号的情况, 辅助信号一般也以简谐信号
的形式表示. 对于辅助信号是非周期信号的情况,
Chizhevsky和Giacomelli [4]采用了如 (1)式中的周
期方波作为辅助信号. 根据动力学理论, 特征信号
影响系统输出中的慢变成分, 辅助信号影响系统输
出中的快变成分, 辅助信号的作用是改变等效系统
的参数, 即改变等效系统势函数的形状, 进而影响
输出中慢变成分的动力学行为 [8−10]. 辅助信号的
形式不同, 不会对结果造成本质的影响, 本文选取
(1)式中方波信号作为辅助信号. 再者, 周期方波表
达式可具有多种不同的形式, 使用 (1)式中的形式,
在数值编程计算方面更简单.

对于非周期信号, 可以采用相关系数作为指标
来度量振动共振现象. 根据相关系数的物理意义,
相关系数取值越大, 表示两个时间序列之间的相似
性越高, 当相关系数为 1时, 两个时间序列完全相
似. 当发生振动共振时, 系统输出的时间序列与输
入信号之间的相关系数达到最大值. 反之, 当相关
系数最大时, 系统的输出未必发生了振动共振. 换
句话说, 相关系数最大是发生振动共振的必要非充
分条件, 后续分析将给予必要的说明. 系统输出的
时间序列与输入信号之间的相关系数用Csx表示,
其具体的计算表达式为

Csx =

k∑
j=1

[s(j)− s̄][x(j)− x̄]√√√√ k∑
j=1

[s(j)− s̄]2
∑k

j=1
[x(j)− x̄]2

, (4)
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其中 s̄和 x̄分别表示特征信号和系统输出的时间序

列所对应的均值.
为帮助读者更好地理解, 图 1给出了二进制非

周期信号的三种不同波形. 即使信号的振幅和脉宽
相等, 由于Rm的随机性, 特征信号的时间序列也
是不同的.
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图 1 相同幅值和脉宽下二进制非周期信号的三种不同波形 (A = 0.3, T = 20)
Fig. 1. Three different waveforms of the binary aperiodic signal under the same signal amplitude and pulse
width (A = 0.3, T = 20).
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图 2 特征信号波形以及系统阶数α取值不同时, 相关系数Csx与辅助信号幅值B之间的关系 (仿真参数为 a = 1, b = 1,
A = 0.3, T = 20, β = 10) (a) α = 0.4; (b) α = 0.7; (c) α = 1.0; (d) α = 1.5

Fig. 2. Curves of Csx-B are obtained under different waveforms of the character signal and different fractional order
values. The simulation parameters are a = 1, b = 1, A = 0.3, T = 20 and β = 10: (a) α = 0.4; (b) α = 0.7;
(c) α = 1.0; (d) α = 1.5.
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针对图 1中的三种不同波形的信号, 图 2分别
给出了系统的阶数α不同时, 系统输出与特征信
号之间的相关系数随着辅助信号幅值变化的曲线,
其中的信号 1 (signal 1), 信号 2 (signal 2), 信号 1
(signal 3) 分别对应图 1中从上至下的三种信号.
后续对不同信号的类似描述, 均采用相同的方法.
图 2中给出了几种重要现象. 第一, Csx与B之间

的关系曲线基本不受输入信号波形的影响. 由于相
关系数是基于大数据量进行计算的统计特征参数,
提高计算使用的数据量, 能够进一步减小特征信
号波形不同造成的Csx-B曲线的微小误差. 第二,

随着辅助信号的幅值增加, Csx的值先减小后增大,
出现了明显的 “共振区”, 即发生非周期振动共振现
象. “共振区”是描述线性系统在简谐激励下响应特
性的指标, 一般将频响曲线上位于共振峰值的两侧
并满足大于共振峰值的 1/

√
2的区域定义为 “共振

区” [11,12]. 对于非周期振动共振, 并没有 “共振区”
的统一概念, 为方便描述, 仿照简谐激励下线性系
统 “共振区”的概念,本文将Csx-B曲线上位于波谷
右侧且位于共振峰值两侧并满足Csx大于共振峰

值的 1/
√
2倍的区域定义为非周期振动共振的 “共

振区”.在B取值较小时,相关系数Csx的值较大, 这
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图 3 系统阶数取值不同时的最佳非周期振动共振输出 (a) α = 0.4, B = 0.75; (b) α = 0.7, B = 1.2; (c) α = 1.0,
B = 1.45; (d) α = 1.5, B = 1.55; 其他仿真参数为 a = 1, b = 1, A = 0.3, T = 20, β = 10; 红色粗实线为输入的特征信
号; 黑线虚线对应B = 0的输出; 蓝色线细实线为最佳非周期振动共振输出
Fig. 3. The optimal AVR output corresponding to different fractional-order values: (a) α = 0.4, B = 0.75;
(b) α = 0.7, B = 1.2; (c) α = 1.0, B = 1.45; (d) α = 1.5, B = 1.55. Other simulation parameters are a = 1, b = 1,
A = 0.3, T = 20 and β = 10. Thick lines in red color is the input character signals; dashed lines in black color is
the output corresponding to B = 0; thin lines in blue color is the optimal AVR output.
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说明输出时间序列和输入信号的相似性较高, 但输
出时间序列中的特征信号部分并未得到放大. 在各
个曲线的共振点, 输出时间序列和输入特征信号之
间的相似性高, 且输出时间序列中含有的特征信号
成分得到了放大, 后续对时间序列的分析中将说明
这一点. 第三, 随着系统阶数的增加, Csx-B曲线的
“共振区”变宽, 且发生最佳振动共振时所需要辅助
信号的幅值变大.

对应于图 2中信号 2的最佳共振点, 图 3给出
了系统阶数取值不同时的最佳非周期振动共振输

出. 相对于原信号, 系统输出中的特征信号波形在
很大程度上得到了增强. 在图 3的 4个子图中, 系
统阶数的取值越大, 系统输出和输入特征信号之间

的相似程度越高. 对于B = 0, 即激励中不含有辅
助信号的情况, 虽然系统的输出与输入特征信号
之间相似程度高, 但是特征信号未得到明显的放
大. 这一现象验证了对于图 2的第二条解释, 即相
关系数取值大是发生非周期振动共振的必要非充

分条件.
为进一步验证分数阶双稳态系统的非周期振

动共振现象, 图 4给出了特征信号的振幅A取值

不同时的非周期振动共振曲线. 对于不同的A值,
Csx-B曲线都呈现明显的非周期振动共振现象; A
的取值越大, Csx-B曲线发生振动共振时的峰值越
大. 此外, 特征信号的振幅越大, 发生最佳非周期
振动共振时所对应的高频辅助信号的幅值越小.
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图 4 特征信号幅值以及系统阶数α取值不同时, 相关系数Csx与辅助信号幅值B之间的关系 (仿真参数为 a = 1, b = 1, T = 20,
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Fig. 4. Curves of Csx-B are obtained under different amplitudes of the character signal and different fractional-order values.
The simulation parameters are a = 1, b = 1, T = 20 and β = 10: (a) α = 0.4; (b) α = 0.7; (c) α = 1.0; (d) α = 1.5.

图 5给出了非周期信号脉宽取值不同时, Csx-
B曲线所呈现的非周期振动共振现象. 随着T的增

大, Csx-B曲线的共振峰值变大, 且 “共振区”变窄,
这与常规频率响应曲线所呈现的规律类似, 较易理
解. 同时, 系统阶数所呈现出来的影响规律和其他
图形中的相关规律类似. 当然, 图中使用的非周期
信号脉冲宽度的取值不能太小, 否则非周期振动共
振会消失, 需要其他的方法来诱导振动共振, 这正

是本文第3和第4部分要讨论的内容.
结合以上图形进行分析, 系统阶数对振动共振

的影响主要表现在两个方面: 一方面, 随着阶数α

的变大, Csx-B曲线发生共振时对应的B值变大,
如图 2 , 图 4和图 5所示. 这个现象可以从振动共
振发生的本质原因来理解, 振动共振的发生是因为
辅助的快变信号作用于非线性系统, 其作用相当于
改变了非线性系统的参数, 即等效的非线性系统参
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数是辅助信号振幅的函数, 随着辅助信号振幅的增
大, 等效非线性系统的平衡点数目将发生变化. 对
于本文的双稳系统, 辅助信号幅值的增加将会使等
效系统由双稳态变为单稳态, 使系统发生了叉形分
岔, 叉形分岔是引起振动共振的根本原因 [6]. 对于
外激励都是简谐信号的情况, 可以用快慢变量分离
法求得发生叉形分岔的临界B 值 [8,9], 且随着阻尼
阶数的增加, 引起叉形分岔的临界B值将增大, 这
在以往振动共振的相关文献中都有描述. (1) 式中
的激励均为非简谐信号, 但振动共振发生的机理不
变, 快变形式的辅助信号仍引起等效系统的叉形分
岔, 且系统阶数越大, 引起叉形分岔的临界B值就

越大, 导致发生共振时需要的B值也变大. 另一方
面, 从时间序列上直观分析, 系统阶数对时间序列
的形状也会有影响, 如在图 3中所给定的几种α取

值情况下, 随着α的增大, 输出时间序列的形状与
二进制非周期信号之间的相似性明显增加, 这可以
从系统的响应特性方面来理解. 对于二进制非周期
信号, 在信号的转折点处, 即信号由负 (正)值变为
正 (负)值的转折点, 相当于对系统输入一个短时的

阶跃信号, 而系统在二进制非周期信号转折点处一
定时间内的响应是系统瞬态响应、该短时阶跃信号

引起的稳态响应以及辅助信号引起的响应共同作

用的结果, 因为考虑的是系统输出与二进制非周期
信号的相似性, 在这些响应成分中, 短时阶跃响应
引起的系统响应起主要作用. 上升时间是度量系统
响应特性的重要指标 [13,14], 上升时间越快, 系统响
应达到和输入信号相似所需要的时间就越短, 相似
性就越好. 从图 3可以看出, 随着α的增大, 系统输
出和二进制非周期信号之间的相似性也增加, 在相
关系数方面应该表现为相关系数变大. 这一点在
图 4中表现更为明显, 图 4中对应A = 0.1的曲线,
可以明显地看到随着α的增大, Csx-B曲线的共振
峰值变大, 即发生共振时的最大相关系数的值变
大, 也即系统输出的时间序列和输入的二进制非周
期信号之间的相似性变好. 总之, 非周期振动共振
是一种比较复杂的非线性动力学现象, 其动力学特
性是多种因素共同作用的结果, 可以主要从以上两
方面来理解系统阶数对非周期振动共振的影响.
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图 5 特征信号脉宽以及系统阶数α取值不同时, 相关系数Csx与辅助信号幅值B之间的关系 (仿真参数为 a = 1, b = 1,
β = 10) (a) α = 0.4; (b) α = 0.7; (c) α = 1.0; (d) α = 1.5

Fig. 5. The curves of Csx-B are obtained under different pulse width of the character signal and different fractional-
order values. The simulation parameters are a = 1, b = 1 and β = 10: (a) α = 0.4; (b) α = 0.7; (c) α = 1.0;
(d) α = 1.5.
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3 基于变尺度法的非周期振动共振

为说明本部分所阐述的问题, 首先给出一组二
进制非周期信号, 该信号和图 1中对应的信号具有
完全相似的波形, 但是时间尺度不同, 即脉宽的大
小不同. 相对于图 1中脉宽的取值, 图 6中的脉宽
缩小为图 1中脉宽的百分之一. 通俗地讲, 可以认
为图 1中的特征信号是慢变信号, 而图 6中的特征
信号是快变信号. 快变特征信号在工程应用中也是
广泛存在的, 因此研究快变特征信号的振动共振问
题具有理论意义和工程价值.

在图 6的三种不同波形的二进制非周期信号
激励下, 直接研究非周期振动共振现象, 结果如
图 7所示. 在图 7中, 振动共振现象消失, 不能再利
用振动共振实现二进制非周期信号的放大. 究其原
因, 是因为系统参数和信号达不到应有的匹配. 相
比于图 1中的信号,图 6中的信号脉冲宽度缩小,而
所使用的系统未发生变化, 因此不能诱导振动共振
的发生, 只有信号参数和系统参数重新达到匹配才
能解决这一问题. 我们以变尺度法实现信号和系统
的匹配变尺度法在高频简谐信号激励下系统的随

机共振 [15,16]以及振动共振 [17,18]的研究中已经取

得了很好的效果, 并应用于解决工程实际问题.
首先, 引入尺度变换

τ = γt, x(t) = z(τ). (5)

把 (5)式代入 (1)式并根据分数阶导数尺度变换的
性质 [19], 得到

dαz(τ)

dτα =
a

γα
z(τ)− b

γα
z3(τ)

+
A

γα

+∞∑
m=−∞

RmΓ (τ −mγT )

+
B

γα
sgn

[
cos

(
Ωτ

γ

)]
. (6)

令

a1 = a/γα, b1 = b/γα, (7)

则

dαz(τ)

dτα = a1z(τ)− b1z
3(τ)

+
A

γα

+∞∑
m=−∞

RmΓ (τ −mγT )

+
B

γα
sgn

[
cos

(
Ωτ

γ

)]
. (8)

对比 (8)式和 (1)式, 非周期信号的脉宽被放大了γ

倍, 能够将快变信号变为慢变信号, 同时辅助信号
也进行了相应的频率变换, 能够匹配特征信号. 因
此, 经过尺度变换后, (8)式中的激励信号与 (1)式
中的激励信号具有了相同的时间尺度, 即都为慢变
信号. 此外, 选择合适的γ, 使 (8)式中的系统参数
a1和 b1可以具有与 (1) 式中的系统参数a和 b相同
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图 6 相同幅值和脉宽下二进制非周期信号的三种不同波形 (A = 0.3, T = 0.2)
Fig. 6. Three different waveforms of the binary aperiodic signal under the same signal amplitude and pulse width
(A = 0.3, T = 0.2).
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Fig. 7. The curves of Csx-B are obtained under different waveforms of the character signal and different fractional-
order values. The simulation parameters are a = 1, b = 1, A = 0.3, T = 0.2 and β = 10: (a) α = 0.4; (b) α = 0.7;
(c) α = 1.0; (d) α = 1.5.
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Fig. 8. The curves of Csx-B are obtained by the re-scaled method. The simulation parameters are a1 = 1, b1 = 1,
A = 0.3, T = 0.2, β = 10 and γ = 100: (a) α = 0.4; (b) α = 0.7; (c) α = 1.0; (d) α = 1.5.
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的值或者相同量级的值. 所以, 系统 (1)达到振动
共振的匹配条件时, 即信号参数和系统参数相匹配
时, (8)式中的信号参数和系统参数可以对照 (1)式
来选取. 同时还要注意到, (8)式和 (1)式相比, 激
励信号的振幅都缩小为原来的 1/γα. 因此, 在时间
尺度 τ中与 (1)式等价的方程应为

dαz(τ)

dτα = a1z(τ)− b1z
3(τ)

+A

+∞∑
m=−∞

RmΓ (τ −mγT )

+Bsgn
[
cos

(
Ωτ

γ

)]
. (9)

综合以上分析过程, 在时间尺度 t中要实现快变

特征信号的非周期振动共振, 应该在以下方程中
求解:

dαx(t)

dxα
= a1γ

αx(t)− b1γ
αx3(t)

+Aγα
+∞∑

m=−∞
RmΓ (t−mT )

+Bγαsgn [cos (Ωt)] . (10)

在以上分析中, a1, b1都是小参数, 一般都是 1的量
级, γ根据如何把快变特征信号变为慢变信号来设
定大小. 以下用算例进行分析验证.
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图 9 变尺度条件下的最佳非周期振动共振输出 (a) α = 0.4, B = 0.75; (b) α = 0.7, B = 1.2; (c) α = 1.0, B = 1.5;
(d) α = 1.5, B = 1.6; 其他仿真参数为 a = 1, b = 1, A = 0.3, T = 20, β = 10, γ = 100; 红色粗实线为输入的特征信号;
黑线虚线对应B = 0的输出; 蓝色细实线为最佳非周期振动共振输出
Fig. 9. The optimal AVR output time series are obtained by the re-scaled method: (a) α = 0.4, B = 0.75;
(b) α = 0.7, B = 1.2; (c) α = 1.0, B = 1.5; (d) α = 1.5, B = 1.6. Other simulation parameters are a = 1, b = 1,
A = 0.3, T = 20, β = 10 and γ = 100. Thick lines in red color is the input character signals; dashed lines in black
color is the output corresponding to B = 0; thin lines in blue color is the optimal AVR output.
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针对图 6中三种波形的二进制信号, 图 8中采
用变尺度法实现了非周期振动共振现象显然, 基
于 (10)式实现了图 6中的信号与图 8中所采用系统
参数的匹配通过γ = 100的尺度变换, 相当于把特
征信号T = 0.2的脉宽变换到与特征信号T = 20

的脉宽等价的系统中, 因此图 8中的Csx-B曲线与
图 2中对应的曲线形状基本相同, 这也说明了变尺
度后 (10)式与 (1)式的等价性. 使用变尺度法能够
在分数阶非线性系统中实现快变特征信号 (本文中
是指脉宽取值小的情况)的非周期振动共振, 且不
受脉冲宽度及信号波形的影响.

根据图 8中的曲线, 在图 9中给出了变尺度条
件下特征信号 (信号 2) 的最佳振动共振输出. 首
先, 非周期信号在脉宽比较小的情况下实现了振动
共振现象, 特征信号得到了放大. 其次, 对比图 9和

图 3 , 发现系统发生非周期振动共振时输出的波形
以及对应辅助信号的幅值B基本相同, 些许的小
误差可以认为由数值计算所引起. 从图 9的时间
序列上再一次说明了变尺度法处理非周期快变特

征信号的有效性以及变尺度后 (10)式与 (1)式的等
价性.

为进一步说明变尺度法的有效性, 图 10中
在脉宽T取值不同时给出了对应于系统阶数不

同取值的Csx-B曲线. 图 10中的曲线与图 5中的
对应曲线基本相同, 这是因为采用变尺度法后,
在 γ = 100的条件下, 脉宽T = 0.1, T = 0.15,
T = 0.2在等效的系统中分别变为T = 10, T = 15,
T = 20. 因此, 图 10中的曲线与图 5中的对应曲线
基本相同.
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图 10 变尺度条件下相关系数Csx与辅助信号幅值B 之间的关系 (仿真参数为 a1 = 1, b1 = 1, A = 0.3, β = 10,
γ = 100) (a) α = 0.4; (b) α = 0.7; (c) α = 1.0; (d) α = 1.5

Fig. 10. The curves of Csx-B are obtained by the re-scaled method. The simulation parameters are a1 = 1, b1 = 1,
A = 0.3, β = 10 and γ = 100: (a) α = 0.4; (b) α = 0.7; (c) α = 1.0; (d) α = 1.5.

图 11中在不同的尺度系数下给出了Csx-B曲
线. 图 11中的曲线与图 10以及图 2中的对应曲线
基本一致, 这是因为在所选的尺度系数下, 等效的
脉宽又分别变为T = 10, T = 15, T = 20. 因此, 出
现图 11中的曲线与图 10以及图 2中的对应曲线基
本一致的情况. 在图 8 —图 11中, 通过选取不同的

信号波形以及不同的特征信号参数和变尺度系数,
验证了变尺度法实现分数阶系统中非周期振动共

振的有效性, 这种方法使得信号参数和系统参数能
够实现较好的匹配, 非周期振动共振的发生不再依
赖于脉宽的情况. 在任何脉宽情况下, 都可以使用
该方法诱发非周期振动共振.
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图 11 变尺度条件下相关系数Csx与辅助信号幅值B 之间的关系 (仿真参数为 a1 = 1, b1 = 1, A = 0.3, T = 0.2,
β = 10) (a) α = 0.4; (b) α = 0.7; (c) α = 1.0; (d) α = 1.5

Fig. 11. The curves of Csx-B are obtained by the re-scaled method. The simulation parameters are a1 = 1, b1 = 1,
A = 0.3, T = 0.2 and β = 10: (a) α = 0.4; (b) α = 0.7; (c) α = 1.0; (d) α = 1.5.

4 基于二次采样法的非周期振动共振

除变尺度法之外, 二次采样法在基于动力学的
共振原理处理高频信号方面也具有良好的效果. 二
次采样法由冷永刚教授等首先提出 [20], 并应用于
工程问题的研究 [21,22]. 二次采样法的步骤如下:

1)对激励信号确定第一次采样的频率fs, 并进
行第一次采样;

2) 对第一次采样后的离散信号进行第二次采
样, 二次采样频率为fs/κ, 通过二次采样, 信号进行
了重构激励信号周期 (或脉宽)变为原来的κ倍, κ
可以称为二次采样频率比, 基于此原理能够将快变
特征信号变换成慢变信号;

3) 将经过二次采样重构的信号输入到非线性
系统, 系统参数不必进行变化, 仍采用小参数系统,
而后得到输出的时间序列;

4) 根据第一次采样频率的数值以及二次采样
频率比进行逆变换, 将系统的输出再变回到第一次
采样频率下的时间序列;

5)根据计算指标, 对上一步的时间序列进行分
析, 得出结果.

针对图 6中的信号, 在图 12中给出了基于二次
采样法得到的Csx-B曲线. 在该图中, 振动共振现
象明显, 这说明二次采样法的有效性. 图 12中的曲
线和图 8中的曲线基本一致, 这说明用二次采样法
和变尺度法实现非周期振动共振的等效性.

二次采样法和变尺度法在实现快变信号的非

周期振动共振方面有异曲同工之妙, 但其物理过程
是不同的. 变尺度法是对系统参数, 即系统的尺度
进行变换, 信号振幅相应地放大, 信号的频率或者
脉宽不变, 用变化后的系统去匹配原信号, 实现振
动共振. 二次采样法是对输入的信号进行变换, 通
过二次采样将快变特征信号变为慢变信号, 系统不
发生变换, 用变换后的信号去匹配原系统, 实现振
动共振. 在工程应用中, 应该根据实际的物理条件
来选择所需要的方法.

5 结 论

以二进制非周期信号为特征信号, 以周期方波
信号为辅助信号, 以相关系数为指标, 研究了分数
阶双稳系统中的非周期振动共振现象. 主要得到了
以下结论.
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图 12 基于二次采样法得到的相关系数Csx与辅助信号幅值B之间的关系 (仿真参数为 a = 1, b = 1, A = 0.3, T = 0.2,
β = 10, κ = 100) (a) α = 0.4; (b) α = 0.7; (c) α = 1.0; (d) α = 1.5

Fig. 12. The curves of Csx-B are obtained by the twice sampling method. The simulation parameters are a = 1,
b = 1, A = 0.3, T = 0.2, β = 10 and κ = 100: (a) α = 0.4; (b) α = 0.7; (c) α = 1.0; (d) α = 1.5.

1) 当特征信号为慢变信号时, 即脉宽较大的
情况, 系统参数为小参数即可满足系统和信号的匹
配, 通过调节辅助信号的幅值, 能够诱发非周期振
动共振, 进而增强特征信号.

2) 当特征信号为快变信号, 即脉宽较小的情
况, 需要一定的技术方法才能实现系统参数和信号
参数的匹配去诱发振动共振, 本文给出了两种相关
方法: 第一种方法是变尺度法, 通过尺度变换, 得
到与原系统等效的新系统, 实质上是变换了系统的
尺度, 使新系统的参数和原信号参数达到匹配, 从
而诱发非周期振动共振, 在该方法的使用过程中,
变尺度系数是起决定性作用的关键因素; 第二种方
法是二次采样法, 通过对输入信号进行二次采样,
得到的新信号可与原系统参数进行匹配, 进而能够
诱发非周期振动共振, 在该方法的使用过程中, 二
次采样频率比是起决定性作用的关键因素.

3) 系统的阶数对响应的动力学行为有重要的
影响. 随着系统阶数的增大, 相关系数与辅助信号
幅值之间的曲线所呈现的共振区域变宽, 诱发最佳
振动共振所需要的辅助信号幅值变大, 在时间序列
上表现为输出的时间序列与输入的特征信号之间

的相似性增强.

本文实现了二进制非周期信号在不同脉宽下

的非周期振动共振现象, 可对非周期信号的增强及
检测提供参考思路. 同时, 也给出了分数阶非线性
系统在非周期激励下的一些典型的非线性动力学

行为, 对分数阶系统的研究具有参考价值.
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Abstract

Aperiodic signal is widely used in different engineering fields. It is important to detect or enhance a weak aperiodic
signal. In this work, we investigate the aperiodic vibrational resonance (AVR) in a fractional-order bistable system
excited by an aperiodic binary signal and a square waveform signal simultaneously. The weak aperiodic binary signal is
the characteristic signal which usually carries the useful information. The square waveform signal is the auxiliary signal
which is used to induce the AVR. By tuning the amplitude of the auxiliary signal, the AVR may occur and the aperiodic
binary signal is enhanced. The occurrence of the AVR is measured by the cross-correlated coefficient between the input
aperiodic binary signal and the output time series. When the cross-correlated coefficient achieves a large enough value,
the AVR may occur and the weak aperiodic signal is enhanced excellently by the auxiliary signal. If the aperiodic binary
signal has large pulse width and the system has small parameters (usually on the order of 1), the AVR can be realized by
tuning the amplitude of the square waveform. If the aperiodic binary signal has small pulse width, the AVR cannot be
realized in the system with small parameters directly. For this case, we realize the AVR by the re-scaled method and the
twice sampling method separately. By the re-scaled method, through a scale transformation, the equivalent system with
large system parameters can match the input characteristic signal with arbitrary small pulse width. When the re-scaled
method is used, the scale parameter is a key factor. By the twice sampling method, the reconstructed characteristic
signal after the twice sampling has a large pulse width. Then, it can match the original system with small system
parameters. When the twice sampling method is used, the ratio of the twice sampling frequency to the first sampling
frequency is a key factor. Although these two methods have different physical processes, they can achieve the same goal.
The AVR also depends on the fractional-order value closely. Specifically, with the increase of the fractional-order, the
resonance region in the cross-correlated coefficient curve turns wider. Moreover, the amplitude of the square waveform
signal which induces the optimal AVR to turn larger. Simultaneously, the similarity between the optimal output and the
input binary aperiodic signal is enhanced. The method and the results of this paper not only can be used to enhance
the weak aperiodic binary signal but also have a certain reference value in processing other kinds of aperiodic signals,
such as the linear or nonlinear frequency modulated signal, etc. Furthermore, the results in this paper also present
rich dynamical behaviors of a fractional-order system and may provide reference value in the study of fractional-order
systems.
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