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与热库耦合的光学腔内三原子间的纠缠动力学∗

邢贵超 夏云杰†

(曲阜师范大学物理工程学院, 山东省激光偏光与信息技术重点实验室, 曲阜 273165)

( 2017年 11月 28日收到; 2018年 1月 18日收到修改稿 )

研究了与热库耦合的光学腔中三个相互作用的二能级原子间的纠缠动力学. 采用拉普拉斯变换和下限共
生等方法, 通过数值计算, 分析了原子间三体纠缠的演化以及腔场与热库间的两体纠缠演化, 讨论了各耦合参
数对系统纠缠演化的影响. 研究结果表明: 原子间纠缠在短时间内随着原子间耦合强度的增加而增加, 随原
子与腔场耦合强度的增加而减小, 在长时极限下趋于一稳定值; 体系的非马尔科夫性由原子与腔场的耦合强
度以及热库的谱宽度共同决定, 当热库与腔场为强耦合时, 原子与腔场组成的系统遵循非马尔科夫动力学, 此
时随着热库谱宽的增加, 原子系统由非马尔科夫性变为马尔科夫性, 随着谱宽的继续增加, 原子与腔场组成的
系统遵循马尔科夫动力学, 原子系统又表现出非马尔科夫性; 调整腔场与热库的失谐可以有效抑制热库耗散
对纠缠衰减的影响.

关键词: 量子纠缠, 非马尔科夫效应
PACS: 03.65.Ud, 03.67.Hk DOI: 10.7498/aps.67.20172546

1 引 言

量子纠缠 [1,2]是量子力学最显著的特征之一,
是量子信息理论 [3]的重要课题. 它在量子隐形传
态、量子密集编码、量子纠错、量子密钥分配和量子

计算等 [4−10]方面发挥着重要作用. 近几年, 量子
纠缠在量子信息处理中发挥着越来越重要的作用,
从而引起了人们更加广泛的关注. 然而, 由于实际
系统不可避免地会与周围环境发生相互作用, 进而
导致纠缠随时间不断衰减, 甚至在有限时间内完全
消失, 即出现纠缠突然死亡 (ESD) [11,12]. 近年来,
人们开始从不同的角度探讨如何来保护纠缠. 例
如, 宗晓岚等 [13]利用弱测量和反转测量的方法来

保护多粒子的纠缠. 因此, 了解开放量子系统在各
种环境下的动力学性质, 并通过优化耦合参量来对
系统进行调控具有重要意义.

对开放量子系统动力学, 特别是针对零温环境
的研究有了较为成熟的方法 [14]. 到目前为止, 人们

从独立环境和共同环境两个角度分别研究了原子

间的纠缠演化特性. 例如, Yu和Eberly [15]研究了

两个相互纠缠的二能级原子分别与不同的腔作用

出现了纠缠死亡的现象; Wu和Zhang [16]研究了分

别囚禁在被Kerr介质填充的腔中的两个二能级原
子间的纠缠特性. 但是, 由于多体纠缠度本身的复
杂性和不完善性, 多体纠缠的研究在某些方面受到
了限制. 最近, Bai等 [17,18]研究了多个量子比特分

别与各自独立的腔作用的纠缠动力学. 对于共同环
境, Maniscalco等 [19]研究了两个原子与同一环境

作用的纠缠动力学以及通过量子芝诺效应保护纠

缠. Bellomo等 [20]研究发现纠缠在有限时间内死

亡后会出现纠缠复苏的现象, 这是因为非马尔科夫
热库具有记忆效应. 贺志和李龙武 [21]通过精确求

解带有偶极 -偶极相互作用的两个二能级原子与一
个共同热库相互作用模型, 得到了两原子间量子纠
缠和量子失谐的解析表达式. 相对于二体系统, 三
体或多体系统的纠缠更加复杂. 例如, Ma等 [22−24]

研究了对于不同的共同环境中的三原子的纠缠动
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力学. 封玲娟和夏云杰 [25] 研究了三个二能级原子

与共同热库发生相互作用的系统纠缠动力学演化.
最近, 文献 [26, 27]分别研究了有热库耦合的

光学腔内两个相互作用的二能级原子间的纠缠动

力学以及系统马尔科夫和非马尔科夫动力学的转

换, 但是对于更复杂体系的研究尚未完善. 基于此,
本文研究了有热库耦合的光学腔内三个相互作用

的二能级原子间的纠缠动力学和系统的纠缠转移.

2 理论模型

考虑三个全同的相互作用的二能级原子

A,B,C(为了处理的方便, 我们假设三原子两两
相互作用强度均为D, 实验上可以由三个原子在光
学腔中形成等腰三角形结构来实现)与一个同零温
玻色库耦合的光学腔相互作用, 假设原子间距离小
于腔场波长, 使得原子间偶极 -偶极相互作用不可
忽略. 系统的总哈密顿量可以写成:

H = HS +HC +HR +HI, (1)

其中, HS =

3∑
i=1

ω0σ
+
i σ

−
i ,HC = ωca

+a,HR =

∑
k

ωkb
+
k b

−
k , HI =

3∑
i=1

(κσ+
i a+κ

∗σ−
i a

+)+Dσ+
1 σ

−
2 +

Dσ+
2 σ

−
1 +Dσ+

1 σ
−
3 +Dσ+

3 σ
−
1 +Dσ+

2 σ
−
3 +Dσ+

3 σ
−
2 +∑

k

(gka
+bk + g∗kab

+
k ) 分别为原子系统的哈密顿量、

腔场的哈密顿量, 热库的哈密顿量以及相互作用哈
密顿量. 在相互作用表象下, 系统的相互作用哈密
顿量表示为

H int
I

=

3∑
i=1

(κσ+
i a+ κ∗σ−

i a
+) +Dσ+

1 σ
−
2 +Dσ+

2 σ
−
1

+Dσ+
1 σ

−
3 +Dσ+

3 σ
−
1 +Dσ+

2 σ
−
3 +Dσ+

3 σ
−
2

+
∑
k

(gka
+bk ei(ω0−ωk)+g∗kab

+
k e−i(ω0−ωk)),

(2)

其中, ω0, �ωc和ωk分别为原子的跃迁频率、腔场的

本征频率和热库的第k个模式的频率; σ+
i = |e⟩i⟨g|

和σ−
i = |g⟩i⟨e|分别为第 i (i = 1, 2, 3)个原子的赝

自旋算符 (|e⟩和 |g⟩分别为原子的激发态和基态); a
和a+分别为光子的淹没和产生算符, bk和 b+k 分别

为热库第k个模式的淹没和产生算符; D, κ和gk分

别为原子间偶极 -偶极相互作用强度、原子与腔场
耦合强度和腔与热库第k个模式的耦合强度. 为方
便, 令ω0 = ωc.

假设三原子A,B,C初始处于W型纠缠态, 初
始时刻腔场和热库均处于真空态, 则整个体系的初
态可表示如下:

|ψ(0)⟩ = (cos2 θ|egg⟩+ (sin 2θ)/2|geg⟩

+ sin θ|gge⟩)⊗ |00̄⟩, (3)

其中 θ ∈ [0,π/2], |0⟩为腔场的初态, |0̄⟩ =

|0102 · · · 0k · ··⟩为热库的真空态, 在相互作用绘
景下初始态演化为:

|ψ(t)⟩ = a1(t)|egg00̄⟩+ a2(t)|geg00̄⟩

+ a3(t)|gge00̄⟩+ a4(t)|ggg10̄⟩

+
∑
k

ak(t)|ggg01̄⟩, (4)

其中 |1⟩和 |1̄k⟩分别表示腔场的单光子态和仅在第
k个模式包含一个激子的库态.

将 (4)式代入相互作用绘景中的薛定谔方程

i ∂|ψ(t)⟩
∂t

= H int
I |ψ(t)⟩, (5)

可以得到关于演化系数的微分方程组:

ȧk(t) = − ia4(t)gk e−i(ω0−ωk)t, (6)

ȧ1(t) =− i[a4(t)κ+ a2(t)D + a3(t)D], (7)

ȧ2(t) =− i[a4(t)κ+ a1(t)D + a3(t)D], (8)

ȧ3(t) = − i[a4(t)κ+ a1(t)D + a2(t)D], (9)

ȧ4(t) = − i
[
a1(t)κ+ a2(t)κ+ a3(t)κ

+
∑
k

ak(t)gk ei(ω0−ωk)t

]
. (10)

考虑ak(0) = 0对 (6)式进行积分得:

ak(t) = −i
∫ t

0

∑
k

a4(t
′)gk e−i(ω0−ωk)t

′
dt′. (11)

将 (11)式代入 (10)式得:

ȧ4(t) = − i[a1(t)κ+ a2(t)κ+ a3(t)κ]

−
∫ t

0

∑
k

|gk|2 e i(ω0−ωk)(t−t′)

× a4(t
′)dt′. (12)

当热库的模式连续取值时,
∑
k

|gk|2 =

∫
dωJ(ω),

其中J(ω)为热库的谱密度, 若假定热库中心频率
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与原子共振频率为洛伦兹型, 则谱密度J(ω)为

J(ω) =
1

2π

γλ2

(ω0 − ω −∆)2 + λ2
, (13)

其中, 参数 γ�, λ�,∆分别代表腔场与热库的耦合
强度、热库的谱宽度和腔场与热库的失谐量. 当
λ > 2γ时, 腔场与热库之间为弱耦合, 反之, 为强
耦合. 通过引入关联函数 f(t− t′)来定义下面关于

热库谱密度J(ω)的傅里叶变换:

f(t− t′) =

∫
dωJ(ω) ei(ω0−ω)(t−t′). (14)

(12)式可以重新写为

ȧ4(t) = − i[a1(t)κ+ a2(t)κ+ a3(t)κ]

−
∫ t

0

f(t− t′)a4(t)dt′. (15)

对 (7), (8), (9)式以及 (15)式进行拉普拉斯变换,
得:

sã1(s)− a1(0)

= − i[κã4(s) +Dã2(s) +Dã3(s)],

sã2(s)− a2(0)

= − i[κã4(s) +Dã1(s) +Dã3(s)],

sã3(s)− a3(0)

= − i[κã4(s) +Dã1(s) +Dã2(s)],

sã4(s)− a4(0)

= − i[κã1(s) + κã2(s) + κã3(s)]

− f̃(s)ã4(s). (16)

代入初值条件a1(0) = cos2(θ), a2(0) = sin 2θ/2,
a3(0) = sin θ, a4(0) = 0可得 ã1(s), ã2(s), ã3(s)和

ã4(s)的值, 再通过拉普拉斯反变换可以得到a1(t),
a2(t), a3(t)以及a4(t)的数值解.

3 数值计算与理论分析

利用下限共生 (LBC)和共生纠缠 (concur-
rence)方法分别度量三原子间纠缠以及腔场和热库
间的纠缠.

利用 (4)式对三原子求迹得腔场与热库的约化
密度矩阵在基矢{|00̄⟩, |01̄⟩, |10̄⟩, |11̄⟩}下表示为

ρ45 =



|a1(t)|2 + |a2(t)|2 + |a2(t)|2 0 0 0

0
∑
k

|ak(t)|2
∑
k

a4(t)a
∗
k(t) 0

0
∑
k

ak(t)a
∗
4(t) |a4(t)|2 0

0 0 0 0


. (17)

对于两体纠缠度量, 基矢空间为 {|00⟩, |01⟩, |10⟩,
|11⟩}的X型量子态密度矩阵为

X =


c1 0 0 z1

0 c2 z2 0

0 z∗2 b2 0

z∗1 0 0 b1

 . (18)

它们可以用Wootters提出的共生纠缠 (concur-
rence) [28]来度量:

C = 2max{0, |z1| −
√
b2c2, |z2| −

√
b1c1}. (19)

根据共生纠缠得到腔与热库的纠缠度为

C45 = 2g2|a4(t)|2. (20)

对于三量子比特的纠缠度量, 通常有文献 [29]提出

的LBC和文献 [30]提出的三体部分转置负本征值
等方法. 本文采用下限共生方法, 其表示如下 [31]:

C3 =

√√√√1

3

6∑
l=1

[(C
12|3
l )2 + (C

13|2
l )2 + (C

23|1
l )2],

(21)

其中,

6∑
l=1

(C
12|3
l (ρ(t)))2 = C2

2 (ρ
13(t)) + C2

2 (ρ
23(t)),

6∑
l=1

(C
31|2
l (ρ(t)))2 = C2

2 (ρ
23(t)) + C2

2 (ρ
12(t)),

6∑
l=1

(C
23|1
l (ρ(t)))2 = C2

2 (ρ
12(t)) + C2

2 (ρ
13(t)),
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C2(ρ
ij) = max

{
0,

√
λij1 −

∑
n>1

√
λijn

}
. (22)

上式中, {λijn : λij1 > λij2 > · · · } 是矩阵ρij(σi
y ⊗

σj
y)(ρ

ij)∗(σi
y ⊗ σj

y)的本征值. 利用 (21)式, 三原子
间的纠缠度为:

C3 =

[
8

3
(|a1(t)|2|a3(t)|2 + |a2(t)|2|a3(t)|2

+ |a1(t)|2|a2(t)|2)
]1/2

. (23)

对 (23)式和 (20)式做数值计算, 可得三原子纠缠以
及腔场与热库间纠缠随时间 t的演化规律如图 1 —
图 4所示. 比较图像可以看出系统的纠缠动力学.

4 不同耦合参数对系统纠缠的影响

4.1 原子间耦合强度对系统纠缠的影响

图 1 (a)和图 1 (b)分别描述原子与腔场耦合强
度κ一定时, 腔场与热库弱耦合情况下, 对于不同
的原子间耦合强度, 原子之间纠缠以及腔场与热库
间纠缠随时间的演化. 由图可以看出, 一定时间内
原子之间的耦合强度越强, 原子间纠缠越大、腔场
与热库间的纠缠越小. 出现此现象的原因是原子量
子态由 |1⟩态跃迁到 |0⟩态时产生光子, 当D = 0和

D = 0.1γ时, 原子间相互作用相比于原子与腔场
的相互作用较小, 所产生的光子被腔场吸收的概率
大于原子量子态由 |0⟩态跃迁到 |1⟩态时光子被吸
收的概率, 所以 |an(t)|2减小 (n = 1, 2, 3), 由 (23)
式原子间纠缠度C3的表达式可知, 原子间纠缠也
减小, 且一定时间内呈现单调递减的趋势. 随着原
子间的相互作用增强, 原子跃迁得到光子的概率变
大, 腔场得到光子的概率变小, 相应三原子间的纠
缠度变大, 腔场与热库间的纠缠变小. 当D = γ时,
原子间相互作用相比于原子与腔场间的相互作用

较大, 所产生的光子被腔场吸收的概率小于原子量
子态由 |0⟩态跃迁到 |1⟩态时光子被吸收的概率. 随
时间的演化, 光子不断地产生, 不断地被吸收, 此过
程不断循环发生. 但由于腔场与环境的相互作用会
导致光子的泄露, 所以重吸收光子的概率逐次递减
直至消失, 表现为图像呈现振荡衰减趋势. 通过数
值计算, 当时间趋于无穷大时 |an(t)| ̸= 0(n = 1, 2,
3), 所以原子间纠缠最终趋于一不为零的稳定值.

对比图 1 (c), 可以看出腔场与热库强耦合时与弱耦
合时三原子间有相似的纠缠动力学行为.
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图 1 腔场与热库弱耦合情况下, 对于不同的原子间耦
合强度D, (a)三原子间的纠缠随时间 t的演化, (b)腔
场与热库间的纠缠随时间 t的演化, 参数 θ =

π

4
, λ =

5γ, κ = 0.1γ,∆ = 0, γ = 1; (c) 腔场与热库强耦合情况
下, 对于不同的D三原子间的纠缠随时间 t的演化, 参数
θ =

π

4
, λ = 0.2γ, κ = 0.1γ,∆ = 0, γ = 1

Fig. 1. (a) The entanglement of three atoms as a func-
tion of scaled time t, (b) the entanglement of cavity
and reservoir as a function of scaled time t for a weak
coupling regime between the cavity and reservoir and
different dipole-dipole interaction strength D, param-
eters θ =

π

4
, λ = 5γ, κ = 0.1γ,∆ = 0, γ = 1, (c) the

entanglement of three atoms as a function of scaled
time t for a strong coupling regime between the cav-
ity and reservoir and different dipole-dipole interac-
tion strength D, parameters θ =

π

4
, λ = 0.2γ, κ =

0.1γ,∆ = 0, γ = 1.
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4.2 原子与腔场耦合强度对系统纠缠

的影响

图 2 (a)和图 2 (b)分别描述的是在原子间不存
在偶极 -偶极相互作用, 腔场与热库弱耦合情况下,
对于不同的原子与腔场间耦合强度κ, 三原子间的
纠缠以及腔场与热库间的纠缠随时间 t的演化. 由
图可看出, 在短时间内, 原子间纠缠随着原子与腔
耦合强度的增加而减小, 在长时极限下趋于稳定
值. κ较大时, 三原子间的纠缠随时间 t的演化出现

明显的周期性振荡衰减行为. 腔场与热库强耦合
时, 会出现相似的纠缠动力学行为. 腔场与热库间
纠缠由零增大到一定值后最终减小为零, 腔与库之
间的纠缠在短时间内随原子与腔的耦合强度的增
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图 2 腔场与热库弱耦合情况下, 对于不同的原子与腔场
耦合强度 κ, 三原子间的纠缠 (a); 腔场与热库间的纠缠
(b)随时间 t的演化; 参数: θ =

π

4
, λ = 5γ,D = 0,∆ =

0, γ = 1

Fig. 2. (a) The entanglement of three atoms as a
function of scaled time t; (b) the entanglement of
cavity and reservoir as a function of scaled time t

for a weak coupling regime between cavity and reser-
voir and different coupling strength κ. Parameters:
θ =

π

4
, λ = 5γ,D = 0,∆ = 0, γ = 1.

加而增加, 当原子与腔场耦合强度较强时会出现振
荡. 由图可知, 当κ = 0.1γ和κ = 0.2γ时, 原子与
腔场间耦合较弱, 由图像可以看出纠缠没有出现振
荡衰减现象, 说明流入环境的信息没有重新流回原
子系统, 即纠缠在演化过程中出现马尔科夫效应.
当κ = 2γ时, 由图可以看出纠缠出现振荡衰减的
现象, 也就是流入环境的信息在系统演化过程中重
新流回原子系统, 从而导致原子间纠缠出现了非马
尔科夫效应.

4.3 热库谱宽对原子间纠缠以及非马尔科

夫性的影响

当λ < 2γ时, 热库与腔场为强耦合, 原子与腔
场组成的系统遵循非马尔科夫动力学. 由图可以看
出, λ = 0.5γ时, 纠缠突然死亡后出现了复苏, 说明
从环境到原子系统有了信息的回流, 表现出非马尔
科夫效应. λ = γ时, 此时原子与腔场组成的系统
虽然遵循非马尔科夫动力学, 但由图像可以看出,
原子间纠缠单调递减, 没有和外部环境的信息交
流, 表现出马尔科夫效应. 随着λ增加, 当λ = 5γ

以及λ = 100γ时, 热库和腔场为弱耦合, 系统遵循
马尔科夫动力学, 但从原子系统到环境出现了信息
的交流,表现出非马尔科夫效应. 结合3.2节可以看
出体系的非马尔科夫效应由参数κ和λ共同决定.
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图 3 当系统初始态为最大纠缠态, 对于不同的热库谱宽
λ, 三原子间的纠缠随时间 t的演化 (θ = arcsin 1

√
3
, κ =

0.3γ,D = 0,∆ = 0, γ = 1)
Fig. 3. The entanglement of three atoms as a func-
tion of scaled time t for different λ when the initial
state is the maximally entangled state parameters:
θ = arcsin 1

√
3
, κ = 0.3γ,D = 0,∆ = 0, γ = 1.
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4.4 腔场与热库失谐对系统纠缠的影响

图 4 (a)和图 4 (b)分别给出了在腔场与热库耦
合强度较弱和较强时原子间纠缠在不同失谐情况

下随时间 t的演化. 可以看出当腔场与热库耦合强
度较弱时, 三原子间纠缠随失谐量的增加而增加,
但不是特别明显, 最终在长时极限下趋于一稳定
值. 当腔场与热库耦合强度较强时, 随失谐量的增
大, 原子间纠缠增加, 呈现周期性振荡. 由于失谐
可以抑制从原子到腔场以及热库间的纠缠转移, 因
此失谐可以抑制热库耗散对原子间纠缠衰减的影

响, 使得原子间纠缠增强而腔与热库间纠缠减弱.
因此, 调整失谐可以加强对原子间纠缠的利用.
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图 4 对于不同的失谐量∆, 三原子间纠缠随时间 t的

演化 (a) 腔场与热库弱耦合的情况下, θ =
π

4
, κ =

0.1γ,D = 0, λ = 5γ, γ = 1; (b)腔场与热库强耦合的情
况下, θ =

π

4
, κ = 0.1γ,D = 0, λ = 0.2γ, γ = 1

Fig. 4. The entanglement of three atoms as a func-
tion of scaled time t for different values of detuning in
terms of ∆: (a) Under weak coupling regimes between
the cavity and reservoir, θ =

π

4
, κ = 0.1γ,D = 0, λ =

5γ, γ = 1; (b) under strong coupling regimes between
the cavity and reservoir, θ =

π

4
, κ = 0.1γ,D = 0, λ =

0.2γ, γ = 1.

5 结 论

本文以三个相互作用的二能级原子与一个同

零温玻色库耦合的光学腔相互作用为模型, 研究腔
内三个原子之间以及腔与热库之间的纠缠动力学.
分别研究了原子间耦合强度、原子与腔耦合强度、

热库谱宽度以及腔场和热库的失谐量对原子间以

及腔场与热库间纠缠动力学的影响. 研究发现: 原
子间纠缠随着原子间耦合强度的增加而增加, 随原
子与腔场间耦合强度的增加而减小; 体系的非马尔
科夫性由参数κ和λ共同决定; 调整腔场与热库的
失谐可以有效抑制热库耗散对纠缠衰减的影响.
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Abstract

Quantum entanglement is one of most remarkable features of quantum mechanics, and in recent years it has played
a more and more important role in quantum information. However, real quantum system inevitably interacts with the
environment, resulting in the entanglement decay or even entanglement sudden death, so it is necessary to study the
entanglement dynamical properties of an open system under different environments. In this paper, we investigate the
entanglement dynamic behaviors of three interacting two-level atoms in an optical cavity which is coupled to a structured
zero-temperature bosonic reservoir. Laplace transform, LBC and other methods are utilized, through numerical method
we analyze the entanglement dynamic behavios of tripartite of three atoms and bipartite of cavity and reservoir. We
also discuss how the coupling parameters affect the entanglement dynamics. Results show that in a short time, the
entanglement of tripartite increases with coupling strength of three atoms increasing, and a periodic oscillation appears,
but entanglement of bipartite decreases. The entanglement of tripartite decreases with the coupling strength between
atoms and cavity increasing and damping oscillation appears, but the entanglement of bipartite increases. In a long-time
limit, the entanglement approaches to a steady value. The non-Markovian dynamics of the qubits is determined by both
the coupling strength and the spectral width. The strong system-reservoir coupling regime results in the non-Markovian
dynamics of system. As the spectral width increases, the system of three atoms transforms from non-Markovian regime
to Markovian regime. The increasing of spectral width results in the Markovian dynamic behavior of system, but the
system of the atoms falls into the non-Markovian regime once more. When the coupling between the cavity and reservoir
is weak, the entanglement of three atoms increases as the detuning of the cavity and reservoir increases, but it is not
obvious. When the coupling between the cavity and reservoir is strong, the entanglement of three atoms increases and a
periodic oscillation appears with increasing the detuning between the cavity and reservoir, so we can effectively restrain
the effects of dissipation of reservoir on entanglement decay by adjusting the detuning between the cavity and reservoir.
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