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三聚化非厄密晶格中具有趋肤效应的拓扑边缘态*

许楠    张岩†

(东北师范大学物理学院, 长春　130024)

(2019 年 1 月 21日收到; 2019 年 3 月 11日收到修改稿)

近年来, 探索新的拓扑量子结构、深入分析各种多聚化拓扑晶格中的新奇物理性质已经成为热点. 并且,

多聚化拓扑模型在量子光学等领域的研究也愈发深入, 拥有广阔的发展前景. 本文聚焦于研究三聚化非厄密

晶格中的新奇拓扑特性. 首先, 若晶胞内最近邻正反向耦合不相等, 三聚化模型中的体态和边缘态出现趋肤

效应. 其中, 随着最近邻耦合正反系数差的增大, 拓扑保护的边缘态的宽度和简并度均可被调制, 边缘态数量

也会减少. 其次, 当在考虑次近邻耦合的影响时, 随着次近邻耦合系数在适当范围内变化, 系统本征能谱的上

下能隙及其中具有趋肤效应的边缘态也会发生不对称的变化. 此外, 当适当改变两种耦合系数, 三聚化非厄

密模型的体态和边缘态的局域程度也会随之发生变化.

关键词：边缘态, 拓扑绝缘体, 趋肤效应
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1   引　言

拓扑绝缘体是一种具有全新量子特性的物质

态, 在量子理论的发展过程中具有重要意义. 从

1980年 Klitzing等 [1,2] 在二维电子气系统中发现

了量子整数霍尔效应, 到 Haldane[3] 发现了量子反

常霍尔效应, 以及之后的十年, 拓扑性质相关的理

论实验研究都得到了极大的发展 [4−10]. 而作为其中

最为经典的拓扑模型之一, 一维的 Aubry-André-

Harper (AAH)模型在研究多聚化晶格方面得到了

越来越多的关注与重视. 该模型最初被用来研究类

周期系统的局域性转变 [11−15]. AAH晶格的本征能

谱由三条能带、两条能隙组成, 两条能隙中分别存

在可由参数调制的边缘态. 因此, 能谱可分为两种

不同的相位: 有边缘态的非平庸相和没有边缘态的

平庸相. 然而, 在实际的拓扑实验中, 由于总是与

环境相互作用, 所以需考虑耗散效应对系统的影

响. 其中, 典型的例子便是针对非厄密系统 (引入

增益和损耗)的研究 [16−27]. 尤其在近几年, 均匀的

增益或损耗被引入到一些非厄密的拓扑绝缘体理

论或者实验中 , 如 Su-Schrieffer-Heeger (SSH)模

型 [28,29] 和 AAH模型 [30−33] 的理论研究, 以及一维

耦合微腔 [34,35] 和一维耦合光波导的实验论证 [36,37],

都得到了很多厄密系统中没有的新奇现象. 实验中

通过设计一维耦合环腔, 在虚数规范场中调制辅助

腔的增益和损耗 [38], 使得二聚化模型系统中最近

邻正反耦合系数出现差值, 从而产生趋肤效应 [39,40],

该效应在近年获得极大关注. 区别于同一耦合的正

反向系数一致的拓扑系统具有一般性的体边对应

关系, 非厄密系统中通过改变晶格正反向耦合系数

差, 破坏系统的手性反演对称, 从而展现了扩展的

体边对应关系. 主要表现为包含系统的拓扑保护边

缘态和体态在内的所有本征态都局域于开放系统

单侧边缘附近的趋肤效应. 然而, 三聚化非厄密系

统的趋肤效应的研究还不充分. 因此, 本文旨在研
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究一维三聚化的非厄密晶格的具有趋肤效应的拓

扑特性. 将三聚化模型结构从一维链状拓展到类一

维的锯齿形结构, 通过适当调制胞内最近邻正反耦

合系数差和次近邻耦合系数, 观察三聚化模型中的

拓扑特性变化. 发现正反向系数差不为零的最近邻

耦合对非厄密系统的能谱和拓扑保护边缘态都有

显著影响, 并引发新奇的趋肤效应; 次近邻耦合则

对系统能谱的上下能隙中的边缘态能带的宽度和

系统本征态的局域效果有影响. 最后, 进行了总结

并展望了拥有丰富结构模型的各种新型拓扑材料

的发展前景.
 

2   理论模型与能谱分布

g1 + µ

g1 − µ 2µ

ν g2

iγ A

B −iγ C

an bn cn n

N

如图 1所示, 本文考虑的是类一维的非厄密三

聚化晶格, 并为实现可调的耦合, 将晶胞结构设计

为锯齿形. 晶胞内最近邻正向耦合系数为   ,

反向系数为   , 其中   为最近邻正反向耦合

系数差, 次近邻耦合系数为  , 胞间耦合系数为  .

在该非厄密系统中, 在每个晶胞内添加均匀的增益

损耗—添加势能   于增益格点   、零势能于中

性格点   、势能   于损耗格点   . 这些参数条件

构成了本研究所需的扩展的一维非厄密的 AAH

模型. 其中, 令   ,    和   表示第   个晶胞内格点

的湮灭算符, 总晶胞数为  . 则该扩展的 AAH模

型的哈密顿量为
 

H = HAAH +HNNN + U, (1)

HAAH =∑
N [(g1+µ)b†nan + (g1+µ)c†nbn + g2a

†
n+1cn+(g1 − µ)

a†nbn + (g1 −µ)b†ncn + g2c
†
nan+1]

HNNN =
∑

N νc†nan + h.c.

U = iγ
∑

N [a†nan − c†ncn]

式内各项分别为 AAH模型哈密顿量  

   , 次近邻项的哈密

顿量  , 和非厄密项的哈密

顿量   . 然后将哈密顿量代

入薛定谔方程 [41], 便可得:
 

iȧn = iγan + g2cn−1 + (g1 − µ)bn + νcn,

iḃn = (g1 + µ)an + (g1 − µ)cn,

iċn = −iγcn + (g1 + µ)bn + g2an+1 + νan, (2)

N = 30 g1 = 1 γ = 0.2 g2 ≡ g1−
δ cos θ δ = 0.5 θ ∈ {0, 2π}

结合 (1)式与 (2)式, 得到可描述该三聚化模型的

本征能谱, 如图 2所示; 并可对与最近邻耦合有关

的趋肤效应和与次近邻耦合有关的拓扑保护边缘

态进行深入的研究, 如图 3和图 4所示. 这里设相

关 参 数 为 :    ,    ,    ,   

  (  ,   ).

首先, 通过调节胞内最近邻正反向耦合系数

差 , 对系统本征能谱进行分析 . 图 2(a), 图 2(c),

图 2(e)和图 2(g)为系统本征能谱的实部, 能带中

包含上、下两个非平庸能隙, 共四条边缘态. 上 (下)

能隙中存在两条边缘态的本征值, 分别用棕色虚线

和绿色实线表示, 且这两条边缘态简并. 图 2(b),

图 2(d), 图 2(f)和图 2(h)为本征能谱的虚部, 同

样用绿色实线和棕色虚线表示对应边缘态的虚部.

系统本征值的实部描述的是能谱中系统能带的位

置; 本征值的虚部描述的是能谱中能级的宽度.

ν = 0

µ = 0

E = 0 θ = π

0.5π 1.5π

µ

µ > 0.2

此处, 不考虑次近邻耦合 (  ), 体态的能

谱具有对称特征. 如图 2(a)和图 2(b)所示, 当胞

内最近邻正反向耦合相同 (  )时, 体态和边缘

态的本征能谱均关于   和   对称, 能谱的

三条能带在  和  附近区域结合, 上下能隙中

的四条边缘态具有相同长度. 然而, 如图 2(c)—图

2(f)所示, 随着   逐渐增大, 虽然体态能谱仍保持

原有对称性, 但是用棕色虚线表示边缘态能谱的实

部和虚部均会缩短, 而用绿色表示的两条边缘态的

实部和虚部均不变化. 当最近邻正反向耦合差继续

增大至   时, 如图 2(g)和图 2(h)所示, 棕色

虚线表示的两条边缘态消失, 只存在绿色实线表示

的两条边缘态. 这表明边缘态的简并情况发生改

变, 边缘态数量由四条缩减到两条, 该三聚化晶格

产生了新的拓扑特性. 这对应边缘态在晶格的分布

情况就是晶格一侧的两条边缘态消失, 如图 3所

示, 此为边缘态的趋肤效应. 

3   体态与边缘态的趋肤效应

在上一部分中, 通过对动力学方程的求解, 讨

论了本征能谱在最近邻耦合影响下边缘态能带宽

度以及数量发生的变化. 本小节通过观察本征态的
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图 1    扩展的三聚化非厄密晶格示意图

Fig. 1. Schematic  of  the  generalized  trimerized  non-Her-

mitian lattice. 
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演变, 继续讨论三聚化非厄密系统中的边缘态和体

态的趋肤效应. 图 3为该三聚化模型包括体态 (蓝

点)和拓扑保护边缘态 (绿线)在内的所有本征态

µ = 0

µ

的分布. 如图 3(a)所示, 当   时, 体态均匀分

布, 边缘态则对称地局域在晶格的两端. 如图 3(b)

所示, 随着  增大, 所有的本征态都开始向晶格的

 

0 0.5 1.0 1.5 2.0 0 0.5 1.0 1.5 2.0

0 0.5 1.0 1.5 2.0 0 0.5 1.0 1.5 2.0

0 0.5 1.0 1.5 2.0 0 0.5 1.0 1.5 2.0

0 0.5 1.0 1.5 2.0 0 0.5 1.0 1.5 2.0

-2

-1

0

1

2

-0.1

0

0.1

-0.1

0

0.1

-0.1

0

0.1

-0.1

0

0.1

R
e
(E
)

-2

-1

0

1

2

R
e
(E
)

-2

-1

0

1

2

R
e
(E
)

-2

-1

0

1

2

R
e
(E
)

Im
(E
)

Im
(E
)

Im
(E
)

Im
(E
)

(b)(a)

(d)(c)

(f)(e)

(g) (h)

p p

p p

p p

p p

µ = 0, 0.1, 0.15, 0.2

µ = 0, 0.1, 0.15, 0.2

图 2    三聚化非厄密晶格的本征能谱　(a), (c), (e)和 (g)分别为   时本征能谱的实部 ; (b), (d), (f)和 (h)分别

为   时本征能谱的虚部, 边缘态能带用绿色实线和棕色虚线表示

µ = 0, 0.1, 0.15, 0.2

µ = 0, 0.1, 0.15, 0.2

Fig. 2. The eigen-energy spectrum of the trimerized non-Hermitian lattice.  (a),  (c),  (e) and (g) show the real  parts of  the energy

spectrum  for    ,  respectively;  (b),  (d),  (f)  and  (h)  show  the  imaginary  parts  of  the  energy  spectrum  for

 . Green solid lines and brown dash lines represent the energy band of the edge states. 
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µ = 0.2

同一端附近局域, 展现了趋肤效应. 如图 3(c)所

示, 当  时, 本征态的局域性更好; 体态继续

向一端局域; 边缘态完全消失, 只存在于左端, 数

量也由四条变为两条. 也就是说实现了边缘态数量

的动态调节. 如图 3(d)所示, 当最近邻正反耦合差

继续增大, 体态也完全局域在左端, 也就是说三聚

化非厄密晶格本征态的趋肤效应愈加显著.

µ = 0.5

θ = π

E = 0

接下来, 在趋肤效应下, 继续观察次近邻耦合

对本征能谱和边缘态的影响. 在图 4中, 第一列描

述的是受次近邻耦合影响的本征能谱的实部, 第二

列代表上能隙中边缘态的光子分布, 第三列代表下

能隙中边缘态的光子分布. 当  时, 次近邻耦

合系数在适当增加, 如图 4(a), 图 4(d)和图 4(g)

所示, 能谱的实部仅关于   对称, 而不再关于

 对称. 值得注意的是, 非平庸的上能隙开始变

窄, 导致非平庸拓扑区域缩小; 非平庸的下能隙开

始变宽, 导致非平庸相位区域扩大. 通过比较图 4(b)

和图 4(c)发现, 相对应的边缘态不同于体态的普

通振荡, 而是呈急速衰减. 随着上下能隙中的边缘

态能带数量的缩减, 只在上下能隙中各存在一条.

如图 4(b), 图 4(e)和图 4(h)所示, 随着次近邻耦

合的增强, 由于趋肤效应而局域在左侧的上能隙边

缘态的峰值在逐渐减小, 局域性减弱; 而由于趋肤

效应而局域在左侧的下能隙边缘态变化正相反, 峰

值逐渐增大, 局域效果逐渐增强. 此外, 如果次近

邻耦合进一步增强, 本征能谱上下能隙及其边缘态

会继续呈现相反的变化趋势; 最终上边缘态能带会

缩短直至消失, 下边缘态峰值逐渐增大, 局域效果

会明显增强.
 

4   结论与展望

本文探讨和比较了扩展的非厄密三聚化晶格

的能谱和边缘态的演化和局域效果. 首先, 特殊调

制晶胞内的最近邻耦合系数, 即最近邻正反向耦合

存在差异, 会导致系统本征态发生趋肤效应. 包括

体态和边缘态在内的所有本征态都局域于系统的

同一端附近; 并且, 边缘态的二重简并态消失, 边

缘态数量由四条减少为两条. 其次, 次近邻耦合对

系统能谱的演化有着显著的影响. 次近邻耦合会使

系统非平庸能隙和相对应的具有趋肤效应的边缘

态发生不对称变化, 且会影响所有本征态的局域效

果. 未来, 通过设计多样的多聚化非厄密晶格, 并

应用于拓扑量子材料的研究中, 一定会发现更多有

意义的、新奇的拓扑物理性质.

特别感谢东北师范大学物理学院吴金辉教授对文章写

作的建议.
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图 4    次近邻耦合影响下系统的本征能谱和边缘态的光子分布　(a), (d)和 (g)分别为   时本征能谱的实部; (b),

(e)和 (h)分别为   时上能隙中的边缘态; (c), (f)和 (i)分别为   时下能隙的边缘态
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Fig. 4. The eigen-energy spectrum and photon distributions for edge states of the system under the influence of the next-nearest-

neighbor coupling: (a), (d) and (g) show the real parts of the energy spectrum for   ; (b), (e) and (h) show the edge

states whose energy band are in the upper gaps for   ; (c), (f) and (i) show the edge states whose energy bands are

in the lower gaps for   . 
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Abstract

In  recent  years,  exploring  new  topological  quantum  model  structures  and  in  depth  analyzing  the  novel

physical properties in various multimerized topological lattices have become a hot topic in the field of quantum

optics.  Among  the  different  model  structures,  the  multimerized  non-Hermitian  lattice  controlled  by  different

parameters  in  the  future  research  of  topological  quantum materials,  we  believe,  can  exhibit  more  meaningful

novel topological properties. As one of the most classic topological models, the one-dimensional Aubry-André-

Harper (AAH) model has received more and more attention in the study of multimerized lattices. In this paper,

we focus on the novel topological properties of a trimerized non-Hermitian lattice, and extend the trimer model

structure  from  a  one-dimensional  chain  to  a  quasi-one-dimensional  zigzag  structure.  The  results  show  that

firstly, if the nearest-neighbor forward coupling coefficient in the unit cell is not equal to the backward coupling

coefficient, the chiral inversion symmetry of the system is destroyed. It can be observed that the bulk states and

the edge states in the trimerization model will be localized on the same edge of the lattice, and the skin effect

will appear in the system. With the increase of the nearest-neighbor coupling coefficient, the width of the edge

state  changes  in  which  the  lower  edge  state  of  the  imaginary  part  of  the  spectrum  is  narrowed  until  it

disappears. The degree of degeneracy of the system changes, and the number of edge states is reduced from four

to  two.  Remarkably,  the  generalized  bulk-boundary  correspondence  is  shown  in  certain  non-Hermitian

topological systems. Secondly, when the trimerization model considers the influence of the next-nearest-neighbor

coupling, the numerical results show that the upper and lower energy gaps in the energy spectrum and the edge

states in the energy spectrum are asymmetrical as the next-nearest-neighbor coupling coefficient is modulated in

an appropriate range. The upper energy gaps and the edge states are narrowed, and the edge states of the lower

energy  gaps  are  widened.  At  the  same  time,  the  novel  topology  features  of  the  system  can  also  be  used  to

achieve the quantitative control of the energy spectrum edge states, and other interesting directions are worth

exploring.
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