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专题：等离激元增强光与物质相互作用

旋转对称表面等离激元结构中极端
局域光场的准正则模式分析*

周强    林树培    张朴†    陈学文‡

(华中科技大学物理学院, 武汉　430074)

(2019 年 3 月 27日收到; 2019 年 4 月 25日收到修改稿)

金属微纳结构中表面等离激元能够将自由空间光场局域到亚波长甚至纳米尺度, 增强光与物质相互作

用等各种物理过程, 为等离激元光学在诸多领域带来诱人的应用. 然而, 目前对表面等离激元光学模场的局

域性定量描述仍主要基于直观的空间几何尺寸确定的模式体积, 并常被用于刻画模场与物质相互作用的强

度. 本文基于准正则模理论发展了表征表面等离激元结构中光场局域的理论描述方法, 并针对两类典型结构

的表面等离激元共振进行了系统的模式分析. 结果显示表面等离激元共振可由多个本征模式构成, 观察到的

光场局域是所有模式共同作用的结果, 只有当共振对应单一模式时可以用该本征模式的模式体积描述光场

局域. 最后, 基于上述结果, 本文探讨了极端局域光场和近来出现的“皮米腔”的光场局域本质.

关键词：光场局域, 表面等离激元, 准正则模式分析, 旋转对称体
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1   引　言

光场局域 [1−3] 是微纳光学研究的中心议题之

一. 基于金属微纳结构的表面等离激元共振效应 [3,4],

光场可以被局域在远小于波长的空间尺度范围

内 [5−7], 这种局域光场被称为热点 [8]. 光场局域效应

可增强光与物质相互作用, 基于此, 近 20—30年

来等离激元光学发展出了众多的应用领域, 包括亚

波长集成光学器件 [9]、表面增强拉曼散射光谱 [8,10,11]、

超分辨传感或成像 [12−14]、癌症治疗 [15,16]和光镊 [17,18]

等. 此外, 表面等离激元结构另一个备受关注的效

应是它可以灵活调控附近纳米量子辐射体的发光

特性, 包括加快辐射速率和改变光子统计特性等 [19].

耦合强度是研究它们相互作用的关键物理量, 不同

的耦合强度将导致系统具有完全不同的动力学演

化过程. 弱耦合时表面等离激元通过 Purcell效应

增强纳米发光体辐射; 强耦合时光与物质形成不可

区分的混合体系, 发生 Rabi振荡等现象 [20−22]. 目

前, 人们通常将一个表面等离激元共振等同视作单

模纳米谐振腔, 用唯像定义的光场局域体积近似模

式体积, 进而获得耦合强度 [23−25]. 这种近似处理方

法虽然在应用于不少经典表面等离激元结构时足

够准确, 对于一般性更复杂的微纳结构则可能导致

不可忽视的误差和错误的结论 [26,27]. 例如最近的研

究报道, 表面等离激元结构表面的原子凸起附近会

产生极端局域的热点 [5], 作者从单模谐振腔假设出

发推算出热点附近可见光光场局域体积似乎达到

1 nm3 以下 (皮米腔), 然而皮米尺度光场局域现象

的来源、本质和它所蕴含的物理还有待澄清. 系统
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性的模式分析是解决这些问题的有效途径.

根据电磁理论的麦克斯韦方程组, 在一定边界

条件下微纳结构支持一系列完备的本征模式 [28−31].

把局域光场看作模式的叠加, 光场演化及其与物质

相互作用的图景将变得十分清晰. 同时, 模式分析

的方法还能够比较自然地过渡到量子理论 [32,33]. 然

而, 一般意义上的模式分析理论仅适用于封闭无损

耗的介质光学谐振腔 (例如法布里-珀罗腔)等厄米

系统, 对应的模式称为正则模式. 对于开放介质结

构、表面等离激元结构等非厄米系统, 如何进行模

式分析是一个有趣而困难的问题, 长期以来吸引了

世界各国众多研究者的关注 [29]. 除了微扰近似 [34]、

全频率积分 [35] 等间接的求解技术之外, 准正则模

式理论 [29] 是人们为了解决该问题采用最多的一种

方法. 它既保留了正则模式理论的简明范式, 又为

表面等离激元开放结构中局域光场的模式分析建

立了较完善的理论基础. 近年来, 准正则模理论逐

渐被普遍用于研究表面等离激元结构的光学特性 [29],

但具体到对光场局域的定量化描述还未见报道. 本

文以两类典型结构为例, 将准正则模理论用于分析

表面等离激元结构的光场局域, 并探索了光场能够

局域到的极限体积.

本文首先简要回顾了准正则模理论的主要结

论, 发展了旋转对称体结构的快速数值求解方法,

随后分析了典型表面等离激元结构的局域准正则

模式, 研究了其模场空间局域的限度. 在此基础上,

本文还仔细研究了表面存在原子尺度特征 (如凸

起)的表面等离激元结构, 探讨了原子尺度特征附

近极端光场局域现象的来源和本质问题.
 

2   理论和数值方法
 

2.1    准正则模理论及在旋转对称体的应用

本文对表面等离激元结构光场局域性质的分

析主要基于准正则模理论, 本节首先简要介绍准正

则模理论框架, 并发展了一套适用于处理大尺寸旋

转对称微纳结构的数值求解方法.

[E (r) ,H (r)] exp (−iω̃t)

从直观理解来看, 准正则模与正则模式类似,

都是所研究结构在无外界激励情况下支持的本征

光场模式. 数学上可以表示为  ,

满足本征值问题形式的无源麦克斯韦方程组 [29,30]:
 

[
0 i(ε0ε (r, ω̃))−1∇×

−iµ−1
0 ∇× 0

][
E

H

]
= ω̃

[
E

H

]
.

(1)

ε (r, ω̃)

ω̃ = ω0 − iγ

对于诸如表面等离激元结构的开放式有损耗系统,

求解该本征值问题时电磁场需要满足索末菲辐射

边界条件并且相对介电常数 e 不再是实数, 因此本

征值问题 (1)式所描述的是非厄米系统, 对应的本

征值也必然是复数频率. 金属等色散材料的介电常

数一般来自实验测量及数值拟合, 只在实频率有定

义, 现在需要将相对介电常数函数解析延拓至复

频率域, 也即式中的  . 可以看出准正则模与

正则模式最大的不同是其本征频率为复数 :

 , 其中虚部 g 为模式的衰减速率, 比率

w0/(2g)为模式的品质因数.

ε (ω) = ε∞

[
1−

∑N
i ω2

p,i/
(
ω2 − ω2

0,i + iωγi
)]

Pi = ω2
0,i/(ω

2 − ω2
0,i + iωγi)E Ji = −iωEi

当体系无色散时, e 与频率无关, 方程 (1)是常

规的线性本征值问题; 对于色散体系, 方程 (1)是

非线性本征值问题. 表面等离激元结构等色散体系

中准正则模式求解的困难主要来源于此. 对此, 文

献中主要报道了如下几种解决方法 [36]. 对于简单

几何结构 (如单个纳米颗粒)体系, 可以首先定义

一个无色散的背景, 从背景的准正则模式构建出

色散体系的准正则模式 [31,37]. 又当体系模式构成比

较简单时, 可人工引入激励源, 通过频域 [38] 或时

域 [39,40] 方法将体系激发到感兴趣的准正则模式.

以上两种都是间接方法, 适用范围有限. 为直接求

解非线性本征方程 (1), 可考虑引入与色散相关的

辅助场化为线性形式 [30,41,42], 其最大的优势在于

可以批量得到本征解, 获得有关准正则模式分布

的全局性质. 本文以下内容均采用此种方法进行

计算 . 具体而言 , 我们用洛伦兹 -德鲁德模型

 描述物

质 色 散 , 引 入 定 义 在 色 散 区 域 内 的 辅 助 场

 和   , 将方

程 (1)化为线性形式 [30,41], 最后出于数值离散与求

解方便 [43] 的考虑, 再消去磁场 H和辅助场 Ji, 导

出二次本征值方程: 

K̂


E
P1

· · ·
PN

+ω̃Ĉ


E
P1

· · ·
PN

+ω̃2M̂


E
P1

· · ·
PN

 = 0, (2)

K̂ Ĉ M̂式中  ,   和  为与色散模型参数相关的矩阵或

算符 [30]. 该方程可通过有限元等数值方法求解, 但

对于实际应用相关的大尺寸微纳结构, 大规模三维
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计算仍然是准正则模式分析的瓶颈问题.

ω̃ ∈ C
W =(E,P1, · · · ,PN )∈H (Ω)×

∏N
i H

(
Ωd

i

)
V = (VE ,VP 1, · · · ,VPN ) ∈

H (Ω)×
∏N

i H
(
Ωd

i

)

我们注意到很多通常遇到的表面等离激元微

纳结构具有旋转对称性, 利用旋转对称性可以将三

维问题简化为二维, 从而大大降低计算量, 这已被

广泛用于解决时域 [44] 和频域 [45,46] 的电磁学问题.

由于本文所关注的典型表面等离激元结构包括纳

米球和旋转椭球等, 均具有旋转对称性, 基于上述

准正则模理论我们发展了相应的有限元数值求解

方法. 其关键一步是将待解本征值方程 (2)转化为

弱形式表述: 寻找准正则模式本征频率  和本

征模场   ,

使得对任意测试函数  

 , 满足
 

ω̃2

(∫
Ω

(ε0ε∞E) · VE2πρdρdz

+

N∑
i

∫
Ωd

i

(ε0ε∞Pi) · VE2πρdρdz
)

−
∫
Ω

(
(µµ0)

−1∇m ×E
)
· (∇m × VE) 2πρdρdz = 0,

(3)
 

ω̃2

∫
Ωd

i

Pi · VP 2πρdρdz + ω̃

∫
Ωd

i

iγiPi · VPi2πρdρdz

+

∫
Ωd

i

(
ω2
p,iE · VPi − ω2

0,iPi · VPi

)
2πρdρdz = 0,

(4)

H (Ω) H
(
Ωd

i

)

∇m×

上 式 中   和   分 别 为 E,  VE和 Pi,

VPi 所从属的索伯列夫空间 [47], Wi
d 为第 i 个洛伦

兹色散项对应的色散计算区域, 而W 为全部计算区域.

“  ”为旋转对称体系旋度算符:
 


(∇m ×A)ρ

(∇m ×A)z

(∇m ×A)ϕ

 =


0

im
ρ

−∂z

∂z −∂ρ 0

− im
ρ

0
1

ρ
∂ρρ



Aρ

Az

Aϕ

 ,

(5)

此处 m 为方位角阶数, 在实际有限元计算时电磁

场的 r, z 分量与f 分量需使用不同的离散基函数[46,47],

这是方程 (3)和 (4)成功求解的关键.

为方便后文讨论, 我们首先将旋转对称体系准

正则模式分析方法用于单个半径 rs = 40 nm的金

球 (色散模型参见附录 A)作为示例. 图 1展示了

旋转对称结构准正则模式分析的建模方法和计算

结果. 如图 1(a)所示, 模式求解只需考虑三维结构

沿对称轴的某一剖面, 索末菲辐射边界条件由外围

完美匹配层 (perfectly matched layer, PML)替代.

设定不同的方位角阶数 m, 可解出不同系列的模

式, 与米氏散射理论解析结果 (参见附录 B)相对

照, 可将每一系列模式根据极角指标 l 由低到高排

列, 得到图 1(b)所示图谱. 多数情况下, 我们考虑

轴向偏振光照射旋转对称表面等离激元结构, 在轴

上产生轴向偏振的强烈电场局域效应. 由于对称性
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图 1    半径 40 nm金球的准正则模式分析　(a)旋转对称结构建模示意; (b)按指标 l, m 排列的归一化准正则模场分布, 中心线

左右两侧分别为 Er 和 Eq 的实部; (c)准正则模式谱分布, 蓝色叉为模式聚点; (d)用全波仿真 (full wave)、解析公式 (analytical)和

准正则模式重建 (QNM)三种方法得到的距金纳米球表面 10 nm处沿轴向的 Purcell因子

Fig. 1. 2D axisymmetric quasinormal mode (QNM) analysis for a spherical gold nanoparticle with rs = 40 nm: (a) Schematic of 2D

axisymmetric modeling; (b) shows a table of normalized QNM profiles arranged according to indices l and m, where on the left and

right side of the axis shows the real part of Er and Eq, respectively; (c) spectral distribution of QNMs with an accumulation point

indicated by the blue cross; (d) at a position 10 nm away from the metal surface, Purcell factor in radial direction is calculated with

full wave simulation, analytical methods and QNM reconstruction. 
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限制, 如图 1(b)所示, 只有 m = 0的模式有非零

的轴向电场, 因此我们只需计算m = 0的模式. 后

文所有结果都只包括 m = 0的模式. 指标 l 相同的

模式本征频率简并, 本征频率分布如图 1(c)所示.

从 519 nm处偶极模式 (l = 1)出发, 随着 l 增加模

式分布出现聚集效应, 趋于金-空气界面表面等离

激元波矢发散条件 e(w) + 1 = 0[30]. 为验证以上数

值方法的正确性, 我们进一步用准正则模式重建方

法 (参见 2.2节)计算了距金纳米球表面 10 nm处

沿轴向的 Purcell因子. 如图 1(d)所示, 其结果与

全波模拟和解析计算 (参见附录 B)结果完美符合.

这表明, 我们在前人工作基础上发展的旋转对称体

系准正则模式计算方法是正确有效的. 

2.2    局域光场的准正则模式分析

将局域光场和相关物理量分解为准正则模式

ω̃ = ω0 − iγ exp (iω̃r/c)

贡献的叠加不仅可以简化理论处理的复杂度, 更重

要的是可以对其中涉及的物理过程给出清晰深刻

的解读. 模式展开的关键是准正则模式的正交归一

性和完备性. 完全不同于正则模式, 准正则模式体

系的非厄米性使得准正则模的正交归一性无法直

接从正则模式理论推广得到. 由于本征频率为复数

 , 辐射在远场具有  形式因子,

模场将在无限远处发散. 按传统方式定义的正交归

一关系必不适用, 准正则模式展开的完备性也得不

到保证, 这些困难严重阻碍了准正则模理论的进一

步应用. 直到最近, 在梁培燈等 [28,48] 早期开创性工

作的基础上, Muljarov等 [26,31,37], Lalanne等 [27,30,36]

和 Hughes等 [39,49,50] 较好地解决了上述问题. 其中,

Lalanne等 [27,30] 提出可以将远场区域映射为完美

匹配层, 利用互易性定理在映射空间中建立准正则

模式的正交归一关系:
 

 

Nmn =
1

ω̃m − ω̃n

∫
Ω ∩ΩPML

{
Em · [ω̃mε (ω̃m)− ω̃nε (ω̃n)] ε0En

−Hm · [ω̃mµ (ω̃m)− ω̃nµ (ω̃n)]µ0Hn

}
d3r = 0, (m ̸= n) , (6)

 

Nn =

∫
Ω ∩ΩPML

{
Em · ∂ [ωε (ω)]

∂ω
(ω̃n) ε0En −Hm · ∂ [ωµ (ω)]

∂ω
(ω̃n)µ0Hn

}
d3r = 1. (7)

 

这时, 准正则模式和完美匹配层模式一起组成了完

备的模式集合 [30].

准正则模式正交归一化关系与正则模式理论

相比有很大不同, 亟需重新审视利用准正则模展开

分析局域光场时这一改变所带来的影响. 人们通常

假定共振对应单一模式, 光场局域程度由等效模式

体积刻画. 对于无损耗或低损耗的情形, 一般认为

模体积反映了能量空间分布的集中程度. 但对于表

面等离激元结构中的光场局域, 准正则模式归一化

积分式 (7)不具有光场能量的含义. 不过, 换个角

度, 光场局域可以从局域光子态密度或 Purcell因

子的空间分布来理解. 空间 r处 u方向局域光子

态密度由电磁场并矢格林函数的虚部确定 [34]: 

ρ (r,u, ω) =
6ω

πc2
[
u · Im

{
Ĝ (r, r;ω)

}
· u

]
, (8)

F (r,u, ω) =
(
π2c3/ω2

)
ρ (r,u, ω)而Purcell因子  

[26].

鉴于表面等离激元共振可能由不止单一准正则模

式构成 (详见第 3节), 以下明确考虑多个模式叠

加的情况. 利用格林函数的准正则模式展开 [26,37],

可将局域光子态密度分解为各准正则模式贡献的

叠加, 

ρ (r,u, ω)=
∑
k

ρk (r,u, ω)=
∑
k

3

π
Im

{
1

Vk (ω̃k − ω)

}
,

(9)

式中 Vk 为第 k 准正则模式的复数模体积, 其定义为 

Vk (r,u) =
Nk

2ε(u)ε0(Ek (r) · u)2
. (10)

ω = ω0,k = Re (ωk)当  时, 第 k 准正则模式对局域光

子态密度的贡献取得峰值: 

ρk,max =
3

πγk
Re

{
1

Vk

}
. (11)

Re
(
V −1
k

)
Ṽk (r,u) = 1/Re

(
Vk(r,u)

−1
)

由此可见,   直接反映了第 k 准正则模式在

实谐振频率 w0, k 处的局域光子态密度. 为直接刻

画模场局域, 我们将  

定义为实的等效模体积. 它不仅可以描述模场的空

间局域性, 还直接与空间 r处 u方向的局域光子

态密度相关. 更小的等效模体积对应更大的场增强

和局域光子态密度, 也意味着与纳米发光体更强的

耦合. 因此, 人们一直致力于追求极端的光场局域

和尽可能小的模式体积. 需要注意的是, 虽然可以

类似地根据局域光子态密度对任意表面等离激元

共振定义“模式体积”, 但共振并不等价于本征模
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式, 尤其在讨论光与物质相互作用时本征模式起着

关键作用. 下文我们仅针对在共振中起主导作用的

准正则模式讨论模式体积和光场局域. 

3   典型表面等离激元结构中的光场
局域

利用表面等离激元效应能够实现亚波长尺度

光场局域, 探索光场局域的极限仍然是目前微纳光

学的研究热点之一 [6,7,51]. 二聚体 (dimer)和颗粒-

镜面 (particle-on-mirror, PoM)结构是两类极具

代表性的表面等离激元结构 [52,53]. 在这些结构的纳

米间隙中, 可以观察到几十立方纳米量级的光场局

域. 本节中, 我们应用准正则模式理论, 对一系列

颗粒缝隙在 1 nm及以上的旋转对称的金 (色散模

型参见附录 A)二聚体和 PoM结构进行了模式分

析, 包括准正则模式分布和近场 Purcell因子光谱

性质; 针对成键偶极模式 (bonding dipole plasmon,

BDP)[54], 研究了该模式的模式体积演化, 讨论了

这两类结构中光场局域的一般演化规律. 我们指

出, 颗粒缝隙在 1 nm及以上时金属中电子的量子

效应对准正则模式分析结果的影响甚微 [40], 基于

经典电磁理论的方法仍然准确可信 [55]. 而当缝隙

小于 0.5 nm时, 量子隧穿和非局域性则可能产生

显著效应 [56−58]. 

3.1    二聚体结构

本文考虑的二聚体结构由两个金纳米球组成,

其中大球的半径保持为 40 nm, 小球的半径及其与

大球的间距设定为一系列不同的参数, 计算结果总

结如图 2所示. 二聚体的准正则模式来自于两个纳

米球的模式杂化, 模式谱构成表现出与单个纳米

球 (参见图 1(c))相似的特征. 同样在 502 nm附

近, 模式分布出现聚集效应. 从聚点出发, 模式向

长波移动, 并且分布越稀疏, 最后终止于 BDP模

式. 纳米球相互作用强度与两球间距和尺寸比例有

关. 相互作用越强, 成键模式能量越低, 红移越显

著. 总体而言, 两球尺寸越相近, 间距越小, 成键模

式共振波长越长. 准正则模式的谱分布还体现在

Purcell因子等物理量的光谱和准正则模式重构中.

与光谱共振对应单一模式的“常识”不同, 我们发现

图 2中二聚体结构 Purcell光谱在 500 nm附近的

主共振峰由多个准正则模式构成. 不过, 其中 BDP

模式一般占有主导地位. 随着两纳米球模式耦合增

Ṽ (r,u)

强, BDP模式红移, 最终形成一个单独的峰. 此时,

二聚体结构的光学性质才完全由单一模式 , 即

BDP模式刻画. 以下针对 BDP模式定量分析它的

光场空间局域. BDP模式模场局域由等效模式体

积   表征, 单位矢量 u取为沿电场方向. 由

于等效模式体积还与空间位置相关, 图 2中的插图

展示了间隙附近等效模式体积的空间分布, 并给出

了极小值. 我们发现, BDP模式的等效模式体积主

要取决于球间缝隙宽度. 在此基础上, 减小小球半

径有助于进一步压缩模式体积, 提高模场局域程

度. 本文所考察的二聚体结构中, BDP模式的最小

等效模式体积可以达到 78 nm3. 这与我们对表面

等离激元结构中光场局域程度的认知基本一致. 

3.2    颗粒-镜面结构

颗粒-镜面 PoM结构可以近似看作颗粒与其

镜像构成的二聚体, 此外因其结构易于实现, 在表

面增强拉曼散射、腔量子电动力学等实验 [5,59] 中获

得了广泛应用. 对此类结构进行准正则模式分析有

重要的实际意义. 在我们的计算中, PoM的金颗粒

为半长轴 40 nm的旋转椭球, 镜面为相同材料的

无穷大半空间, 椭球半短轴及与镜面的间距取不同

参数. 计算结果汇总见图 3. 鉴于 PoM与二聚体结

构的相似性, 当椭球短长轴比例较大时, PoM的模

式分布与球二聚体相似. 不同之处在于: 椭球拉长

的形状使得其偶极模式较之球形时共振波长发生

红移, 模式耦合相互作用也更强烈, 所以当椭球短

长轴比例极小、尖端曲率极大时, 总体模式分布大

幅向长波移动. 如图 3(g)—(i)所示, 当椭球短长轴

比例为 1∶8时, BDP模式移动到了 1000 nm附近,

与其他模式完全分离, 甚至更高阶模式也从主共振

峰中劈裂出来. 可以看出, 不同阶准正则模之间发

生耦合的相互作用强度不同, 例如偶极模式比四极

模式从主共振峰劈裂出去得更远; 也正是耦合强度

的差异决定了杂化劈裂出来的共振峰更可能只由

单一准正则模式构成, 这一点有助于我们判断表面

等离激元结构中共振的模式构成. 椭球短长轴比最

小时, 即使椭球离镜面较远, 椭球尖端 BDP模式

的模场局域也很强烈. 从等效模体积来看, 不论是

缩小颗粒与镜面的间距, 还是减小颗粒的短长轴比

率, 都能使 BDP模式的模场局域程度大大增加.

在本文考察的参数范围内, 可以将 BDP模式的最

小等效模体积压缩到 25 nm3. 模式局域程度与几

何构型密切相关, 较小的模式体积往往出现在狭窄
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且局部曲率较大的位置. 这为探索表面等离激元结

构中光场局域的极限指明了方向. 

4   “亚纳米”尺度局域光场的准正则
模式分析

从前述结果可知, 表面等离激元结构中光场局

域可达到 10 nm3 量级. 近期有研究提出, 如果在

表面等离激元结构纳米间隙中存在原子凸起可以

产生亚纳米尺度极端光场局域 [5,60,61], 并将其命名

为“皮米腔”[5]. 直观理解, 纳米间隙结构本身光场

局域较强, 原子凸起处局部曲率极大, 因此结构中

局域光场被进一步压缩符合前文从二聚体和 PoM

结果得出的规律. 不过, 该局域光场是否可以被认

为是一个光学谐振腔, 其局域程度是否真正达到 1 nm3
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图 2    二聚体结构准正则模式及场局域分析　二聚体由 ra = 40 nm和 rb = 5, 20, 40 nm的两个金纳米球组成, 间隙宽度 d = 1,

5, 10 nm; 图中展示了: 准正则模式谱分布; 纳米间隙中心处轴向 Purcell因子的准正则模式重建 (黑色实线), 红色圆圈为全波仿

真结果; 纳米间隙附近 BDP模式的等效模体积分布

Fig. 2. QNM modal analysis for dimers and the field localization of the BDP modes. The dimers consist of two spherical gold nano-

particles with ra = 40 nm and rb = 5, 20, 40 nm. The gap size d = 1, 5, 10 nm. In the figure are illustrated: the spectral distribu-

tions of the QNMs; the QNM reconstruction (black solid lines) of the Purcell factor at the gap center and in the axial direction, the

full wave simulation results are indicated by red circles; the mode volume profiles of the BDP modes in the gap region. 
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以下, 都需要进一步仔细的研究. 下面我们利用旋

转对称体系准正则模式理论对文献 [5]所提出的

“皮米腔”结构进行模式分析.

如图 4(a)所示, “皮米腔”结构属于 PoM结构

的一种. 其中, 颗粒为直径 80 nm的金球, 其靠近

镜面部分被切平, 切口直径 32 nm, 1.3 nm的间隙

中为相对介电常数 2.1的介质. 间隙顶端中心处有

一高0.3 nm的锥形原子凸起, 锥顶曲率半径为0.3 nm.

作为对照, 我们同时考察了图 4(a)所示的无凸起

结构. 用放置在对称轴上沿轴向偏振的偶极子从远

处激励两种结构, 计算间隙中心高度处的电场增强

效应, 并绘制为增强倍数对波长和径向位置的二维

色图 (图 4(b)). 可以发现, 无凸起结构时, 光谱 677 nm

和 808 nm附近有两个共振峰, 从电场符号和电荷
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图 3    PoM的准正则模式及场局域分析　PoM中金颗粒为半长轴 a = 40 nm的旋转椭球, 镜面为相同材料无穷大半空间, 椭球

半短轴 b = 5, 20, 40 nm, 与镜面间距 d = 1, 5, 10 nm; 图中展示了: 准正则模式谱分布; 纳米间隙中心处轴向 Purcell因子的准正

则模式重建 (黑色实线), 红色圆圈为全波仿真结果; 纳米间隙附近 BDP模式的等效模体积分布

Fig. 3. QNM modal analysis for particle-on-mirror (PoM) structures and the field localization of the BDP modes. The gold particles

are ellipsoids of revolution with semi-axes a = 40 nm and b = 5, 20, 40 nm. The gap formed with gold mirrors has d = 1, 5, 10 nm.

In the figure are illustrated: the spectral distributions of the QNMs; the QNM reconstruction (black solid lines) of the Purcell factor

at the gap center and in the axial direction, the full wave simulation results are indicated by red circles; the mode volume profiles of

the BDP modes in the gap region. 
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分布来看, 分别对应无凸起 PoM的成键四极模式

(bonding  quadruple  plasmon,  BQP)和 BDP模

式. 引入原子凸起后, 原有共振峰并没有发生变化,

而色图中间出现了一条宽度约 0.8  nm的亮线

(图 4(b)). 这时, 若考察 BQP模式中心频率处散

射光场 , 可以看到一个体积 1 nm3 以下的热点

(图 4(c)). 文献 [5]的作者将此热点视为单一模式,

在此假设基础上考察了热点光场与分子振动的耦

合, 从拉曼光谱测量信息和量子光学模型推算得

出, 此“模式”的模式体积在 1 nm3 以下. 因此, 他

们将此间隙中原子凸起结构称为“皮米腔”.

准正则模式分析显示, 引入原子凸起前后 PoM

准正则模式分布并未发生显著变化 (图 4(d)), 原

子凸起的引入也没有导致新的准正则模式出现. 因

此, 尽管模式本身发生了一定变化, 新出现的局域

光场仍是原有准正则模式相互作用的结果. 从间隙

中心位置轴向 Purcell光谱 (图 4(d))来看, 引入原

子凸起前后 BQP模式本征频率附近都出现了分立

的光谱共振峰. 然而, 从准正则模式分解来看, 两

个共振峰的物理内涵却有很大不同. 无原子凸起

时, 共振峰主要由 BQP模式贡献, 对应的光场和

相关物理过程可由 BQP模式单独描述. 而引入原

子凸起后, 共振峰的模式构成变得复杂. 从图 4(d)

可见 , 至少有其他三个模式的 Purcell因子和
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图 4    PoM纳米间隙中原子凸起结构对光场局域的影响和准正则模式分析　(a) 存在与不存在原子凸起时的结构示意图; (b) 纳

米间隙中心高度位置的局域场增强效应, 激励源为镜面上方 716 nm处轴向偶极子; (c) BQP谐振波长处纳米间隙中心高度的局

域场增强效应; (d) PoM结构的准正则模式谱分布以及纳米间隙中心处轴向 Purcell因子的准正则模式重建; (e) BQP模式的归

一化模场和等效模式体积

Fig. 4. The effects of the atomistic protrusion on the field localization in the nano-gap of the particle-on-mirror (PoM) structure and

the QNM modal analysis: (a) Schematic diagrams of the PoM structures with and without the atomistic protrusion; (b) the local

field enhancement at the half height in the gap when excited by an axially polarized dipole 716 nm above the mirror; (c) the cross

section of the local field enhancement in (b) at the resonance wavelength of the BQP mode; (d) the spectral distributions of the

QNMs and the QNM reconstruction of the Purcell factor at the gap center and in the axial direction; (e) the normalized modal pro-

file of the BQP mode and its mode volume map in the gap region. 
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BQP模式可比拟, 而且其中一个模式的 Purcell因

子为负数. 因此, 原子凸起附近局域光场与分子振

动的耦合实际上包含了多个本征模式的效应, 其过

程不应当用单一光学模式建模分析. 进一步考察

BQP模式的模场 (图 4(e))和间隙中心区域模体积

分布, 我们发现原子凸起极大地改变了间隙中心区

域模场, 造成了一个横向尺寸小于 1 nm的热点.

BDP等其他准正则模式也存在类似现象. 因此,

图 4(b)中的中心亮线是准正则模式模场局域热点

的体现. 模场热点的出现, 表明模场被压缩, 模式

体积相应减小. 然而, 根据图 4(e), BQP模式的等

效模体积仅从 310 nm3 压缩到 20 nm3, 远未达到

1 nm3 以下的模式体积. 以上分析表明, 热点尺寸

并不完全反映模式体积和模场局域程度. 从图 4(e)

还可看出, 光场在热点以外区域分布几乎不受原子

凸起影响, 原子凸起对模场的压缩是有限的. 我们

注意到, 文献 [60]指出原子尺度局域热点有来自避

雷针效应这一非共振现象的贡献, 区别于单纯表面

等离激元共振模式, 在一定程度上与本文定性表述

相似. 综上所述, 文献 [5]提出的“皮米腔”结构并

不是真正的皮米腔. 有没有可能获得以及如何获得

模体积在 1 nm3 以下的本征模式, 仍然是有待探索

的问题. 

5   结　论

本文基于准正则模理论完善了描述表面等离

激元结构中光场局域的理论方法, 指出表面等离激

元共振一般并不等同于结构的单一本征模式, 光场

局域是多个本征模式叠加的结果. 对本征模式定义

了等效模式体积, 用来表征其光场局域以及局域光

子态密度. 对于只由单一本征模式构成的表面等离

激元共振, 其场局域效应可完全由此本征模式特征

所描述. 针对二聚体和颗粒-镜面两种典型表面等

离激元结构, 发现利用表面等离激元效应可以将光

场压缩到 100—10 nm3 量级. 此外, 在表面等离激

元结构纳米间隙内引入原子凸起, 可进一步压缩局

域光场. 从局域光场热点空间分布来看, 其尺寸似

乎达到了 1 nm3 以下. 但是, 凸起附近光场热点往

往仅是空间分布更广的本征模式模场的一部分, 该

模式的模式体积仍停留在 10 nm3 量级. 本文从模

式分析的角度给出了正确刻画和理解表面等离激

元结构中的光场局域的方法, 对于进一步探索光场

局域和光与物质耦合强度的极限具有重要的指导

意义. 

  附录 A　金的色散模型

正文计算所用金的相对介电常数色散模型如 (A1)式

所示 [62]: 

εAu (ω) = ε∞ −
ω2
d

ω2 + iωγd
−∆ε

ω2
p

ω2 − ω2
p + 2iωδp

, (A1)

式中参数分别为: e∞ = 5.90, De = 1.27, wd = 12.97 PHz,

gd  =  0.0411  PHz,  wp  =  4.30  PHz,  dp  =  0.374  PHz,

(A1)式前两项为表征金属自由电子的德鲁德模型, 第三项

为刻画电子带间跃迁的洛伦兹修正项. 

附录 B　金属球本征模式的解析计算

球形结构的电磁场格林函数可表示为矢量球谐函数的

级数展开 [63]: 

Ĝ
(
r, r′;ω

)
= Ĝf

(
r, r′;ω

)
+ Ĝs

(
r, r′;ω

)
, (r > a)

Ĝ
(
r, r′;ω

)
= Ĝi

(
r, r′;ω

)
, (r < a), (B1)

 

Ĝf
(
r, r′;ω

)
=

i
4πk

∞∑
l=0

l∑
m=−l

dlm

[
N(1)
l,−m (k, r)N(3)

lm

(
k, r′)

+k2M(1)
l,−m (k, r)M(3)

lm

(
k, r′)], (B2)

 

Ĝs
(
r, r′;ω

)
=

i
4πk

∞∑
l=0

l∑
m=−l

dlm

[
αlmN

(3)
l,−m (k, r)N(3)

lm

(
k, r′)

+βlmk
2M(3)

l,−m (k, r)M(3)
lm

(
k, r′)], (B3)

 

Ĝi
(
r, r′;ω

)
=

i
4πk

∞∑
l=0

l∑
m=−l

dlm

[
λlmN

(1)
l,−m (k1, r)N

(3)
lm

(
k, r′)

+µlmk
2M(1)

l,−m (k1, r)M
(3)
lm

(
k, r′)], (B4)

Ĝf Ĝs Ĝi

dlm =
2l + 1

l (l + 1)

(l − |m|)!
(l + |m|)!

式中  为自由空间格林函数,   为球外散射格林函数,  

为球内总格林函数, 坐标系原点取球心位置; a 为球的半径,

k 和 k1 分别为球外和球内波数,   为

与指标 l 和 m 相关的常数. 矢量球谐函数的定义为: 
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N(c)
lm =

[
l (l + 1)

r
z(c)l (kr) r̂

+
1

r

∂

∂r

(
rz(c)l (kr)

)(
θ̂
∂

∂θ
+ ϕ̂

1

sin θ
∂

∂ϕ

)]
P

|m|
l eimϕ,

(B5)
 

M(c)
lm = z(c)l (kr)

(
θ̂

1

sin θ
∂

∂ϕ
− ϕ̂

∂

∂θ

)
P

|m|
l eimϕ, (B6)

z(c)l (kr)

z(c)l (kr) = jl (kr) z(c)l (kr) =

h(1)l (kr)

µn× Ĝ

n×
(
∇× Ĝ

)

式 中   代 表 球 Bessel函 数 族 .  当 c  =  1时 ,

 , 为球 Bessel函数; 当 c = 3时,  

 , 为第一类球 Hankel函数. 球壳外径向函数取为第

一类球 Hankel函数, 保证光场满足索末菲辐射边界条件.

(B2)—(B4)式中各展开系数由球壳上边界条件, 即 

和  的连续性确定, 此处 n为球壳上单位法向

矢量. 可以得到各系数表达式为: 

αlm = −
nψ

(1)
l (x1)ψ′(1)

l (x)− ψ′(1)
l (x1)ψ

(1)
l (x)

nψ
(1)
l (x1)ψ′(3)

l (x)− ψ′
l
(1) (x1)ψ

(3)
l (x)

, (B7)

 

λlm = +
i

nψ
(1)
l (x1)ψ′(3)

l (x)− ψ′
l
(1) (x1)ψ

(3)
l (x)

, (B8)
 

βlm = −
ψ
(1)
l (x1)ψ′(1)

l (x)− nψ′(1)
l (x1)ψ

(1)
l (x)

ψ
(1)
l (x1)ψ′(3)

l (x)− nψ′
l
(1) (x1)ψ

(3)
l (x)

, (B9)

 

µlm = +
in

ψ
(1)
l (x1)ψ′(3)

l (x)− nψ′
l
(1) (x1)ψ

(3)
l (x)

, (B10)

n =
√
ϵ ψ

(c)
l (x) =

xz(c)l (x) ψ′(c)
l (x)

式中 x = ka, x1 = k1a,    为金属折射率 ,   

 为  Ritacci-Bessel 函数 ,    为其导数 . 从

(B7)—(B10))式可见, 系数与指标 m 无关.

E (r, ω) = ω2µĜ (r, r0;ω) · p0

r0 p0

N(c)
lm

根据关系式   , 格林函数

(B1)式表示  处电偶极子  所激发的电场。当激励频率

w 趋近级数 (B2)—(B4)中系数 alm 和 llm 分母零点, 两系

数发散时, 电磁场被激发到由矢量球谐函数  刻画的电

场准正则模式 (TM模, 磁场径向分量为零), 其本征频率特

征方程为 

nψl
(1) (x1)ψ

′
l
(3)

(x)− ψ
′(1)
l (x1)ψl

(3) (x) = 0. (B11)

M(c)
lm

同理, 当激励频率 w 趋近系数 blm 和 μlm 分母零点时, 电磁

场被激发到由矢量球谐函数   刻画的磁场准正则模式

(TE模, 电场径向分量为零), 相应本征频率特征方程为 

ψl
(1) (x1)ψ

′
l
(3)

(x)− nψ′
l
(1)

(x1)ψl
(3) (x) = 0. (B12)

ω̃

由此可见, 金属球的准正则模式可以分为电场模式和磁场

模式两类, 每一类模式都可通过指标 l 和 m 进行标定. 一般

而言, 特征方程 (B11)—(B12)的根  为复数. 由于特征方

程 (B11)—(B12)与指标 m 无关, 相同 m 指标的电场模式

和磁场模式本征频率简并. 对于正文所考虑的金纳米球结

构, 在光频段附近, 只存在电场模式. 因此, 正文图 1(b)所

N(c)
lm示准正则模式谱完全由矢量球谐函数  构成.

利用格林函数级数表达式 (B2)—(B4), 还可直接得到

Purcell因 子 的 级 数 展 开 . 与 局 域 光 子 态 密 度 类 似 ,

Purcell因子与格林函数的虚部相关 [34], 

Fp (r,u, ω) =
6πc
ω

Im
[
u · Ĝ (r, r;ω) · u

]
. (B13)

对于正文所计算的情形, 单位矢量 u的取向与位矢 r一致.

此时, 

Fp =
3

2

∞∑
l=1

(
l (l + 1)

k2r2

)2 2l + 1

l (l + 1)

× Im
{
iψ(3)

l (kr)
(
ψ
(1)
l (kr) + αlψ

(3)
l (kr)

)}
, (B14)

式中系数 alm 已略去下标 m, 简写作 al.
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SPECIAL TOPIC—Plasmon-enhanced light-matter interactions

Quasinormal mode analysis of extremely localized optical field
in body-of-revolution plasmonic structures*
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Abstract

Surface  plasmons  in  metallic  nanostructures  can  confine  the  optical  field  within  the  region  of

subwavelength,  even  nanometer  scale,  and  thus  enhance  the  light-matter  interaction  and  other  physical

processes,  which  will  lead  the  plasmon  optics  to  possess  attractive  applications  in  many  areas.  However,  the

“ mode  volume”   often  used  to  characterize  field  confinement  in  plasmonic  structures  is  only  defined  phe-

nomenologically  and  suffers  ambiguity  when  applied  to  complex  structures.  In  this  work,  we  develop  a

theoretical method to characterize the field confinement based on quasi-normal mode analysis. We recognize the

fact that a plasmonic resonance may result from many eigen-modes, which together contribute to the observed

field confinement. An effective mode volume is introduced for quasi-normal modes and used to characterize the

field confinement when the plasmonic resonance is dominated by a single quasi-normal mode. Two typical kinds

of plasmonic structures are systematically examined, and the field confinement on the order of 10 nm3–100 nm3

is confirmed. In pursuit of the ultimate field confinement, we revisit the so-called “pico-cavity” formed by an

atomistic protrusion in the nano gap of the particle-on-mirror configuration. The apparent hot spot is shown to

have  contributions  from  several  quasi-normal  modes.  The  dominant  one  exhibits  a  further  squeezed  mode

volume compared with the scenario without the protrusion, but is still well above 10 nm3.
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