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夸克介子模型的相图和表面张力*
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(杭州师范大学物理系, 杭州　311121)

(2019 年 5 月 24日收到; 2019 年 7 月 12日收到修改稿)

Tc

利用有限温度场论和平均场近似的方法, 在考虑夸克真空涨落的情况下, 研究了两个夸克味的夸克介子

模型的量子色动力学相变的相图结构, 得到了当夸克化学势密度较小时, 量子色动力学相变是过渡相变, 而

当夸克化学势密度较大的时候, 量子色动力学相变是一级相变. 对于一级相变的区域, 基于薄壁近似, 给出了

当温度等于临界温度   时, 强子相表面张力随夸克化学势密度的变化关系. 本研究为相对论重离子对撞实验

和中子星早期结构演化提供必要的参考.

关键词：夸克介子模型, 手征相变, 有限温度场论, 表面张力
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1   引　言

量子色动力学是描述强相互作用的基本理论,

可以用来描述夸克强子相变的动力学, 特别是与量

子色动力学相变紧密相关的手征对称性恢复和退

禁闭等问题. 此外, 量子色动力学相变的研究与目

前正在进行的相对论重离子对撞实验和致密星体

的内部结构研究密切相关, 它可以帮助人们深入理

解和洞察夸克胶子等离子体的物理性质和揭示夸

克强子相变的动力学机制 [1−3]. 但是, 量子色动力

学是非阿贝尔的规范场论, 由于理论存在渐近自由

的性质和夸克幽禁的效应, 使得在低能非微扰区域

量子色动力学的直接理论和数值计算受到了极大

的限制 [4,5]. 为了克服这一问题, 在低能非微扰能

区, 人们通常采用有效模型或者有效理论来研究量

子色动力学真空的非微扰性质. 比较常见的模型

有Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 模型 [6−11], 夸克介子

模型 (the quark-meson model)[12,13] 和相对论平均

场模型 (the relativistic mean-field mode)[14−16] 等.

夸克介子模型是最简单的纯夸克模型, 该模型

可以用来研究量子色动力学的手征相变动力学机

制和对称性自发破缺机制. 基于有限温度场论方

法, 在手征极限情况下和零夸克化学势条件下, 考

虑两个夸克味的模型预言了量子色动力学手征相

变是二级相变, 这一结论与基于普适性的一般结论

是一致的. 而当考虑了夸克质量不等于零的情况,

模型准确地预言了在夸克化学势密度较小的区域,

量子色动力学手征相变是过渡相变, 在夸克化学势

密度较大的区域, 量子色动力学手征相变是一级相

变, 该方面的预言与 NJL模型和基于格点量子色

动力学的理论预言相一致. 因此夸克介子模型是一

个非常成功的低能有效模型.

为了从实验上研究高密情况下的量子色动力

学相变区域, 美国的相对论重离子对撞机 (RHIC)

和正在计划中的其他相对论重离子对撞机都正朝

着高密度和低温的相变区域进发, 并对高密、低温

相变的理论研究提出了更高的要求. 一级相变区域

的范围是多少? 当温度从相对较高的临界温度降

到低温的时候, 一级相变的相变速度是多少? 一级
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相变是缓慢的成核相变还是快速的亚稳均相分解

相变? 诸如此类的问题, 需要人们去认真仔细地研

究. 而在这些问题中, 对于夸克相和强子相表面张

力的研究, 是一个非常关键和核心的问题. 特别是

关于表面张力的数值大小, 将直接影响中子星的结

构形成.

基于两个味的夸克介子模型, 文献 [17]研究了

相对论重离子对撞实验中一级相变的动力学, 讨论

了一级相变的相变表面张力、一级相变的临界半径

和相变的成核率等问题. 不过, 该文献在模型的计

算中选取了一个非常大的夸克介子耦合常数 g, 使

得模型在整个相变区域都是一级相变, 与目前格点

量子色动力学和其他模型的理论预言不一致. 另

外, 模型在具体的计算过程中, 没有考虑夸克的真

空涨落和重整化效应, 使得理论的预言缺乏实际可

参考的价值和意义. 为了解决上述两个问题, 本文

选取与实验相一致的理论参数, 在考虑夸克的真空

涨落和重整化效应的基础上, 重新计算了两个味道

的夸克介子模型的相图和一级相变区域的表面张

力, 为今后相对论重离子对撞实验和天体物理中致

密星体结构的研究提供参考依据.

本文首先介绍两个味的夸克介子模型, 然后基

于有限温度量子场论方法, 得到模型的有效势能随

温度和密度的变化关系, 进而给出模型的相图结

构. 在一级相变区域, 利用薄壁 (thin-wall)近似方

法, 计算了当温度等于一级相变临界温度时, 强子

相表面张力随化学势密度的演变关系, 为中子星结

构形成和早期演化提供必要的参考依据. 

2   夸克介子模型的有效势能

首先, 考虑介子与夸克耦合的两个味道的夸克

介子模型, 其拉氏密度为 [13]
 

L = q̄

[
iγµ∂µ − g (σ + iγ5τ · π) q

+
1

2
(∂µσ∂

µσ + ∂µπ∂
µπ)− U (σ,π)

]
, (1)

q = (u, d)其中   为组分夸克场. 这里, s 介子和 π 介

子具有对称性自发破缺特征的势能表达式为 

U (σ,π) =
λ

4

(
σ2 + π2 − υ2

)2 −Hσ, (2)

π = (π1, π2, π3)
Φ = (σ,π)

标量场 s 和三个赝标量场  一起构成

一个四分量的手征性场, 定义其为  . 在手

SU(2)L × SU(2)R

⟨σ⟩ = fπ ⟨π⟩ = 0

fπ =

H = fπm
2
π mπ =

m2
σ = 2λf2

π+

m2
π

mσ = λ ≈ 13 υ2

υ2 = f2
π −m2

π/λ

Mq = gfπ

1/3 g ≈ 3.3

征极限的情况下 (不考虑夸克质量), H 为零, 该拉

氏量在  的手征变换下具有不变性.

在真空态, 模型满足手征对称性自发破缺的要求,

此时介子场的真空期望值取为   ,    ,

其中  93 MeV为介子衰变常数. 如果考虑夸克

的质量贡献, 那么模型具备手征对称明显破缺的

特征 , 由 PCAC (部分轴矢流守恒 )关系可知 :

 , 其中   138 MeV是 π 介子的质量 .

耦合常数 l 由 s 介子的质量确定 :   

 , 对于 s 介子的质量, 通过查阅粒子数据组的最

新结果可知 , 其取值在 400 MeV到 550 MeV之

间, 本文取  500 MeV, 对应有  . 常数 

满足   . 最后, 模型的参数耦合常数

g 由真空中的组分夸克质量决定,    , 约为

核子质量的  , 本文取  .

µ ≡ µB/3

在有限温度场论的框架下, 有限温度、有限密

度下的有效势能是一个重要而有用的理论工具. 考虑

一个在温度 T 和夸克化学势  下处于热力

学平衡的热力学巨正则体系, 其巨正则配分函数为 

Z = Trexp
[
−
(
Ĥ − µN̂

)
/T

]
=

∫
Dq̄DqDσDπexp

[∫
x

(
L+ µq̄γ0q

)]
, (3)∫

x
≡ i

∫ 1/T

0
dt

∫
V
d3x其中,   , V 为系统的体积.

接下来我们采用平均场近似法来计算上述的

巨正则配分函数. 首先, 将 s 和 π 的介子场用它们

的真空期待值替代, 换句话说, 我们忽略了介子场

的量子和热涨落效应. 其次, 将夸克和反夸克作为

量子场, 这样在上述的积分中可以得到一个行列

式. 最后, 根据量子场论标准的数学公式, 计算该

行列式, 就可以得到体系的热力学有效势能. 具体

过程如下: 

Z =NU

∫
Dq̄Dq

× exp
{∫

x

q̄ [iγµ∂µ−g (σ + iγ5τ · π)] q+µq̄γ0q

}
= NUdetp

{[
pµγ

µ + µγ0 − g (σ + iγ5τ · π)
]
/T

}
,
(4)

其中, 

NU = exp
(
−V U (σ,π)

T

)
. (5)

该巨正则配分函数中的费米积分产生了一个

可以用标准方法计算的行列式, 从而产生了介子的
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Z有效势能. 取该巨正则配分函数  的对数, 可以得

到热力学有效势能的具体形式是: 

Ω (σ, T, µ) = −T lnZ
V

= U (σ,π) +Ωq̄q, (6)

其中夸克和反夸克的贡献为 

Ωq̄q (T, µ) = ΩV
q̄q +Ωth

q̄q

=− 2vq

∫
d3p
(2π)3

Eq

− 2vqT

∫
d3p
(2π)3

[
ln g−q + ln g+q

]
, (7)

vq = 2NcNf = 12

Eq =
√
p2 +M2

q

Mq Mq = gσ

这里 ,    是夸克的内部自由度 ,

 是夸克和反夸克的能量, 组分夸

克 (反夸克)的质量  被定义为  .

ΩV
q̄q

ΩV
q̄q

(7)式中第一项表示的是夸克的真空单圈贡

献, 由于该积分是发散的, 理论计算需要通过重整

化来消除发散项, 为了计算方便, 在很多文献中

 项经常被忽略. 为了理论的完整性和计算的可

靠性, 在接下来的讨论中, 我们将考虑   项的贡

献, 即在模型的计算中加入真空的涨落和模型的重

整化效应. 利用维数正规化方法进行重整化, 费米

子真空单圈的重整贡献为 [18]
 

ΩV
q̄q = Ωreg

q̄q = −NcNf

8π2
M4

q ln
(
Mq

Λ

)
, (8)

其中 L 是任意重整化标度. 值得注意的是, 热力学

势和所有的物理观测值都不依赖于 L 的选择, 通

过重新定义模型中的参数可以很好地消除 L 的依

赖性. 故等式 (7)右边的第一项真空贡献可以用等

式 (8)中给出的适当的重整化费米子真空贡献代替.

g+q g−q等式 (7)右边的第二项中,   和  为 

g−q = 1 + exp
(
−E − µ

T

)
, (9)

 

g+q = 1 + exp
(
−E + µ

T

)
. (10)

Ω (T, µ)通过将热力学势   对 s 求导, 可以得到

体系关于 s 场的运动方程, 求解该运动方程即可得

到 s 场随温度和密度的变化关系, 进而可以计算研

究系统的压强、热力学熵密度、系统的能量密度和

状态方程等体系的其他全部热力学性质. 

3   夸克介子模型的相图结构

在考虑了重整化效应和夸克真空涨落贡献

∂Ω (σ, T, µ)

∂σ
= 0

的 前 提 下 , 通 过 求 解 关 于 s 场 的 运 动 方 程 :

 , 可以得到在不同夸克化学势密度

条件下, s 场的真空期望值随温度的演化行为.

µ <

Tc

µ >

Tc

图 1给出了在不同夸克化学势密度下, s 场的

真空期望值随温度的变化关系. 从图 1可以发现在

 299 MeV的情况下, s 场的真空期望值随温度

的演化行为是连续变化的, 只是当系统温度接近手

征相变临界温度  时, s 场的真空期望值变化才比

较明显, 且当温度很大时, s 场只是趋向于零, 而不

等于零, 可以判断此时的量子色动力学手征相变是

过渡相变. 而对于  299 MeV的情况, 当温度接

近手征相变临界温度   时, 由于 s 场的真空期望

值随温度的变化有一个明显的跃变, 即从一个相对

大的数值直接跳到一个相对小的数值, 表明此时的

量子色动力学手征相变是一级相变.

Ω (σ, T, µ)

⩽ µ <

µ =

T =

为了更加准确地描述过渡相变和一级相变的

相变特征, 下面分别以这两种相变的典型化学势为

例, 给出 s 场的真空期望值与有效势能  

直接的对应关系. 对于 0 MeV  299 MeV时

的过渡相变, 以   0 MeV为例: 如图 2(a)所示,

当温度较小时, 势能曲线有两个极小值和一个极大

值, 一个极小值位于 s 较小的位置, 另外一个极小

值位于 s 较大的位置, 中间有一个局域的极大值,

也就是在两个极值之间有一个势垒, s 场的真空期

望值由势能最小时所对应的 s 值决定; 当温度逐渐

升高时, 两个势能极小值所对应的 s 逐渐靠拢, 当

 127 MeV时, 两个极小值之间的势垒消失, 此

时模型的有效势能只有一个极小值, 此时的温度称

 

0 50 100 150 200 250

/MeV













/
M

e
V

=0 MeV
=299 MeV
=310 MeV
=324 MeV

图 1    在不同夸克化学势密度条件下 , s 场的真空期望值

随温度的演化行为

Fig. 1. Chiral condensate s as a function of temperature at
various chemical potential. 
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T = 152.6

为亚稳态分解温度 (spinodal temperature). 由于

对于过渡相变, 严格来说两相之间没有一个严格的

界限, 所以此时的温度还不能被定义成相变温度,

通常人们选择图 1中 s 场的真空期望值对温度

T 的一阶导数的峰值作为相变温度, 也就是 s 场的

真空期望值随温度变化最快的那个温度作为过渡

相变的临界温度, 也就是   MeV.

⩽ µ ⩽
µ =

Tc

Tc

当 299 MeV  324 MeV时 , 可以观察到

一级相变的特征, 以  310 MeV为例: 如图 2(b)

所示, 当温度小于临界温度时, 系统的有效势能有

两个极小值, 并且在这两个极小值之间还存在一个

势垒, 与过渡相变的情况类似, 一个极小值位于

s 较小的位置, 另外一个极小值位于 s 较大的位置;

当系统温度逐渐升高时, 这两个势能极小值的高度

差开始变得越来越小, 等温度达到临界温度时, 两

个势能极小值相等, 临界温度  下势能极小值均为

–1.45 MeV,  对 应 s 场 的 真 空 期 望 值 分 别 为

32.16和 89.63 MeV, 与过渡相变不同的是, 此时

两个极小值之间的势垒还存在, 并没有消失, 这个

就是一级相变和过渡相变的本质区别; 当温度大于

临界温度  时, s 场的真空期望值从一个相对较大

的数值越变到相对较小的数值, 从而实现从假真空

到真真空的翻转.

µ = µc =

Tc

此外, 当  299 MeV时, 系统从过渡相

变演化到一级相变. 当温度等于临界温度  时, 一

级相变中的势垒消失 (这个条件作为一级相变消失

的判据), 势能变成一个很平坦“U”形, 并且, 此时

势能曲线同时具有过渡相变和二级相变的部分相

变特征.

⩽ µ <

图 3给出了量子色动力学相图结构, 对于夸克

化学势密度在 0 MeV  299 MeV区域, 可以

⩽
µ ⩽
观察到过渡相变, 对于夸克化学势密度在 299 MeV 

 324 MeV区域, 可以观察到一级相变. 在两个

相变的交界处就是量子色动力学相变的相变临界

点 (critical end point). 如何从相对论重离子对撞

实验上寻找该相变临界点和确认该相变临界点的

位置是当前高能核物理理论和实验研究的热点问

题 [19]. 

4   强子夸克相变的表面张力

对于一级相变, 当体系的温度达到相变临界温

度时, 模型的热力学势能具有两个相等的极小值,

并且这两个极小值被一个势垒分开. 此外, 由图 1

可知, 这两个极小值所对应的 s 场的真空期望值分

别对应一个大的数值和一个小的数值. 如果体系的

温度进一步降低, 那么 s 期望值较小的那个真空势

能将大于 s 期望值大的那个真空势能, 此时我们把

前面那个真空称为亚稳态真空 (通常称为伪真空),

而把后面那个真空称为稳定真空 (通常称为真真

空). 在经典物理中, 虽然伪真空的能量高于真真
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空, 但是由于两个真空之间还有一个势垒, 故伪真

空无法回到真真空. 但是, 对于一个量子体系, 由

于存在量子隧穿效应, 伪真空还有一定的概率可以

回到真真空, 从而发生一级相变, 并把多余的能量

以相变潜热的形式释放出来. 为了准确地描述该一

级相变的相变动力学过程, 我们借助液滴核合成唯

象模型来描述夸克强子的一级相变 [20−24].

r3

r2 rc r < rc

r > rc

在液滴核合成唯象模型中, 由于存在涨落, 会

产生一系列新的、能量较低的真真空的泡泡 (通常

用一个球形泡泡来模拟强子相), 然后通过这些泡

泡的膨胀最终实现从伪真空到真真空的转变. 具体

的完成过程如下: 由于伪真空的单位体积自由能密

度高于真真空的单位体积自由能密度, 泡泡在膨胀

的过程中, 体系的能量降低, 但是, 由于这些泡泡

同时存在表面张力, 又会束缚气泡的膨胀, 二者存

在竞争关系. 体积自由能与  成正比, 表面自由能

与  成正比, 故存在一个临界半径  , 当  时,

表面自由能占主导地位, 泡泡会最终收缩为伪真

空, 从而消失; 而对于  , 体积自由能占主导地

位, 泡泡会一直膨胀直至占据整个系统, 从而完成

夸克相到强子相的完全转变.

如果把真真空的泡泡看成是一个半径为 r 的

球形泡泡, 那么体系总自由能的改变为
 

Fb = −4

3
πr3ε+ 4πr2Σ, (11)

其中, e 为伪真空与真真空的单位体积自由能密度

之差; S 是泡壁的表面能量密度, 即两相界面的表

面张力.

在伪真空的环境下, 大小不一的真真空泡泡,

由于量子涨落和热涨落随机出现并消失, 直至泡泡

的半径大于等于临界半径, 然后这些泡泡就会一直

膨胀下去, 完成一级相变的相变过程, 并把多余的

体系自由能以相变潜热的形式释放到环境中. 基于

这个机制, 单位时间单位体积的临界泡泡成核率可

以表示为 [24]
 

Γ = Pe−Fb/T , (12)

P

T 4

P

其中, T 为系统温度. 因子   通常比较难计算, 为

了计算方便通常采用简单的量纲分析, 用   近似

代替  .

利用欧几里得空间的有限温度场论方法, 上述

的成核率可以从下面的欧几里得拉格朗日密度出发:
 

LE =
1

2
(∂uσ)

2
+ Veff (σ) , (13)

Veff(σ) = Ω (σ, T, µ)

这里为了方便讨论, 我们把热力学有效势能重新定

义为  . 则体系的自由能表示为 

Fb = 4π
∫

r2dr

[
1

2

(
dσ
dr

)2

+ Veff (σ)

]
, (14)

Fb将体系的自由能   对 s 进行变分, 可以得到一个

非线性微分方程, 

d2σ
dr2

+
2

r

dσ
dr

− δVeff (σ)

δσ
= 0, (15)

并且该方程满足的边界条件为 

lim
r→∞

σ (r) = σf,
dσ
dr

∣∣∣∣
r=0

= 0, (16)

σf式中,   为伪真空下的 s 场的真空期望值. 也就是

说, 远离真真空泡泡的中心, 体系处于亚稳态, 相

当于真真空的泡泡在伪真空中产生并膨胀.

Veff对于一般有效势   , 在边界条件 (16)式下,

通常不能通过解析方法得到 (15)式的解析解, 只

能求助计算机得到该方程的数值解. 但是, 如果考

虑真真空泡泡的尺寸比壁厚大得多的情况, 或者伪

真空与真真空的势能差与介于两个真空之间的势

垒相比小得多的情况, 该情况也称为薄壁 (thin-

wall)近似, 则方程式 (15)中的第二项与第一项相

比可以被忽略, 即方程进一步简化为 

d2σ
dr2

=
δVeff (σ, T )

δσ
, (17)

dσ
dr

=
√

2Veff(σ)
dσ
dr

此时 , 方程 (17)可以解析地求解出来 , 得到

 . 把  代入到泡泡的表面张力的表

达式中, 可以得到 

Σ =

∫ ∞

0

dr

[
1

2

(
dσ
dr

)2

+ Veff

]
=

∫ σf

σt

dσ
√
2Veff.

(18)

rc根据方程 (11)和 (18), 泡泡的临界半径  

等于 

rc =
2Σ

ε
, (19)

ε = V (σ)− V (σf)

Fb

这里   . 将 (19)式代入方程 (11),

可得  以 e 和 S 为变量的形式: 

Fb =
16πΣ3

3ε2
. (20)

Fb由此, 一旦得到了体系的自由能  , 就可以很容易

估算出夸克强子一级相变的成核率 G.
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T = Tc

T → 0

T = 0

利用薄壁近似, 图 4给出了当  时, 夸克

强子一级相变的表面张力随夸克化学势的变化. 可

知在一级相变区域, 当化学势增大时, 强子相的表

面张力也随着化学势增大. 当温度接近零时, 强子

夸克相变的表面张力约为 12.6 MeV/fm2. 在 

的情况, 本文理论预言与文献 [25]一致, 但该文献

只是考虑  的冷夸克物质的夸克强子一级相变. 

5   结　论

利用两个夸克味的夸克介子模型, 在有限温

度、有限夸克化学势密度条件下, 本文计算了模型

热力学有效势能, 通过求解该热力学有效势能对

s 场的变分, 得到 s 介子场的运动方程, 求解该运

动方程得到 s 场的真空期望值随温度和密度的变

化关系. 我们发现, 在高温低密度区域, 量子色动

力学的相变是过渡相变, 而在低温高密度区域, 量

子色动力学的相变是一级相变, 在过渡相变和一级

相变的交界处存在一个相变的临界点, 我们称之

为 CEP (critical end point). 为了提供更加完整的

理论结果, 不同于其他文献, 我们在模型的计算中

考虑夸克场的真空涨落和重整化效应, 并且我们采

用了一套广泛应用并被实验认可的模型参数来计

算. 特别是夸克场的真空涨落效应, 通常会使得一

级相变的相变区域变得很小, 从而进一步推低夸克

强子相变的强子相的表面张力的数值, 而很小的表

面张力数值, 使得中子星在早期演化过程中产生更

加复杂的中子星结构, 比如中子星的混合相的出

现, 夸克星硬层的出现等物理现象 [26].

考虑到基于夸克介子模型的热力学性质计算

结果与当前的格点量子色动力学计算差距较大, 与

当前的实验观测也有相当大的出入, 故在该模型中

我们考虑胶子的自由度, 把夸克介子模型进一步推

广到 Polyakov圈拓展的 Polyakov-quark-meson

model  (PQM)模型 [27−30]. 由于考虑了 Polyakov

圈拓展, 需要在模型中引入另外两个序参量, 因此

PQM模型具有三个序参量, 在计算夸克强子相变

表面张力时, 需要同时求解三个非线性微分方程

组 [31], 理论和数值计算将变得非常复杂和困难, 特

别是在这种情况下, 薄壁近似将不再有效, 只能采

用数值计算来获得表面张力的数值信息. 目前, 该

方向的研究正在进行中.
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Abstract

In a mean-field approximation, we study the in-medium effective potential of the two-flavor quark meson

model in the presence of a fermionic vacuum term at a finite temperature and density. There exists a crossover

phase  transition  in  the  low-density  region,  and also  there  is  a  first-order  phase  transition  in  the  high-density

region accompanied by a critical end point. For the first-order phase transition, when the temperature is close

to the critical temperature, the values of surface tension are calculated at various chemical potentials and we

find that our results are very close to the results recently found in other chiral models with two flavors. Some

consequences  and  possible  applications  of  our  results  are  also  pointed  out  for  the  experiments  on  heavy  ion

collisions and the evolutions of the compact stars in their early stages.
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