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本文把平直时空中的洛伦兹对称性破缺的 Dirac方程推广到动态 Vaidya黑洞弯曲时空中 . 由于动态

Vaidya黑洞的表观视界与类时极限面重合, 根据霍金辐射量子效应理论, 我们在 Vaidya黑洞的表观视界 ra
= 2M(v)处研究了洛伦兹破缺理论对 Dirac粒子 Hawking隧穿辐射特征的影响 . 我们通过 gamma矩阵的对

易性质和半经典近似得到了一个新的洛伦兹对称性破缺的 Dirac-Hamilton-Jacobi方程 , 并利用这一修正的

Dirac-Hamilton-Jacobi方程研究了 Dirac粒子隧穿辐射的特征 , 讨论了洛伦兹对称性破缺对动态球对称

Vaidya黑洞的热力学参数的影响. 结果发现, 洛伦兹破缺理论中仅有类以太修正项会对黑洞热力学性质带来

修正. 同时, 还发现修正 Hawking温度与类以太矢量修正项系数的正负有关, 而我们之前应用洛伦兹破缺理

论研究标量粒子的修正 Hawking温度也是与类以太矢量修正项系数的正负有关的.

关键词：修正 Dirac方程, 霍金辐射, Hamilton-Jacobi方程, 黑洞热力学
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1   引　言

物理学发展至今, 几乎完美地解释了所有物理

实验中发现的各种物理现象. 在天体物理和宇宙尺

度下, 广义相对论可以很好地解释“我们所处的宇

宙为什么会是如此”的问题; 在微观领域, 量子场

论则完美地阐述了各种微观物理现象. 随着科学研

究的不断深入, 当今的物理学依然面临着一些前沿

热点问题的挑战, 在天文观测上, 人们发现星系周

围存在着大量的暗物质, 同时宇宙还在某种暗能量

的驱动下加速膨胀. 在微观高能领域中, 量子引力

理论则迟迟无法完美地建立起来. 这些未解之谜深

深地困惑着当今的理论物理学和天文学的研究者.

由于广义相对论是一个不可重整化的引力理论, 因

此几种修正的引力理论被提出了, 有人猜测, 构成

广义相对论基石的“洛伦兹对称性”在高能下可能

会产生破缺. 在这个基本假设下, 人们提出了各种

洛伦兹对称性破缺的引力模型 [1−3]. 洛伦兹对称性

破缺的理论原则上可以解决引力不可重整化的难

题, 另外关于这些洛伦兹对称性破缺的模型的一些

研究显示暗物质可能只是洛伦兹对称性破缺的理

论模型的一个效应 [4]. 在弦论 [5]、电动力学 [6]、非阿

贝尔理论 [7] 等方面的研究中, 洛伦兹对称性的破缺

也得到了广泛地关注. 近年来, 人们通过引入类以

太场项, 给出了平直时空中洛伦兹对称性破缺的
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Dirac方程, 并对这个理论中的以太场项的量子修

正进行了研究 [8,9]. 在这个理论中, 类以太场的存在

导致时空的洛伦兹对称性的消失, 可能会在高能情

况下表现出和洛伦兹对称性的理论不同的性质来.

另一方面, 在弯曲时空中, 霍金证明黑洞视界

附近由于剧烈的量子效应, 可能辐射出霍金辐射 [10,11].

霍金辐射的存在巧妙地把引力论、量子论、热力学

有机地联系到了一起 [12−14], 因此研究者期望通过

对黑洞霍金辐射的研究来理解量子引力理论的动

力学行为. 我们可以用隧穿的观点来解释黑洞的霍

金辐射效应: 黑洞视界可以被视为一个势垒, 黑洞

视界内的虚粒子有概率通过量子效应穿过此势垒,

并在视界外实化成实粒子形成霍金辐射. 研究人员

利用隧穿理论提出了计算黑洞霍金温度和黑洞熵

的方法 [15−23], 随后通过把标量场方程化为Hamilton-

Jacobi方程的方法简化了隧穿辐射的研究 [24,25].

2008年开始, 研究人员逐渐对黑洞的费米子隧穿

辐射感兴趣 [26−33], 2009年我们提出了用半经典近

似求得费米子的 Hamilton-Jacobi方程, 并进一步

研究了高维和旋转时空的霍金辐射特征 [34−36].

目前, 在利用洛伦兹破缺理论研究黑洞的隧穿

辐射特征方面, 研究人员只对静态情况下标量粒子

的 Hawking隧穿辐射进行了研究 [37], 而对于在动

态弯曲时空中洛伦兹破缺理论对旋量粒子 Hawking

隧穿辐射的修正的研究还未有报道. 因此, 在动态

弯曲时空中研究洛伦兹破缺理论对 Dirac粒子量

子隧穿辐射特征的修正, 是一个有意义的前沿研究

课题. 本文针对这一课题, 研究动态黑洞时空中洛

伦兹对称性破缺的 Dirac隧穿辐射. 由于黑洞时空

是极端引力的时空, 在黑洞视界附近各种引力和量

子效应更加明显, 因此对黑洞视界处黑洞热力学的

研究将有助于人们更深刻地理解洛伦兹对称性破

缺带来的各种量子效应. 在第 2节中, 我们将根据

文献 [8]的思路, 构造一个弯曲时空中的洛伦兹对

称性破缺的 Dirac方程, 然后我们运用半经典近似

把这个 Dirac方程进行化简 , 得到一个变形的

Dirac-Hamilton-Jacobi方程. 

2   洛伦兹对称性破缺的 Dirac方程
和修正的 Hamilton-Jacobi方程

γ̄µ

文献 [8]中给出了平直时空中的洛伦兹对称性

破缺的作用量, 我们将平直时空中的   矩阵推广

γµ γµ到弯曲时空中的  矩阵, 考虑到  矩阵的对易关

系, 并应用普通微商到协变微商的推广, 即可得到

弯曲时空中洛伦兹对称性破缺的 Dirac方程为
 {

/D
(
1+ℏ2

a

m2
/D
2
)
+

b

ℏ
γ5+cℏ(uαDα)

2−m

ℏ

}
Ψ=0,

(1)

Ψ /D ≡ γµDµ ≡

γµ

(
∂µ +

i
2
Γαβ
µ Παβ

)

a, b, c ≪ m

uα

这里的   是 Dirac方程的函数 , 而  

 , 其中最后一项是旋联络项,

体现了弯曲时空中的旋量协变导数的性质. a、b、

c 项是很小的量, 因此这几项满足关系:   .

在平直时空中的类以太矢量   是一个常量, 自然

满足条件
 

uαuα = const. (2)

uα

uα

γ5 ≡ − i
r2 sin θ

γ̄0γ̄1γ̄2γ̄3

γ̄α

γµ

在弯曲时空中, 上述条件作为类以太矢量  

需要满足的条件出现,   不再一定是一个常量了.

在Vaidya时空中, 我们定义  ,

其中平直时空中的 gamma矩阵   和弯曲时空中

的 gamma矩阵  分别满足条件
 

γ̄µγ̄υ + γ̄υγ̄µ = 2δµυI,

γµγυ + γυγµ = 2gµυI,

γ5γµ + γµγ5 = 0. (3)

为了研究 Vaidya黑洞表观视界处的隧穿辐

射, 我们利用半经典近似对弯曲时空中洛伦兹对称

性破缺的 Dirac方程进行处理, 因此可以假设
 

Ψ = ψeiS/ℏ, (4)

Ψ

ψ

ℏ

ℏ

注意到  在矩阵方程中是一个列矩阵函数, 因此按

照 (4)式,    也是一个列矩阵函数. 把 (4)式代入

变形的 Dirac方程 (1)式, 并考虑到  是一个小量,

因此把  的所有高阶项都略去, 最后得到一个半经

典的矩阵关系:
  {

i
[
1− a

m2
(γαS,α)

(
γβS,β

)]
γµS,µ

− c (uαS,α)
(
uβS,β

)
+ bγ5 −m

}
ψ = 0. (5)

然后, 考虑到 gamma矩阵的反对易关系 (3)式, 我

们有
 

(γαS,α)
(
γβS,β

)
=

1

2

(
γαγβ + γβγα

)
S,αS,β

= gαβS,αS,β , (6)

于是 (5)式变成
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iγµS,µψ

=

{
1 +

( c

m
uαuβ − a

m2
gαβ

)
S,αS,β − b

m
γ5

}
mψ.

(7)

iγυS,υ

(7)式的计算中, 我们已经用到了 a 是小量的

条件, 我们把 a 进行展开并忽略掉了高阶项, 在后

面的运算中, 我们始终把 a、b、c 视为小量, 在展开

式中忽略掉高阶项. 接下来, 我们可以把 (7)式写

成矩阵方程形式, 然后令矩阵的行列式为零即可得

到修正的 Dirac-Hamilton-Jacobi方程. 但是根据

(3)式, 我们可以用一个更简单的方法推导出这一

修正的 Dirac-Hamilton-Jacobi方程. 通过把上式

两边乘以  , 即 

− γµγυS,µS,υψ

=− γµγυ + γυγµ

2
S,µS,υψ = −gµυS,µS,υψ

=
{[

1 +
( c

m
uαuβ − a

m2
gαβ

)
S,αSβ

]
m+ bγ5

}
× (iγυS,υψ) =

[
1 +

( c

m
uαuβ − a

m2
gαβ

)
S,αSβ

]2
×m2ψ +O =

[
m2 + 2

(
cmuαuβ − agαβ

)
S,αSβ

]
×ψ +O.

(8)

于是我们得到 

(gµυ + 2cmuµuυ)S,µS,υ + (1 + 2a)m2 = 0. (9)

我们发现由洛伦兹对称性破缺的 Dirac方程

在半经典近似下得到的变形 Dirac-Hamilton-

Jacobi方程仅受 a、c 两个修正项的修正 , 其中

a 项仅仅对质量项修正, 而 c 项则对 S 项前的函数

进行了修正. 这暗示着, 只有 c 项修正会影响到霍

金辐射的性质. 我们将在第 3节中利用这个 Dirac-

Hamilton-Jacobi方程对 Vaidya黑洞表观视界处

的热力学性质进行研究. 

3   Vaidya黑洞的隧穿辐射及其修正

在宇宙空间中, 由于黑洞可以不断吸积物质或

者由霍金辐射蒸发质量, 因此真实的黑洞一定是动

态黑洞 . 最简单的动态黑洞是球对称不带电的

Vaidya黑洞, 其线元可以写为 

ds2 = −Fdv2 + 2dvdr + r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
, (10)

这里 

F = 1− 2M (v)

r
. (11)

ra = 2M (v)

ra

由于动态 Vaidya黑洞的表观视界 

与类时极限面 (无限红移面)重合, 因此可以把表

观视界  视为 Vaidya黑洞的边界, 根据霍金辐射

量子效应理论, 穿越这一边界的粒子到达类时区.

所以, 我们研究了 Vaidya黑洞表观视界处的霍金

隧穿辐射修正. Vaidya黑洞的逆变度规张量为 

gµυ =


0 1 0 0
1 1− 2M (v) /r 0 0
0 0 r−2 0

0 0 0 r−2sin−2θ

 ,

(12)

M (v)这里  是黑洞的质量, 在真实宇宙中由于黑洞

对周围物质的吸积作用, 动态黑洞的质量可能增

加, 也可能由于量子隧穿辐射效应的蒸发而导致黑

洞质量的减少. 另一方面, 静态球对称史瓦西黑洞

的表观视界、事件视界和无限红移面是重合在一起

的, 然而在 Vaidya黑洞中, 表观视界和事件视界

不再重合. 近来的一些研究显示, 把动态黑洞表观

视界视为霍金辐射的源区更加合理 [38−40]. 接下来,

我们在表观视界处研究黑洞的霍金辐射.

uα =
cv√
F
δαv +

√
Fcrδ

α
r

cv cr uα =
√
F (cr − cv) δ

v
α +

cv√
F
δrα

S = R (v, r) + Y (θ, φ)

这里我们假设  , 其中的

 和  是常数, 因此  .

很明显, 这个形式的类以太矢量是满足条件 (2)式

的. 代入变形的 Dirac-Hamilton-Jacobi方程, 并且

假设   我们得到径向的 Dirac-

Hamilton-Jacobi方程 

2cm
c2v
F
Ṙ2 +

(
1 + 2cmc2r

)
FR′2 + 2 (1 + 2cmcrcv) ṘR′

+
CL

r2
+ (1 + 2a)m2 = 0,

(13)

CL这里的  是分离变量常数. 于是我们有 

 

R′
± =

ω (1 + 2cmcrcv)±

√
ω2(1 + 2cmcrcv)

2 − (1 + 2cmc2r)

[
CL

r2
+ (1 + 2a)m2 + 2cm

c2v
F
ω2

]
F

(1 + 2cmc2r)F
. (14)
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Ṙ = −ω

F (r → ra) → 0

(14)式中 , 我们已经在表观视界处用到了

Kodama矢量条件   
[41]. 同时在表观视界附

近, 我们有  , 所以 

R′
± =

[(
1 + 2cmcrcv − 2cmc2r

)
±

(
1 + 2cmcrcv − 2cmc2r − cmc2v

)] ω

F

∣∣∣
r→ra

,

(15)

我们有 

R± =2iπω
[(
1 + 2cmcrcv − 2cmc2r

)
±

(
1 + 2cmcrcv − 2cmc2r − cmc2v

)]
M (v) .

(16)

因此, 在表观视界处的黑洞隧穿率是 

Γ = exp
(
−2

ℏ
(ImR+ − ImR−)

)
= exp

(
− ω

TH

)
,

(17)

其中, 霍金温度是 

TH =
(
1 +

(
2c2r + c2v − 2crcv

)
cm

) ℏ
8πM (v)

=
(
1 +

(
2c2r + c2v − 2crcv

)
cm

)
Th, (18)

Th

TH
(
2c2r + c2v−

2crcv) cm

2c2r + c2v − 2crcv

这里的  是未修正的史瓦西黑洞事件视界处的霍

金温度 , 而修正后的霍金温度   则与  

 相关. 因此我们发现类以太矢量项只有

c 项可以修正霍金温度, 但是零静止质量粒子时,

修正项消失. 同时, 我们发现   总是

大于零, 这意味着当 c 大于零时候, 修正霍金温度

变高; 而当 c 小于零时候, 修正霍金温度降低. 也

就是说, 修正霍金温度与类以太矢量修正项系数的

正负有关. 而我们之前的研究中也发现, 应用洛伦

兹破缺理论研究标量粒子的修正霍金温度也是与

类以太矢量修正项系数的正负有关的 [37].

uα =
(
0, 0, uθ, 0

)
uα = (0, 0, 0, uφ)

uθ ∝ r−1 uφ ∝ r−1sin−1θ

uθ uφ

另一方面, 我们也可以研究了 

和   的情况, 其中前一种情况要求

 , 而后一种情况要求  , 所以

 和   的修正只能影响角向部分, 而无法影响到

作为黑洞径向行为的霍金辐射的性质. 

4   结　论

本文把洛伦兹对称性破缺的 Dirac方程推广

到弯曲时空中, 我们发现 Dirac方程的洛伦兹对称

性被三项类以太矢量项破缺. 然而当我们用半经典

近似得到 Dirac方程的时候, 我们发现只有 a 和

c 项会影响 Dirac-Hamilton-Jacobi方程的一阶修

正 , 其中的 a 项影响方程的质量项 , c 项则修正

S 的系数项. 由于黑洞霍金辐射是黑洞时空的径向

性质 , 因此我们发现只有 c 项会影响到黑洞的

Dirac粒子隧穿辐射特征.

本文的研究只涉及到不带电的动态黑洞情况,

宇宙中真实的黑洞通常是旋转的, 在下一步的工作

中我们将继续研究旋转动态的黑洞时空中 Dirac

粒子的隧穿理论. 另一方面, 2018年双星合并所产

生的引力波被首次直接观测到, 这一成果不但证明

了引力波的存在, 同时也是黑洞存在的直接证明.

源于黑洞时空视界附近的引力辐射将携带许多极

端引力场的引力性质. 因此可以预期, 今后人们对

黑洞性质的研究将越来越有兴趣. 我们也将在今后

的工作中对自旋为 2的引力子霍金辐射以及自旋

为 3/2的引力费米子霍金辐射进行深入的研究.
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Abstract

In this paper, the modified Hawking radiation for Dirac particles via tunneling from the apparent horizon

of Vaidya black hole is studied by using the Lorentz-violating Dirac field theory. We first extend the gamma

matric from flat spacetime to the curved spacetime in the Lorentz-violating Dirac field theory, and generalize

the general derivative to the covariant derivative. Then, by considering the commutative relation of the gamma

matric,  the  Dirac  equation  in  the  Lorentz-violating  Dirac  field  theory  is  obtained,  which  contains  three

correction  terms  related  to  the  Lorentz-symmetry  violation.  In  the  semiclassical  approximation,  the  modified

Hamilton-Jacobi  equation  is  obtained  by  using  the  commutative  relation  of  gamma  matric  and  treating  the

aether-like  vector  in  the  Lorentz-violating  theory  as  a  constant.  We  find  that  the  modified  Hamilton-Jacobi

equation contains only two correction terms based on the Lorentz-symmetry violation, i.e.  the corrected term

containing  the  parameter a  affects  the  mass  term of  the  Dirac  field,  and  the  aether-like  term containing  the

parameter c modifies the coefficient term of the action S of the separating variable. According to the modified

Hamilton-Jacobi equation, we study the effect of Lorentz-symmetry violation on the characteristics of Hawking

radiation  for  Dirac  particles  via  tunneling  from  the  apparent  horizon  ra =  2M(v)  of  Vaidya  black  hole  (the

apparent horizon of Vaidya black hole coincides with the timelike limit surface, so the apparent horizon can be

regarded as  the  boundary of  Vaidya black hole).  Since  the  Hawking tunneling radiation of  black holes  is  the

radial  property  at  the  horizon  of  black  holes,  we  finally  find  that  only  the  aether-like  term  containing  the

parameter  c  can  modify  the  characteristics  of  Dirac  particles’   tunneling  radiation  from  the  black  hole.  In

addition, the corrected Hawking temperature of the black hole caused by considering the effect on the Lorentz-

violating Dirac field theory has a small correction related to the aether-like term, which is consistent with the

results  obtained  by  studying  the  characteristics  of  Hawking  tunneling  radiation  for  scalar  particles  in  the

Lorentz-violating  scalar  field  theory.  The  results  suggest  that  the  Lorentz-symmetry  violation  theory  may

provide a new method to further study the information loss paradox of black holes.

Keywords: modified  Dirac  field  equation,  Hawking  radiation,  Hamilton-Jacobi  equation,  black  hole
thermodynamics
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