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专题：拓扑物理前沿与应用

淬火动力学中的拓扑不变量*
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本文主要介绍了近期关于一维拓扑能带系统中淬火动力学的研究. 从两能带模型入手介绍了动力学陈

数, 并给出它与初末态拓扑不变量之间的关系. 进而通过将一维含时波函数看作为 1 + 1维母哈密顿量的基

态, 给出了 Altland-Zirnbauer分类对应的动力学拓扑分类, 并简要介绍了动力学的体边对应以及空间无序和

能带色散对纠缠谱交叉的影响. 最后还介绍了利用超导量子比特模拟观测到动力学陈数.

关键词：拓扑相变, 淬火动力学
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1   引　言

1980年整数量子霍尔效应的发现开启了拓扑

量子物态研究的大门 [1,2]. 不同于传统的量子物态,

拓扑物态不存在局域的序参量, 而是由波函数的几

何或拓扑性质决定, 且可以用拓扑不变量来描述.

在有能隙的系统中, 人们对于拓扑能带系统的分类

和性质的研究已经有了系统的方法和深刻的认识 [3,4,5].

然而目前关于拓扑物态的研究大都集中在研究系

统基态波函数的性质, 对于远离平衡态过程的拓扑

性质的认识还非常不足. 近年来, 由于冷原子技术

的迅速发展, 已经能够模拟许多重要的拓扑模型,

如一维 Su-Schrieffer-Heeger(SSH)模型 [6−11], 这为

进一步探索它们的非平衡性质提供了有力的工具.

t ⩽ 0 |Ψi⟩ H i

t = 0

一类典型的远离平衡态的过程就是淬火动力

学. 在   时系统的波函数   处于哈密顿量  

的基态, 在   时刻突然改变哈密顿量的某些参

H f

|Ψ(t)⟩

数, 即淬火, 这样初态波函数按照新哈密顿量  做

幺正演化. 这里有两点需要特别指出: 首先, 淬火

过程分为局域的淬火和全局的淬火, 对局域的淬

火, 系统参数的改变局限在有限的尺度内, 而对全

局的淬火, 哈密顿量的参数在整个系统内都发生了

改变, 本文中仅研究全局淬火; 其次, 淬火前后哈

密顿量的性质原则上没有任何约束, 作为一种最简

单的特例, 我们要求初末态哈密顿量具有相同的对

称性. 在这些限制下, 我们关心在波函数   中

是否有拓扑性质的体现.

|Ψ(t)⟩对波函数  拓扑性质的研究仍然有三种不

同的方法. 第一种直观的思路是研究在每一个固定

时刻 t 波函数本身的拓扑性质. 这也是到目前为止

最常用的方法. 例如, 在陈绝缘体中, 系统的陈数

在淬火后会保持不变, 这也被称为NO-GO定理 [12,13].

从一个平庸的态出发, 可以制备出的量子态能多接

近于拓扑非平庸的态 [14,15]. 最近 Cooper等还证明

了在淬火动力学过程中只有幺正对称性会被保持,
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(D + 1)

(kx, ky, t)

H f

(1 + 1)

(D − 1)

H f

反幺正的对称性会在含时演化中被破坏, 这被称作

动力学诱导的对称性破缺 [16]. 进一步, 当只考虑幺

正对称性时, 我们可以研究系统在每个时刻 t 的拓

扑性质并可以给出拓扑分类 [16,17]. 第二种方法是将

时间和空间放在一起研究  维波函数的拓扑

性质. 在研究二维陈绝缘体中的淬火动力学时, 翟

荟研究组首先注意到这个动力学过程可以看作

 到 Bloch球上的映射, 它可以由 Hopf不

变量或连环数描述 , 并且若初态为拓扑平庸态 ,

Hopf不变量就等于演化哈密顿量   的陈数 [18,19],

紧接着Weitenberg等通过在实验中观测到了动力

学涡旋与静态涡旋的连环数 [20]. 我们研究组系统

地研究了一维拓扑系统的淬火动力学, 定义了动力

学陈数, 并指出动力学陈数与初末态哈密顿量拓扑

不变量之间的关系 [21], 随后同实验组合作在超导

量子比特模拟实验中观测到了动力学陈数和动力

学量子相变的特征 [22]. 另外 ,  Ueda研究组利用

K理论也给出了   维系统的拓扑分类和动力

学实现. 并且指出当初态为拓扑平庸态时, 这个动

力学拓扑不变量意味着纠缠谱的演化在某些时刻

会有交叉, 这可以看作动力学的体边对应 [23]. 第三

种方法是研究布里渊区中的能带反转面 (BIS), 通

常它为   维, 刘雄军研究组注意到初态为拓

扑平庸态时, 演化哈密顿量  的拓扑性质由在能

带反转面上定义的缠绕数得到 [24−26], 并在冷原子

实验中被观测到 [27].

|Ψi⟩

L/vLR

vLR

(1 + 1)

这三种方法从不同的角度给出了初态波函数

 在含时演化时的性质, 尽管它们之间存在一些

关联, 但它们并不等价. 另外需要指出, 在研究系

统拓扑性质时需要要求哈密顿量是局域的, 但在时

间演化过程中, 系统的关联不断传播, 等效哈密顿

量将不再局域, 因此我们要求时间尺度小于  ,

其中   是 Lieb-Robinson速度 [28,29]. 在这篇综述

中, 我们主要利用第二种方法讨论  维系统的

拓扑性质.

(1 + 1)

本文首先从两能带模型入手, 介绍淬火动力学

过程中动量时间流形的结构, 定义了动力学陈数,

并指出动力学陈数与初末态拓扑数之间的关系. 接

着给出更普遍情况下   维系统的动力学拓扑

分类和体边对应, 即纠缠谱演化过程中出现的交

叉, 接着简要分析纠缠谱交叉受空间无序和能带色

散的影响. 最后介绍利用单量子比特模拟淬火动力

过程, 直观看到动力学陈数的几何意义. 

2   一维二能带系统中的动力学拓扑

不变量

我们首先以一维二能带系统为例, 讨论它的动

力学拓扑不变量. 动量空间中的哈密顿量可写为 

h(k) = d0(k)I + d(k) · σ, (1)

σ 1/2

E±(k) = d0(k)± |d(k)|
|ψ±(k)⟩

其中泡利矩阵  作用在 (赝)自旋  的空间, 其本

征值为  , 对应的本征态记为

 , 因此密度矩阵可表示为 

ρ̂±(k) = |ψ±(k)⟩⟨ψ±(k)| =
1

2
[1± d̂(k) · σ], (2)

d̂(k) = d(k)/|d(k)|

Z Z2 d̂(k)

hi

ρi(k) = [1− d̂i(k) · σ]/2 t = 0

hf

其中  是归一化的 Bloch矢量. 尽

管一维有能隙的系统的基态一定是拓扑平庸的, 但

当对称性存在时, 系统可以有对称性保护的拓扑

态. 对无相互作用费米子, 在由时间反演对称性,

粒子空穴对称性和手征对称性组成的 Altland-

Zirnbauer分类拓扑分类表中, 系统的拓扑不变量

有  和  两类 [30,31,32], 它们均可由 Bloch矢量 

求出. 将系统制备成初态哈密顿量   的基态, 即

 , 在   时刻开始用淬火

的哈密顿量  进行演化, t 时刻系统的密度矩阵为 

ρ(k, t) = e−ihf(k)tρ(k, 0)eih
f(k)t. (3)

如果将 t 时刻的密度矩阵写为 

ρ(k, t) =
1

2
[1− d̂(k, t) · σ], (4)

d̂(k, t)直接计算可以得到 Bloch矢量  为 [21]
 

d̂(k, t) = d̂i cos(2|df|t) + 2d̂f(d̂i · d̂f)

× sin2(|df|t) + d̂i × d̂f sin(2|df|t), (5)

d̂i(k) d̂f(k)其中   和   分别是初态和末态哈密顿量的

Bloch矢量.

π/|df| T 2 = S1 × S1

di(kc) df(kc) kc

kc k1 k2

S2

对于平带化的哈密顿量, 不同的动量模式具有

相同的周期  , 动量时间流形为  ,

如图 1(a)所示. 更进一步, 如果动量空间中存在一

些不动点满足   和   共线 , 对于这些   ,

Bloch矢量除了一个整体的相位将不会演化, 因此

将这些   称为不动点. 如图 1(b)所示的   和   .

在这些不动点上, 时间轴可以连续的收缩为一点,

将动量时间流形约化为了一系列的球面   . 如果

布里渊区内有 N 个不动点, 则动量时间流形将约

化为 N 个球面. 在每一个球面上, 密度矩阵可以看
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S2作从动量空间子流形   到 Bloch球的映射, 因此

我们可以定义动力学陈数
 

Cm
dyn =

1

4π

∫ km+1

km

dk
∫ π

|df|

0

dt′(d̂× ∂t′ d̂) · ∂k, d̂, (6)

km m = 1, 2, · · · , N其中   表示第 m 个不动点而   , 直

接计算得到
 

Cm
dyn =

1

2
(cos θk=km

− cos θk=km+1
). (7)

θ(k) d̂i(k) d̂f(k)

hf hi

其中   为   和   的夹角. 从 (7)式可以看

出如果初态制备成  的基态, 用  做幺正演化, 系

统具有相同的动力学陈数.

2|ni − nf|

2|ni − nf| ni nf

hi hf

Z 2|ni − nf|

Z
k = 0 k = π

2|ni − nf| ni nf ∈ {0, 1}

根据 Altland-Zirnbauer分类, 一维二能带系

统拓扑非平庸类有 BDI, AIII和 D. 其中 BDI和

AIII类具有手征对称性, 对于 BDI和 AIII类, 不

动点的个数存在下限  , 相应的非平庸陈数

的个数 M 也存在下限   , 其中   和   分别

是初末态哈密顿量  和  的缠绕数, 由于静态哈密

顿量的拓扑分类为  , 因此由  决定的动力

学拓扑分类也是   . 而 D类的具有粒子空穴对称

性系统的不动点为  和  
[33], 因此对称性保

护的不动点个数为  , 此时  ,   是

Z2 2|ni − nf|
Z2

(k, t) ∈
(0, π)× (0, π/|df|) C1

dyn

hi hf C1
dyn = 0

hi hf C1
dyn = ±1

系统的   不变量, 因此由   决定的动力学

拓扑分类也是  . 特别的, 由于系统所有动力学陈

数 之 和 为 0,  我 们 仅 需 考 虑 子 流 形  

 对应的动力学陈数   . 则可以

证明若  和  位于同一个相, 动力学陈数  ;

若   和   位于不同的相 , 动力学陈数   .

综上所述, 对 BDI、AIII和 D类, 非平庸动力学陈

数的个数均只依赖于初末态哈密顿量拓扑数之差.

dx = (1 + δ) + (1− δ) cos k
dy = (1− δ) sin k δ < 0

δ > 0

Kh(k)K = h(−k)
σzh(k)σ = −h(k)

δi δf k = 0

k = π k ∈ (0, π) k ∈ (π, 2π)
δi δf d̂i(0) = d̂f(0)

d̂i(π) = d̂f(π)

C1
dyn = C2

dyn = 0 0 =

2|ni − nf| δi δf

d̂i(0) = d̂f(0) d̂i(π) = −d̂f(π)

C1
dyn = −1 C2

dyn = 1

2 = 2|ni − nf|
dx = ∆2 sinϕ sin 2k dy = ∆1 sin k +∆2 cosϕ sin 2k
dz = −t1 cos k−t2 cos 2k+µ t1(t2) ∆1(∆2eiϕ)

µ

∆1

∆2 = t2 ≡ ∆ ϕ = π/2 µ = 1

0.5 < ∆ < 1.5 ∆ < 0.5

∆ > 1.5

d̂(k = 0) = (0, 0, sgn(0.5−∆))

d̂(k = π) = (0, 0, sgn(1.5−∆))

C1
dyn = ±0

C1
dyn = ±1

现在, 我们以两个例子展示动力学陈数. 首先

我们考虑 SSH模型 [34],   ,

 , 其中   时系统的基态是拓扑

非平庸的, 而  时基态是拓扑平庸的. 哈密顿量

具有时间反演对称性  和手征对称

性   , 属于 BDI类. 容易看出对于

任意的初末态   和   , 系统只有两个不动点  

和   . 布里渊区被分为   和   .

若   和   同号 ,  Bloch矢量满足   和

 . 跟据 (7)式有动力学 Chern数为

 , 非平庸的 Chern数个数为  

 . 另一方面, 若  和  异号, Bloch矢量满

足  和  , 动力学 Chern数

为  和  , 非平庸 Chern数的个数为

 . 我们在考虑推广的 p波超导模型 [33,35],

 ,    ,

 , 此处  和 

分别是最 (次)近邻格点的跃迁强度和 p波配对强

度,   是化学势, 次近邻跃迁带有的相位破坏了系

统的时间反演对称性. 为了方便我们取   = t1 =

0.5,    ,    以 及   . 此 时 若

 时, 基态是拓扑超导态; 若  或

 时, 基态是普通超导态. 容易看出 Bloch矢

量在不动点满足   和

 . 利用 (7)式容易验

证当初末态在同一个相时   , 而初末态处

在不同相时  .
 

3   (1 + 1)维系统的动力学拓扑分类

(1 + 1)

h̃i(k) h̃f(k)

hi2(k) = hf2(k) = 1

在第 2节中我们直观的讨论了一维二能带系

统的动力学拓扑不变量, 这一节中, 我们用更一般

的方法计算  维系统的动力学拓扑分类. 我们

记初末态平带化的哈密顿量为   和   满足

 , 于是可以定义母哈密顿量 

 


=1

=1+p

=2

k = 0 2π
T 2 k1 k2

图 1    (a) 每个截面对应固定动量 , 截面内的极角对应于

时间 . 橘黄色的环代表   和   , 它们粘合起来组成了

 ; (b) 如果动量空间中存在一些不动点   ,   , 截面的

时间可连续收缩为一个点 , 动量时间流形约化成一系列

球面 [21]

S1

k = 0 k = 2π

T 2 k = k1 k2

S2

Fig. 1. (a) For any fixed momentum k, the cross section can

be viewed as a circle     where the azimuthal angle repres-

ents  the  time  t.  After  gluing      and      (saffron

circles), the  topology  of  the  momentum-time  manifold   be-

comes   ; (b) if there are two fixed points    and   ,

the corresponding circle contracts to a point, then the mo-

mentum-time manifold reduces to a series of spheres   [21]. 
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h̃(k, t) = e−ih̃f(k)th̃(k)ieih̃
f(k)t, (8)

|ψ(k, t)⟩

µ = 0

系统的波函数  是母哈密顿量的瞬时本征态,

化学势位于  . 由矩阵指数公式直接计算得到 [23]
 

h̃(k, t) =
1

2

{
h̃i(k) + h̃f(k)h̃i(k)h̃f(k)

+

[
h̃i(k)− h̃f(k)h̃i(k)h̃f(k)

]

× cos(2t) + i[h̃i(k), h̃f (k)] sin(2t)
}
, (9)

h̃(k, t+ π) =

h̃(k, t)

h̃(k, t) = −d̂(k, t) · σ d̂(k, t)

可以看出平带化的母哈密顿量满足  

 . 特别的 , 对二能带系统 , 母哈密顿量为

 , 而  即 (5)式.

(1 + 1)

进一步利用 (9)式, 我们从平衡态哈密顿量的

对称性得到  维母哈密顿量的对称性
 

T h̃i(f)(k)T−1 = h̃i(f)(−k),

T h̃(k, t)T−1 = h̃(−k,−t),

Ch̃i(f)(k)C−1 = −h̃i(f)(−k),

Ch̃(k, t)C−1 = −h̃(−k, t),

Γ h̃i(f)(k)Γ−1 = −h̃i(f)(k),

Γ h̃(k, t)Γ−1 = −h̃(k,−t). (10)

Γ这里我们直接将对称性算符记号 T, C 和  用在了

K
U/A
C (K

U/A
R )

母哈密顿量中, 而将时间看作额外维度的准动量,

然而它们并不是真正的时间反演对称性, 粒子空穴

对称性和手征对称性的. 根据文献 [16]中可知只有

粒子空穴对称性在含时演化中会保持, 时间反演对

称性和手征对称性都将被破坏. 根据文献 [36,37,23]

中的方法 , 母哈密顿量的拓扑分类可利用 K 群

 得到 , 如表 1所示 . 可以看出 A、AI

和 AII类中母哈密顿量的对称性与 AZ分类相同,

具有相同的拓扑不变量.

0

Z → 0 ts = 0, π
{h̃(k, ts), Γ} = 0

1

4πi

∫
dk Tr[Γ h̃(k, ts)dh̃(k, ts)]

Z
⊕

Z → Z

尽管我们得到了母哈密顿量的拓扑分类, 但对

于淬火动力学过程, 只有部分拓扑等价类能够实

现 . 对于 A类 , 系统的拓扑不变量为陈数 , 利用

(9)式可得系统的陈数为   , 因此动力学分类为

 . 对于 AIII类, 系统在高对称点   满

足   , 因此可以定义缠绕数 n  =

 . 根据文献 [38], 系统

的拓扑不变量分别为陈数和高对称点处缠绕数之

差, 因此动力学分类为  . 利用 (9)式可得 

n = 2(ni − nf), (11)

ni nf其中  和  是初末态哈密顿量的缠绕数. 特别的,

若系统只有两个能带, 这里的两个独立的拓扑数分

别分别对应上一节中的动力学陈数之和与非平庸

动力学陈数个数的下限 . 类似的 , 对于 BDI和

h̃(k, t)

d// K
U/A
C (K

U/A
R )

表 1    母哈密顿量  的拓扑分类. TRS、PHS、CS分别是时间反演对称性, 粒子空穴对称性和手征对称性. s, t, d,

 , 额外对称性 P 参见文献 [37]; original class是没有额外对称性时系统的拓扑分类.    是系统的 K群.

Dynamical realization表示在淬火动力学中存在的拓扑分类. Stable against dispersion指能带存在色散时纠缠谱交叉能

够稳定存在的拓扑分类

d//

K
U/A
C (K

U/A
R )

Table 1.    Topological  classification  of  parent  Hamiltonian.  TRS,  PHS  and  CS  represent  the  time  reversal  symmetry,

particle hole symmetry and chorial symmetry, respectively. The definition of s, t, d,    and additional symmetry P can be

found in Ref.[37]. Original class represents the topological classification without additional symmetry.    is the K

group. Dynamical realization means the topological classes which can be realized in quench dynamics. Stable against disper-

sion means entanglement spectrum crossing which is stable against band dispersion.

AZ class TRS PHS CS (s, t, d, d//, original class,P ) K
U/A
C (K

U/A
R ) Dynamical realization Stable against dispersion

A 0 0 0 (∼,∼, 2,∼, A,∼) Z 0 0

AIII 0 0 1 (0, 1, 2, 1, A, Ū) Z
⊕

Z Z 0

AI 1 0 0 (∼,∼, 2,∼, AI,∼) 0 0 0

BDI 1 1 1 (0, 3, 2, 1, AI, Ā+
+) Z Z Z2 

D 0 1 0 (2,∼, 2, 1, A, Ā+) Z2 Z2 Z2 

DIII –1 1 1 (4, 1, 2, 1, AII, Ā+
+) Z2

⊕
Z2 Z2 0

AII –1 0 0 (∼,∼, 2,∼, AII,∼) Z2 0 0

CII –1 –1 1 (4, 3, 2, 1, AII, Ā−
+) Z Z 0

C 0 –1 0 (6,∼, 2, 1, A, Ā−) 0 0 0

CI 1 –1 1 (0, 1, 2,∼, AI, Ā−
+) 0 0 0
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Z → Z

CTot = CL + C
BZ

1
2
+ CR C

BZ
1
2

BZ
1
2 = (k, t) ∈ (0, π)× (0, π) CL

CR BZ
1
2

Z2 → 0

CII类, 时间反演对称性保证系统陈数为 0[23], 动力

学分类即 K 群   , 系统的拓扑不变量为高对

称点处缠绕数之差, 即 (11)式. 对于 AII类, 系统

拓 扑 不 变 量 为 Fu-Kane不 变 量 [39],  Moore和

Balents提 出 它 等 价 于 三 部 分 陈 数 之 和

 
[40], 其中   是半布里渊

区   上的陈数, 而   和

 分别是将  的两个边界收缩为一点时补上的

陈数. 利用 (9)式可直接求得系统总的动力学陈数

是拓扑平庸的, 即动力学分类为   . 类似地,

对于 D类可以得到总的陈数 

CTot(mod 2) =
1

2
|N f −N i|, (12)

N i(f) =
1

2
|sgn Pf[ihi(f)(π)]− sgn Pf[ihi(f)(0)]|

Z2 → Z2

k = 0 k = π

C1
dyn

Z2

⊕
Z2 → Z2

其中   , 系

统的动力学分类为   . 特别地, 如果系统只

有两个能带时, 在  和  点是不动点, 动量

时间流形自然的收缩为一点, 不需要额外的收缩过

程 , 因此拓扑不变量 (12)式等价于上一小节中

D类的动力学陈数  . 最后, 由 AIII类和 AII类

可以得到 DIII类动力学拓扑分类为  ,

拓扑不变量也为 (12)式. 

4   动力学体边对应与无序

∑
ij
hij ĉ

†
i ĉj i, j

|Ψ⟩

ρA = TrB(|Ψ⟩⟨Ψ |) =
1

ZA
e−HA

HA

εn

Cij = ⟨Ψ |c†i cj |Ψ⟩ ξn

ξn = 1/(eεn + 1)

平衡态哈密顿量存在体边对应, 体态的拓扑性

质在开边界下等于边界态的个数 [41]. 对于平带化

的哈密顿量, 开边界下系统的能谱也是基态的单粒

子纠缠谱 [42], 因此我们通过系统纠缠谱的演化来

研究动力学体边对应 . 对于费米子二次型 H =

 , 其中  是格点指标, 系统的基态记为

 . 我们将系统分为子系统 A和环境 B, 则子系统

的约化密度矩阵为  , 其

中纠缠哈密顿量  仍为费米子二次型, 它的本征

值 记 作   .  此 外 我 们 将 子 系 统 关 联 矩 阵

 的本征值  定义为单粒子纠缠谱,

则有  
[43,44].

在淬火动力学演化的过程中, 系统波函数仍然

是高斯态, 因此瞬时波函数的单粒子纠缠谱可以

写为: 

ξn(t) =
1

eεn(t) + 1
, (13)

ξn(t) Cij(t) =其 中 纠 缠 谱   是 瞬 时 关 联 矩 阵  

⟨Ψ(t)|c†i cj |Ψ(t)⟩ εn(t)

εn(t) = 0 ξn(t) = 1/2

 的本征值,   是瞬时纠缠哈密顿

量的本征值. 容易看出纠缠哈密顿量若存在零模

 , 则纠缠谱存在模   . 有了单粒

子纠缠谱进而可以得到多体纠缠谱为 [42]
 

λ{sn} =
∏
n

[1
2
+ sn

(
ξn − 1

2

)]
, sn = ±1, (14)

从此式可以看出纠缠哈密顿量的零模意味着多体

纠缠谱的简并.

δi = 1

δf

Z
Z2

下面我们以 SSH模型为例, 初态  为拓扑

平庸的,   取不同值时纠缠谱的演化见图 2(a). 从

图中看出, 若末态也是拓扑平庸的, 纠缠谱在含时

演化过程中能隙始终打开, 然而若末态哈密顿量是

拓扑非平庸的, 则纠缠谱会在某时刻发生交叉, 此

时在系统虚拟的边界会存在纠缠哈密顿量的边界

态. 对于拓扑超导系统, 纠缠谱的交叉意味着子系

统宇称发生了改变, 整个周期内有奇数个电子从子

系统流向外部 [45,46]. 为了确定系统的动力学拓扑分

类, 我们可以考虑多条链的耦合. 我们用平带化的

末态哈密顿量进行时间演化, 对于  类系统, 纠缠

谱交叉时刻的简并度正比于链数, 而对于   类系

统, 纠缠谱是否会出现交叉仅仅依赖与链数目的奇

偶性 [23].

t = 0 t = π

Z → Z2

我们知道对于平衡态拓扑系统, 若在实空间中

加入弱的无序时, 只要不破坏系统的对称性则其边

缘模依旧存在. 在淬火动力学中, 无序既可以出现

在实空间, 也可以出现在频率空间, 末态哈密顿量

的色散即可看成一种频率空间的无序 [23]. 特别地,

如果系统的能带具有色散, 对称性关系 (10)式不

再成立, 根据文献 [16], 只有反幺正对称性才能在

含时演化中继续存在, 幺正对称性在含时演化中将

被破坏, 这也被称作动力学诱导的对称性破缺, 因

此只有粒子空穴对称性在含时演化中能够保持. 进

一步由于我们考虑的是纠缠的边界态, 能带色散使

得时间反演对称性和手征对称性在边界处无法保

持对称性, 系统的动力学对称性被破坏. 这类似于

空间群对称性保护的拓扑态中体边对应的破缺 [5,47,48].

于是 AIII类和 CII类的动力学拓扑性质不能在能

带有色散时稳定存在; D类的拓扑性质不受能带色

散影响; 对于 BDI类, 能谱的色散使得高对称线

 和  变得动量依赖, 两条高对称线可以连

续形变, 这使得高对称线上缠绕数之差允许模 2改

变, 从而系统稳定的动力学分类为   ; 最后
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Z2 → 0

dx = (t0 + δ) + (t0 − δ) cos k + J cos(2k + ϕ)

dy = (t0 − δ) sin k + J sin(2k + ϕ)

t0 = 0.75 J = 0.2 ϕ = 0.5π

δi = 0.25 δf = −0.25

DIII类通过数值验证能带色散会导致纠缠谱能隙

打开, 稳定的动力学分类为   . 最后我们以

AIII类为例展示了能带色散对纠缠谱能隙的影响.

我们将 SSH模型加上次次近邻跃迁 [46], 哈密顿

量 为   ,

 . 为了方便我们固

定   ,    和   ,  初 态 取 为

 , 基态是拓扑平庸的, 末态取   ,

基态是拓扑非平庸的. 纠缠谱的演化如图 2(b)所

示, 可以看出能带的色散打开了纠缠谱的能隙, 动

力学拓扑性质不再存在. 

5   实验测量

30

L = 30 70

1.05 5000

T2∗ = 6.8

T2se = 11.7

超导 Xmon量子比特是研究量子模拟和量子

计算的一个非常有前景的实验平台 [49−51], 这一小

节简要介绍由单量子比特模拟淬火动力学的过程 [22].

对于每个固定的动量 k, 通过外加脉冲制备出初态

哈密顿量的基态, 在时间 t改变外加脉冲实现淬火

过程, 如图 3(a)所示, 通过态层析测量可以得到

Bloch矢量的演化 [52]. 实验中布里渊区取了   个

点, 相当于系统尺寸  , 一个时间周期内有 

离散的步长, 每个步长为 15 ns, 因此整个周期的

演化时间为    µs, 每一次态层析测量是   次

测量的平均. 系统能量的弛豫时间为 T1 = 8.3 µs,
失相时间为   µs, spin echo的失相时间为

  µs.
实验模拟的为横场伊辛模型 , 通过 Jordan-

dx=0 dy = sin k dz=Jz−cos k

Jz < 1

Wigner变换后它等效于 Kitaev提出的 p波超导

链, 哈密顿量为  ,   ,   
[53],

其中若   基态为铁磁相或拓扑超导相 , 若

 

0 1 2 3 4 5

t










f=0.50
f=0.20
f=0.05
f=-0.05
f=-0.20

(a)

0 1 2 3

t











(b)

δi = 1 δf 1/2图 2    (a) SSH模型, 初态   为拓扑平庸的, 末态   取不同的值. 仅当末态为拓扑非平庸时, 纠缠谱在   处有交叉; (b)扩展

的 SSH模型, 次次次近邻跃迁具有相位, 系统属于 AIII类. 蓝色的线代表用平带化的哈密顿量进行动力学演化, 红色的线代表由

真实末态哈密顿量进行演化. 可以看出能带的色散打开了纠缠谱的能隙

δi = 1

δfs
1/2

Fig. 2. (a) In SSH model, the initial state of     is topologically trivial, evolution of entanglement spectrum for different post-

quenched    are shown with different colors. If and only if the post-quenched Hamiltonian is topologically nontrivial, the entangle-

ment spectrum can cross at    ; (b) in Extended SSH model, the third-nearest-neighbor hopping carries a phase factor, and the

Hamiltonian belongs to class AIII. The blue curve shows the dynamics of entanglement spectrum evolved by flattened Hamiltonian,

and the red curve shows the dynamics evolved by entanglement spectrum of real Hamiltonian. It can be seen that the band disper-

sion opens the gap of entanglement spectrum. 

 

0 cos(+0)  cos(+)
Microwave

drive

State

initialization

Dynamical evolution 

of mode 

=0 Quench point



(a)

(b) (c)

A0 cos(ωt+ ϕ0)

Ak ϕk

hi = 0.2 hf = 1.5

hi = 0.2 hf = 0.5

图 3    (a)实验过程序列示意图 . 对每一个动量 k, 初始时

刻通过脉冲    制备初态, 而后通过改变外加

的脉冲的   和    实现淬火动力学. (b), (c) 不同动量 k 对

应的 Bloch矢量的演化. 红色的星为实验的数据, 黄色的环

为数值计算的数据 . (b)初态   , 末态   . (c)

初态   , 末态   [22]

A0 cos(ωt+ ϕ0)

Ak ϕk

hi = 0.2

hf = 1.5 hi = 0.2

hf = 0.5

Fig. 3. The scheme of experiment control sequence. The ini-

tial  state  is  prepared  at  the  state-initialization  period  by

control quantity     for a fixed momentum k.

Then for a quantum quench, by controlling    and   , we

adjust the direction of the rotation axis. (b), (c) the evolu-

tion of Bloch vectors for different momenta. The red points

and yellow rings are experimental and numerical datas. (b)

pre-quenched  parameter    ,  post-quench  parameter

 .  (c)  pre-quenched  parameter    ,  post-

quench parameter   . 
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Jz > 1

k = 0 k = π
J i
z = 0.5

|C1
dyn| = 1

|C1
dyn| = 0

 基态为顺磁相或普通超导相. 通过 Jordan-

Wigner变换, 我们将伊辛模型映射为一系列二能

级系统, 而对于每个由动量 k 标记的二能级系统我

们可以利用单量子比特模拟其动力学演化. 容易看

出系统的不动点为  和  . 我们始终取初态

 , 图 3(b)和图 3(c)分别展示了在半布里渊

区中 Bloch矢量的演化. 可以看出当初末态哈密顿

量在同一个相时, Bloch球被完整覆盖, 动力学陈

数   ; 而初末态哈密顿量在同一个相时 ,

Bloch球上的轨迹互相抵消, 动力学陈数  .
 

6   总结与展望

(1 + 1)

本文主要介绍了一维对称性保护的拓扑态的

淬火动力学. 首先以两带系统为例, 从直观上定义

了动力学陈数, 并给出了动力学陈数与初末态哈密

顿量拓扑数之间的关系. 然后通过分析   -维

母哈密顿量的拓扑性质给出了一般情况下系统的

动力学拓扑分类和拓扑不变量. 此外利用纠缠谱的

动力学演化介绍了动力学的体边对应, 并分析了实

空间和频率空间无序对纠缠谱交叉的影响. 最后介

绍了利用了单量子比特模拟系统的动力学演化, 通

过测量 Bloch矢量的演化直观的展示了平庸和非

平庸的动力学陈数.

此外, 除了在一维系统, 淬火动力学中的拓扑

不变量在二维和高维系统 [18,19,54,55], 非厄米系统 [56−58]

等也有许多研究, 但尚没有完整成熟的理论. 并且,

如何在相互作用系统中定义动力学的拓扑不变量

也尚未可知. 在相互作用系统中单粒子关联矩阵和

纠缠哈密顿量并没有这简单的关系, 只能直接求解

系统的多体纠缠谱的演化. 得益于冷原子, 原子模

拟, 超导量子比特模拟等技术的迅速发展, 淬火动

力学的研究有了更好的实验平台, 使得我们能更加

深刻的理解拓扑系统的动力学性质.
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Abstract

In this review, we give a brief review on the recent progress in the theoretical research of quench dynamics

in  topological  band  systems.  Beginning  with  two  band  models,  we  introduce  conception  of  dynamical  Chern

number  and  give  the  connection  between  the  dynamical  Chern  number  and  topological  invariant  in  the

corresponding equilibrium systems. Then by studying the 1 + 1 dimensional parent Hamiltonian, we show the

complete dynamical classification of Altland-Zirnbauer classes, and show the crossing of entanglement spectrum

as a feature of dynamical bulk edge correspondence. Furthermore, we consider the impact of the disorder and

band  dispersion.  At  last,  we  show  the  experimental  simulation  of  dynamical  Chern  number  by  a

superconducting qubit system.
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