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Shimizu-Morioka 系统与 Finance 系统生成
Lorenz 混沌的微分几何策略*

张端 1)†    施佳琴 1)    孙莹 2)    杨旭华 1)    叶蕾 1)

1) (浙江工业大学计算机科学与技术学院, 杭州　310023)

2) (浙江理工大学建筑工程学院, 杭州　310018)

(2019 年 6 月 13日收到; 2019 年 9 月 15日收到修改稿)

从一种受控混沌系统生成另一混沌系统可增强保密通信的安全性, 具备潜在应用前景. 研究了如何通过

状态变换以及单输入反馈 , 驱使受控 Shimizu-Morioka系统与受控 Finance系统生成 Lorenz混沌动态 . 主要

方法是运用微分几何理论, 将上述三种系统等价转换为下三角形式, 并尽量简化和一致化其方程形式, 使得

上述三种不同的 3阶系统的前两个方程形式相同, 然后对受控 Shimizu-Morioka系统与受控 Finance系统设

计单输入反馈控制第三个方程的形式, 以便达到生成 Lorenz混沌的目的. 运用该方法, 设计了受控 Shimizu-

Morioka系统通过状态变换和单输入状态反馈 , 混沌反控制生成 Lorenz混沌的控制策略 ; 也设计了受控

Finance系统通过状态变换和单输入状态反馈, 广义同步到 Lorenz混沌的控制策略. 最后, 借助数值仿真验证

了上述混沌反控制和广义同步的有效性.
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1   引　言

近五十年来, 混沌理论研究迅速兴起, 并在保

密通信、物理、生物医学、化工、经济金融、图像、

神经网络等领域出现众多成功应用的案例 [1−5].

以保密通信为例, 其功能的实现依赖于通信系统发

送端以及接收端可生成一致的混沌信号, 若能生成

可变的混沌信号, 必将提高其保密能力 [3]. 为此, 本

文关注从一种动态系统精确或者近似生成另一特

定混沌动态的问题.

混沌反控制和广义同步均属生成混沌的方法.

混沌反控制通常指受控系统经状态变换和状态反

馈等价转换为某混沌系统 [6−8]. 广义同步的一种定

义为受控系统从任何初值开始的轨迹, 经过状态变

换以及可调整的状态反馈输入, 渐进跟踪某混沌系

统从任何初值开始的轨迹, 或者该轨迹经某状态变

换后得到的新轨迹 [9−13]. 可见二者在方法上存在颇

多共性, 只是广义同步考虑了初值不匹配的问题,

因此我们综合讨论两种方法的相关文献. 近年来,

混沌反控制和广义同步的研究取得了一系列精彩

的成果, 大致上可分为三类. 第一类, 为了简化状

态变换的构建, 通常选取线性变换, 并采用多输入

状态反馈以生成给定的混沌动态 [6,14−16]. 第二类方

法的策略是为混沌系统加入合适控制量, 若经运用

非线性控制理论中的反馈线性化方法可以将其转

换为线性能控系统, 那么采用其逆过程, 线性能控

系统通过状态变换和状态反馈将生成该混沌系统,

该方法所得状态变换一般为非线性的 [17−19]. 第三

种方法不考虑状态变换, 仅施加适当的反馈, 调节
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系统的李亚普诺夫指数, 从而生成混沌动态 [20−22].

基于保密通信等领域的应用前景, 试图利用受

控 Shimizu-Morioka混沌系统 [23] 和受控 Finance

混沌系统 [24] 生成 Lorenz混沌 [25]. 相较上述第一类

和第三类文献, 本文将构造非线性状态变换和单输

入反馈实现上述两系统生成 Lorenz混沌, 目前未

见类似报道. 囿于 Lorenz系统的特点, 也无法采用

第二类文献中的反馈线性化方法, 故转而寻求转换

系统为下三角形式, 并设计一种新型转换方式以尽

可能简化其下三角形式. 主要策略为运用微分几何

方法, 对三种系统方程做下三角化, 并尽量简化和

一致化其形式, 最终此三种不同 3阶系统各具有两

个同形式的方程, 两受控系统的余下一个方程由单

输入反馈调整其形式, 从而生成 Lorenz系统. 首先

考虑 Lorenz系统是否可能转换为下三角形式, 为

Lorenz混沌系统配置了一个带参数的线性输入向

量场形成受控系统, 反复操作李导数证明该受控

Lorenz系统可等价转换为下三角系统 , 因此

Lorenz混沌系统本身也可转换为下三角形式. 其

次, 利用多向量场三角化的方法, 避免了求解偏微

分方程组 , 构造非线性状态变换 , 求得等价于

Lorenz混沌系统的下三角系统. 进一步, 通过局部

状态变换和参数选择等方法简化与 Lorenz系统等

价的下三角形式. 然后, 对受控 Shimizu-Morioka

混沌系统以及受控 Finance混沌系统做类似的下

三角化处理, 结论是此三个 3阶动态系统各自下三

角形式的前两个方程一致, 表明三种不同混沌内在

具有一定的相似性. 最后, 利用上述相似性, 实现

了受控 Shimizu-Morioka系统生成 Lorenz混沌 ,

以及受控 Finance系统与 Lorenz混沌的广义同步.

本文讨论的异构混沌系统生成 Lorenz混沌的技术

在保密通信系统中可能会有两种潜在应用. 一种在

通信系统发送端应用混沌反控制技术, 使其能够生

成两种甚至多种混沌信号, 提高灵活性. 另一种,

发送端利用电路实现 Lorenz系统并调制信号, 而

在接收端则实现受控 Shimizu-Morioka系统或者

受控 Finance系统, 并应用广义同步技术解调信

号, 由于发送端和接收端异构, 当其中一端失密时,

另一端仍具备一定保密性, 较自同步技术更为安

全, 具体调制解调方法可参见文献 [3].

本文余下部分安排如下: 第 2节给出本文讨论

主要问题的数学描述; 第 3节在一定范围内讨论

了 Lorenz系统等价转换为下三角形式的各种可

能, 并选择了其中的最简形式; 第 4节设计并仿真

了单输入受控 Shimizu-Morioka系统通过状态变

换和反馈混沌反控制生成 Lorenz混沌, 以及单输

入受控 Finance系统与 Lorenz混沌的广义同步;

第 5节总结全文. 

2   问题描述

Lorenz系统是经典混沌系统, 具体形式为 [25]
 

ẋ1 = −ax1 + ax2,

ẋ2 = cx1 − x2 − x1x3,

ẋ3 = x1x2 − bx3, (1)

x = (x1, x2, x3)
T

2a− b ̸= 0

其中  是状态变量; a, b 和 c 是已知

的正实参数, 选取适当参数时系统具有混沌特性,

本文要求  . 为该系统增加线性控制向量

场成为单输入受控 Lorenz系统 

ẋ1 = −ax1 + ax2 + k1v,

ẋ2 = cx1 − x2 − x1x3 + k2v,

ẋ3 = x1x2 − bx3 + k3v, (2)

k1 k2 k3其中 v 为标量输入;   ,   和  均为实数并且不全

为 0. 由于系统 (2)无法在全局等价转换为线性能

控系统 (第 3节说明原因), 将考察其能否等价转换

为下三角形式的非线性仿射系统 [26]
 

ż1 = f1(z1, z2),

ż2 = f2(z1, z2, z3),

ż3 = f3(z1, z2, z3) + g3(z1, z2, z3)v0, (3)

z = (z1, z2, z3)
T v0

f1 f2 f3 g3

z1 = x1 z2 = x2 z3 = x3 k1 = k2 = 0 k3 ̸= 0

k1 k2 k3

其中   是状态变量;    为标量输入;

 ,    ,    和   均为光滑函数 . 转换系统 (2), 使

其符合下三角形式 (3)的一种直接的方法是取

 ,    ,    ,    和   ,

但无益于简化系统 (2)也无明显实用性. 设置参数

 ,   和  的主要目的是搜寻一种形式简单, 并且

等价于系统 (2)的下三角系统. 尤其考虑系统 (2)

是否可能等价转换为如下特殊的下三角形式, 也是

一种特殊的部分线性化形式 [26,27]
 

ż1 = z22 − ρz1,

ż2 = z3,

ż3 = v0, (4)

ρ v0这里  为实数,   为标量输入, 因为两种重要的受

控混沌系统 , 受控 Shimizu-Morioka系统和受控

Finance系统, 均可经简单处理 (下文给出)等价转
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换为此形式. 如果系统 (2)也可等价转换为系统

(4), 意味着此二受控系统可生成 Lorenz混沌, 实

现混沌系统的转换.

k1 k2 k3

所谓系统 (2)等价转换为系统 (3)或系统 (4),

是指系统 (2)选取合适参数  ,    和  , 再经光滑

状态变换 

z = T (x), (5)

以及单输入状态反馈 

v = α(z) + β(z)v0, (6)

α(z) β(z)其中  和  为光滑函数, 转换为系统 (3)或系

统 (4). 上述定义表明等价转换具有对称性, 因此

若系统 (2)能等价转换为系统 (4), 则系统 (4)也可

等价转换为系统 (2), 进而取 v 为 0得到系统, 即生

成了 Lorenz混沌. 

3   等价转换

本节工作按如下两步骤进行: 第一, 讨论系统

(2)等价转换为下三角系统 (3)的可行性; 第二, 构

造状态变换和反馈实现等价转换, 并在此过程中调

整参数, 最终转换为系统 (4). 

3.1    等价转换的可行性

记系统 (2)的漂移向量场为 

F =(−ax1 + ax2)
∂

∂x1
+ (cx1 − x2 − x1x3)

∂

∂x2

+ (x1x2 − bx3)
∂

∂x3
, (7)

以及输入向量场为 

G = k1
∂

∂x1
+ k2

∂

∂x2
+ k3

∂

∂x3
. (8)

X Y adXY = [X,Y ]

X0 = G X1 = adX0F X2 =

adX1F

span{X0,X1,X2}

span {X0,X1}

span {X0,X1}

设  和  为光滑向量场,   为此二向

量场的李导数 [28]. 令  ,   ,  

 , 系统 (2)能等价转换为下三角系统 (3)的充

要条件是此三向量场张成的分布 

在原点的某个邻域内几乎处处 (除一个零测度集

外)满秩并且   在原点的某个邻域内

几乎处处 (除一个零测度集外 )对合 [26]. 如果

 在原点的某个邻域内正则对合, 则可

以转换为部分线性化形式 [26,27], 但是否可等价转换

为系统 (4), 仍需在转换实现过程中进一步考察.

本小节依据上述条件检验受控 Lorenz系统 (2)并

做参数分析.

计算如下向量场李导数 

X1 = adX0F = (−ak1 + ak2)
∂

∂x1

+ (ck1 − k2 − k3x1 − k1x3)
∂

∂x2

+ (−bk3 + k2x1 + k1x2)
∂

∂x3
. (9)

X0 X1考察  与  的对合特性, 

[X0,X1] = −2k1k3
∂

∂x2
+ 2k1k2

∂

∂x3
, (10)

对合条件要求 

[X0,X1] = a0(x)X0 + a1(x)X1, (11)

a0(x) a1(x)其中  和  为光滑函数. 注意到仅当如下等

式满足时 (11)式才在全局成立, 

a0(x) = 0, a1(x) = 0, [X0,X1] = 0. (12)

k1 k2 k3如此限制了  ,   和  的选择, 只有两种可能: 一

种可能为 

k1 = 0, k2 ̸= 0; (13)

另一种可能为 

k1 ̸= 0, k2 = 0, k3 = 0. (14)

k1 = 0 k2 = 0

X0 = k3
∂

∂x3
X1 = −k3x1

∂

∂x2
− bk3

∂

∂x3

x1 = 0 span{X0,X1}

第一种可能中排除了  并且  的情况, 否

则   以及   , 当

 时   秩为 1, 说明在原点的任何

邻域内不可能实现部分反馈线性化 [27,28], 更不可能

反馈等价转换为系统 (4).

考察第一种可能, 此时 

X0 = k2
∂

∂x2
+ k3

∂

∂x3
,

X1 = ak2
∂

∂x1
− (k2 + k3x1)

∂

∂x2

+ (k2x1 − bk3)
∂

∂x3
. (15)

依据反馈线性化的要求, 进一步计算李导数 

X2 = adX1F = −(a2k2 + ak2 + ak3x1)
∂

∂x1

+ [(ac+ 1)k2 + (b− a+ 1)k3x1

− k2x
2
1 + ak3x2 − ak2x3

] ∂

∂x2

+
[
b2k3 + (a− b− 1)k2x1 − k3x

2
1

] ∂

∂x3
. (16)

X0,X1 X2由  和  构成的如下行列式 
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Det(X0,X1,X2)

= a(ab+ ac− a− b2 + b)k22k3

+ a
[
(b− 2a)k32 + (2b− 2a− 1)k2k

2
3

]
x1

− a(k22k3 + k33)x
2
1 + a2k2k

2
3x2 − a2k22k3x3 (17)

x Det(X0,X1,X2) =

X2

可知  状态空间中存在曲面满足 

0, 这是由于向量场  存在奇异性, 造成无法实现

全局范围的状态反馈线性化.

span{X0,X1} span{X0,X1,X2}

Det(X0,X1,X2) = 0

由于  满秩并对合,  

几乎处处 (除零测度集即曲面 

以外)满秩, 确保了系统 (2)可等价转换为系统 (3).

对于 (14)式表示的第二种可能, 做类似分析

计算 (过程略), 在原点的任何邻域中都无法等价转

换为系统 (4)的形式, 故不做进一步讨论.
 

3.2    等价转换的实现

X0,X1 X2

h(x)=(h1(x), h2(x), h3(x))

⟨dh1(x),X0⟩ = 0 ⟨dh1(x),X1⟩=0 ⟨dh1(x),X2⟩ ̸=

⟨dh2(x),X0⟩=0 ⟨dh2(x),X1⟩̸=

h1(x) h2(x)

h3(x) dh1(x)

dh2(x) dh3(x)

至此, 仍需讨论系统 (2)如何转换为系统 (3),

以及是否可转换为系统 (4). 在已计算  和  的

前提下, 为获取状态变换 

以实现等价转换 , 通常是需要解偏微分方程组

 ,   和 

0以及偏微分方程组  ,  

0[26,27], 以选取  和  , 并另选任一与此二者

独立的函数   组成完整的状态变换 ,    ,

 和   均为光滑的正则 1-形式 [28], 尽管

Frobenius定理保证了方程组的可解性 [28], 但是

较为遗憾的是求解颇为不易 , 采用 Maple 18和

Mathematica 11两种符号计算工具求解上述偏微

分方程组均没有成功. 因此, 就本系统而言, 上述

方法理论上可行, 实际较难达成. 本小节将利用微

分几何技巧, 交替推进状态变换和正交化, 避免了

求解偏微分方程组, 实现系统下三角化.

x = (x̂1, x̂2, x̂3)
T = ψ(x)首先, 做状态变换  ,

 

x̂1 = x1, x̂2 = k3x2 − k2x3, x̂3 = x2, (18)

ψ ψ∗在该变换  诱导的切映射  作用下 [28],
 

ψ∗(X0) = k2
∂

∂x̂3
,

ψ∗(X1) = ak2
∂

∂x̂1
+
[
(b− 1)k2k3 − (k22 + k23)x̂1

]
× ∂

∂x̂2
− (k2 − k3x̂1)

∂

∂x̂3
,

 

ψ∗(X2) = − [a (1 + a) k2 + ak3x̂1]
∂

∂x̂1

+
[
(1− b2 + ac)k2k3 + (1− a+ b)

× (k22 + k23)x̂1 + ak3x̂2

] ∂

∂x̂2

+ [(1 + ac)k2 + (1− a+ b)k3x̂1

− k2x̂
2
1 + ax̂2

] ∂

∂x̂3
. (19)

按如下方式定义一组向量场
 

X̂0 =ψ∗(X0),

X̂1 =ψ∗(X1) +
k2 − k3x̂1

k2
ψ∗(X0),

X̂2 =ψ∗(X2)

− (1 + ac)k2 + (1− a+ b)k3x̂1 − k2x̂
2
1 + ax̂2

k2

×ψ∗(X0), (20)

y = (ŷ1, ŷ2, ŷ3)
T = φ(x̂)再做状态变换  ,

 

ŷ1 =(b− 1)k2k3x̂1 −
1

2
(k22 + k23)x̂

2
1 − ak2x̂2,

ŷ2 = x̂1,

ŷ3 = x̂3. (21)

φ φ∗在该变换  诱导的切映射  作用下,
 

φ∗(X̂0) = k2
∂

∂ŷ3
,

φ∗(X̂1) = ak2
∂

∂ŷ2
,

φ∗(X̂2) = ak3
{[
−b+ b2 − a(−1 + b+ c)

]
k22 + ŷ1

}
× ∂

∂ŷ1
+ ak2

[
(2a− b)k22 + (2 + 2a− 3b)k23

]
× ŷ2

∂

∂ŷ1
+

3

2
ak3(k

2
2 + k23)ŷ

2
2

∂

∂ŷ1

− a [(1 + a)k2 + k3ŷ2]
∂

∂ŷ2
. (22)

根据 (19), (20)和 (22)式,
 

φ∗ (ψ∗(span{X0})) = span
{

∂

∂ŷ3

}
,

φ∗ (ψ∗(span{X0,X1})) = span
{

∂

∂ŷ3
,

∂

∂ŷ2

}
,

φ∗ (ψ∗(span{X0,X1,X2}))
a.e.
= span

{
∂

∂ŷ3
,

∂

∂ŷ2
,

∂

∂ŷ1

}
,

(23)
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y

其中第三个式子表示左边几乎处处等于右边, 只有

一个零测度集除外, 因为左边的分布不是处处正则

的. (23)式表明利用坐标  写出的系统必有下三角

形式 [26], 

˙̂y1 =
1

2

(
k2k3 +

k33
k2

)
ŷ32

+
1

2

[
(2a− b)k22 + (2 + 2a− 3b)k23

]
ŷ22

+
k3
k2

ŷ1ŷ2 + (a− b− ab+ b2 − ac)k2k3ŷ2 − bŷ1,

˙̂y2 = − aŷ2 + aŷ3,

˙̂y3 = cŷ2

− 2ŷ1ŷ2+(k22+k23)ŷ
3
2+2k2k3 (ŷ2−bŷ2+aŷ3) ŷ2
2ak22

− ŷ3 + k2v. (24)

y = (y1, y2, y3)
T = σ(ŷ)

为转变其为系统 (4)的部分线性化形式, 再做状态

变换  ,
 

y1 = ŷ1,

y2 = ŷ2,

y3 = −aŷ2 + aŷ3. (25)

该坐标下的系统方程为 

ẏ1 =
1

2

(
k2k3 +

k33
k2

)
y32

+
1

2

[
(2a− b)k22 + (2 + 2a− 3b)k23

]
y22

+
k3
k2

y1y2 + (a− b− ab+ b2 − ac)k2k3y2 − by1,

ẏ2 = y3,

ẏ3 = a(c− 1)y2

− 2y1y2+(k
2
2+k23)y

3
2+2k2k3(y2−by2+ay2+y3)y2

2k22

−(a+ 1)y3 + ak2v. (26)

此形式的第一和第三个方程仍相当繁复, 引入标量

输入 v 为 

v =
−1

ak2

[
a(c− 1)y2 −

2y1y2 + (k22 + k23)y
3
2

2k22

− 2k2k3 (y2 − by2 + ay2 + y3) y2
2k22

− (a+ 1)y3 − v0

]
, (27)

k3 = 0同时选取  , 系统 (26)简化为 

ẏ1 =
1

2
(2a− b)k22y

2
2 − by1,

ẏ2 = y3,

ẏ3 = v0. (28)

(z1, z2, z3)
T = ω(y)

为符合系统 (4)的形式要求, 再取状态变换 z =

 ,
 

z1 =
2y1

(2a− b)k22
,

z2 = y2,

z3 = y3, (29)

系统成为 

ż1 = z22 − bz1,

ż2 = z3,

ż3 = v0, (30)

k3 = 0

x z = T (x)

满足了系统 (4)的形式. 可验证至此所作的状态变

换均为微分同胚变换, 综合上述变换以及   ,

由原始状态  表示的状态变换  如下: 

z1 =
2ax3 − x2

1

2a− b
,

z2 = x1,

z3 = −ax1 + ax2, (31)

x = T−1(z)逆变换  为
 

x1 = z2,

x2 = z2 +
z3
a
,

x3 =
(2a− b)z1 + z22

2a
. (32)

Lorenz系统 (1)在状态 z下表示为 

ż1 = z22 − bz1,

ż2 = z3,

ż3 = a(c− 1)z2 − (a+ 1)z3 −
(2a− b)

2
z1z2 −

1
2
z32

= a(a+ c)x1 − a(a+ 1)x2 − ax1x3. (33)
 

4   单输入非线性系统生成 Lorenz混沌

Shimizu-Morioka系统是 Shimizu和 Morioka

于 1980年提出的著名混沌系统 [23], Finance系统

则是反映了金融政策与经济增长之间关系的混沌

系统. 本节对受控 Shimizu-Morioka系统和 Finance

系统, 设计状态变换和单输入反馈, 分别实现混沌

反控制生成 Lorenz混沌和广义同步到 Lorenz混沌. 
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4.1    Shimizu-Morioka 系统生成Lorenz 混沌

受控 Shimizu-Morioka系统的形式如下 [23]:
 

ζ̇1 = ζ2, ζ̇2 = (1− ζ3)ζ1 − αζ2 + u,

ζ̇3 = ζ21 − βζ3, (34)

ζ = (ζ1, ζ2, ζ3)
T α β

β β = b

其中  是系统状态,   和  为参数, 要

求  与系统中的 b 相等, 即  , u 是标量输入.

θ = (θ1, θ2, θ3)
T =

τ (ζ)

系统 (34)做线性状态变换  

 ,
 

θ1 = ζ3, θ2 = ζ1, θ3 = ζ2. (35)

θ以  为状态, 系统方程表示为
 

θ̇1 = θ22 − βθ1, θ̇2 = θ3, θ̇3 = (1− θ1)θ2 − αθ3 + u,
(36)

再做状态反馈
 

u = −(1− θ1)θ2 + αθ3 + u0,

u0 = a(c− 1)θ2 − (a+ 1)θ3 −
(2a− b)

2
θ1θ2 −

1
2
θ32

= a(c− 1)ζ1 − (a+ 1)ζ2 −
(2a− b)

2
ζ1ζ3 −

1
2
ζ31 .

(37)

β = b同时考虑到  , 系统方程成为
 

θ̇1 = θ22 − bθ1, θ̇2 = θ3,

θ̇3 = a(c− 1)θ2 − (a+ 1)θ3 −
(2a− b)

2
θ1θ2 −

1
2
θ32,

(38)

z = T (x)

T−1(τ (ζ))

该系统与经状态变换  的 Lorenz系统 (33)

具有相同形式. 所以, 对受控 Shimizu-Morioka系

统 (34), 利用反馈 (37)和状态变换  将生

成 Lorenz混沌.

a = 10 b = 8/3 c = 30

图 1给出了 Lorenz系统 (1)的轨迹, 参数为

 ,    ,    , 初值选取 x1(t0)  =  2,

x2(t0) = 2, x3(t0) = 2. 图 2给出了受控 Shimizu-

α = 0.75 β = 8/3

ζ(t0) = τ
−1(T (x(t0)))

ζ1(t0)=2 ζ2(t0)=0 ζ3(t0)= 2.076923076923

T−1(τ (ζ))

Morioka系统 (34)在反馈 (37)作用下的轨迹, 参

数为   ,    , 初值由 Lorenz系统的初

值计算得到 , 即     , 实际上

 ,   ,   . 图 3

为受控 Shimizu-Morioka系统标量输入 u 的曲线.

图 4对图 2所示受控 Shimizu-Morioka系统轨迹

做了状态变换  , 生成的轨迹与图 1一致,

表明混沌反控制生成了 Lorenz混沌.
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图 1    Lorenz系统轨迹

Fig. 1. Trajectory of the Lorenz system. 
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图 2    受控 Shimizu-Morioka系统轨迹

Fig. 2. Trajectory of the controlled Shimizu-Morioka system. 
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图 3    受控 Shimizu-Morioka系统的标量控制输入

Fig. 3. Scale control input for the controlled Shimizu-Mori-

oka system. 
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T−1(τ (ζ))图  4    经状态变换   受控 Shimizu-Morioka系统

轨迹
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Fig. 4. Trajectory of  the  controlled  Shimizu-Morioka   sys-

tem via the state transformation   .
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4.2    Finance 系统生成 Lorenz 混沌

Finance系统具有可相互等价转换的两种系统

方程形式, 本文选取的形式如下 [24]: 

ζ̇1 =

(
1

β
− α

)
ζ1 + ζ1ζ2 + ζ3,

ζ̇2 = −ζ21 − βζ2, ζ̇3 = −ζ1 − γζ3 + u, (39)

ζ = (ζ1, ζ2, ζ3)
T α β γ

β

其中  是状态变量;   ,   和  为参数,

要求  与系统中的 b 等值; u 是标量输入.

t0 x(t0) ζ(t0)

受控 Finance系统到 Lorenz混沌的广义同步

定义为: 设 Lorenz系统 (1)与系统 (39)在初始时

刻  状态分别为  和  , 对系统 (39)施加状

态反馈 

u = u(x, ζ, t), (40)

ζ x其中 t 为时间,   和  状态分别做变换 

θ = τ (ζ), z = T (x), (41)

使得系统 (39)与系统 (1)的轨迹, 按下式的意义渐

进地趋于一致 

lim
t→+∞

∥τ (ζ(t))− T (x(t))∥ = 0, (42)

∥·∥这里  表示了欧氏空间中向量的 2-范数.

θ=(θ1, θ2, θ3)
T=

τ (ζ)

受控 Finance系统做状态变换 

 , 

θ1 = −ζ2, θ2 = ζ1,

θ3 =

(
1

β
− α

)
ζ1 + ζ1ζ2 + ζ3, (43)

ζ = τ−1(θ)对应的逆变换为  , 即
 

ζ1 = θ2, ζ2 = −θ1,

ζ3 = θ3 −
(
1

β
− α

)
θ2 + θ1θ2. (44)

θ  状态下系统方程组为 

θ̇1 = θ22 − βθ1, θ̇2 = θ3,

θ̇3 =

(
1

β
− α− γ

)
θ3 +

(
γ

β
− αγ − 1

)
θ2

+ (β − γ)θ1θ2 − θ1θ3 − θ32 + u

=

(
1

β
− α− γ

)[(
1

β
− α

)
ζ1 + ζ1ζ2 + ζ3

]
+

(
γ

β
− αγ − 1

)
ζ1 − (β − γ)ζ1ζ2

+

[(
1

β
− α

)
ζ1 + ζ1ζ2 + ζ3

]
ζ2 − ζ31 + u,

(45)

设计反馈 

u = −
(
1

β
− α− γ

)[(
1

β
− α

)
ζ1 + ζ1ζ2 + ζ3

]

−
(
γ

β
− αγ − 1

)
ζ1 + (β − γ)ζ1ζ2

−
[(

1

β
− α

)
ζ1 + ζ1ζ2 + ζ3

]
ζ2 + ζ31 + u0,

(46)

β = b由于  , 系统成为 

θ̇1 = θ22 − bθ1,

θ̇2 = θ3,

θ̇3 = u0, (47)

符合系统 (4)的形式要求.

ε = θ − z = (ε1, ε2, ε3)
T ε

考虑同步系统 (47)与系统 (33), 设两系统的

状态误差为  ,   动态为
 

ε̇1 = (θ2 + z2)ε2 − bε1,

ε̇2 = ε3,

ε̇3 = u0 − [a(a+ c)x1 − a(a+ 1)x2 − ax1x3] , (48)

做如下状态反馈 

u0 = a(a+ c)x1 − a(a+ 1)x2 − ax1x3 + u1, (49)

ε此时  动态为 

ε̇1 = (θ2 + z2)ε2 − bε1,

ε̇2 = ε3,

ε̇3 = u1. (50)

若取该系统的第二和第三个方程组成子系统 

ε̇2 = ε3, ε̇3 = u1, (51)

t > t1

ε2(t) = ε3(t) = 0 t > t1

ε̇1 = −bε1 b > 0

若在有限时间后 , 比如当时间   时镇定到

 , 则在  时系统 (50)的第一个

式子简化为  , 对于  的情况该式渐近

稳定, 从而系统 (50)渐近稳定, (42)式满足, 受控

Finance系统到 Lorenz混沌系统的广义同步可

实现.

对系统 (51)满足有限时间镇定的经典控制

器为 [29]
 

u1 = − sgn(ε2)
√
|ε2| − sgn(ε3)

√
|ε3|, (52)

sgn(·)

α = 0.001 β = 8/3 γ = 1.1 ζ1(t0) =

ζ2(t0) = −3.6 ζ3(t0) = 0.2

这里   为符号函数. 利用该控制器, 做广义同

步仿真. Lorenz系统参数和初值选取同前, 轨迹已

见于图 1. 图 5给出了受控 Finance系统的轨迹,

参数   ,    和   , 初值  

0.2,    ,    , 与 Lorenz系统
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ε1(t0) =

ε2(t0)=−1.8 ε3(t0)=

T−1(τ (ζ))

δ

存在初值不匹配 , 经计算误差系统初值  

1.523076923076923,   ,    –0.4452.

图 6为 Finance系统的标量输入 u 的曲线. 图 7对

图 5所示受控 Finance系统轨迹做状态变换

 , 生成的轨迹同步于图 1, 这被图 8中的

轨迹进一步验证, 该轨迹反映了图 1与图 7轨迹的

误差  , 其各分量均趋于 0, 图 8曲线不甚光滑, 其

原因是控制器 (52)非光滑. 仿真验证了广义同步

的实现.
 

5   结　论

本文研究了如何从受控 Shimizu-Morioka系统

和 Finance系统生成 Lorenz混沌的问题, 在方法

和结果上总结创新之处如下.

1)利用微分几何控制理论以及参数优选, 将

Lorenz混沌系统等价转换为某种下三角形式, 使

得该三阶系统中前两个方程形式较原 Lorenz系统

简化.

2)将单输入受控 Shimizu-Morioka混沌系统

以及受控 Finance混沌系统等价转换为下三角形

式的仿射非线性系统, 其前两个方程均与转换后

的 Lorenz系统的前两个方程一致, 揭示了三种不

同混沌系统内在具有一定程度的相似性.

3)利用上述相似性, 采用单输入实现了两种

异构受控混沌系统生成 Lorenz混沌, 即单输入受

控 Shimizu-Morioka系统混沌反控制到 Lorenz混

沌以及单输入受控 Finance系统到 Lorenz混沌的

广义同步.

此外, 单输入受控 Lorenz系统混沌反控制或

者广义同步到 Shimizu-Morioka混沌以及 Finance

混沌等问题虽未涉及, 利用本文给出的策略均可方

便地实现.
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Abstract

The problem of how to generate the Lorenz attractor from several nonlinear control systems is investigated

in  this  paper.  To  be  more  precise,  the  conversions  from  the  controlled  Shimizu-Morioka  system  and  the

controlled Finance system to the Lorenz system are achieved by using the differential geometric control theory.

For each case a scalar control input and a state transformation are proposed. The main approach of this paper

is to convert all of those three-order systems into so called lower triangular forms which all have the same first

two equations.  Thus converting the controlled Shimizu-Morioka system or the controlled Finance system into

the Lorenz attractor is feasible by choosing an appropriate scalar control input in the third equation of each of

the two control systems. To this end, firstly, in order to use the tools of the differential geometry we construct a

controlled  Lorenz  system  by  treating  the  vector  field  of  the  Lorenz  attractor  as  the  drift  vector  field  and

treating a linear vector field with three parameters as an input vector field. When those parameters are selected

in a special manner, the conditions under which the controlled Lorenz system can be equivalently transformed

into  the  lower  triangular  form  are  satisfied.  Secondly,  a  state  transformation,  through  which  the  controlled

Lorenz system can be described as a lower triangular form, is obtained by a method like Gaussian elimination

instead  of  solving  three  complicated  partial  differential  equations.  Employing  several  partial  state

transformations,  choosing  those  three  parameters  and  setting  a  scalar  control  input,  we  can  reduce  the

equations  of  the controlled Lorenz system into its  simplest  lower  triangular  form.  Thirdly,  through two state

transformations  designed  for  the  controlled  Shimizu-Morioka  system  and  the  controlled  Finance  system

respectively, the two control systems are converted into their lower triangular forms which are both similar to

that  of  the  Lorenz  system in  a  way  aforementioned.  A smooth  scalar  controller  is  given  to  achieve  the  anti-

control  from the controlled Shimizu-Morioka system to the Lorenz attractor  while  another  non-smooth scalar

controller  is  designed  to  realize  the  generalized  synchronization  from  the  controlled  Finance  system  to  the

Lorenz  system  no  matter  what  the  initial  values  of  the  two  systems  are.  Finally,  two  numerical  simulations

demonstrate the control schemes designed in this paper.
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