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(2018 年 10 月 16日收到; 2019 年 2 月 1日收到修改稿)

耦合 Duffing振子在检测强噪声中的微弱脉冲信号时具有可检测信噪比低等优点, 但目前检测模型还存

在系统性能与初始状态有关、只能工作在倍周期分岔状态等缺陷. 为此本文构建了一种能克服上述缺点的新

的微弱脉冲信号检测模型, 通过对两个 Duffing振子同时施加较大的恢复力和阻尼力耦合, 可使振子间产生

广义的“阱内失同步”现象, 基于这种现象可实现微弱脉冲信号的检测与恢复. 以信噪比改善和波形相似度为

衡量指标, 研究了周期策动力幅值与周期、耦合系数、计算步长、阻尼系数等参量对模型信号检测与波形恢

复效果的影响. 对方波、双指数脉冲和高斯导数脉冲进行检测和恢复的实验结果表明, 本文所构建的模型能

够在较低信噪比条件下有效地检测并恢复出高斯白噪声背景中的微弱脉冲信号 , 进而改善了现有的

Duffing振子对非周期脉冲信号的检测能力并扩展了其应用领域.
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1   引　言

在核爆炸电磁脉冲探测、闪电信号探测、电力

系统局部放电探测、静电放电探测等信号被动探测

研究领域, 信号通常具有单次、超宽带、低信噪比

等特点, 当进行远距离探测时信号的强度将会非常

微弱, 有可能淹没于强高斯噪声中, 此时采用常规

探测手段进行信号提取和事件识别较为困难.

近年来, 随着现代信号处理技术的发展, 逐渐

涌现出了一些适合微弱非周期脉冲信号探测的技

术和方法, 例如: Power-Law检测法 [1]、小波变换 [2]、

分数阶傅里叶变换 [3,4]、希尔伯特-黄变换 [5]、粒子滤

波降噪 [6]、高阶累积量降噪 [7] 等. 与这些方法相比,

混沌检测方法具有独特的优点, 例如可检测信噪比

更低 [8,9]、适用范围更广 [10−14] 等, 其原理是利用非

线性系统对参数摄动的敏感性和对噪声的不敏感

性, 通过系统相变或多个系统的耦合实现微弱信号

探测 [15,16].

自 1992年 Birx首次将混沌振子用于微弱信

号检测以来, 混沌振子检测理论得到了不断改进和

发展. 2006年, 李月等 [17] 首次提出了一种基于恢

复力耦合的 Duffing振子, 并应用该系统在高斯色

噪声背景中检测周期方波信号, 取得了一定的效

果. 2009年, Yuan等 [18] 通过观测 Duffing振子的

混沌程度来探测脑电图, 首次将混沌振子的检测范
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围从周期信号扩展到非周期信号. 之后越来越多的

学者利用 Duffing振子进行有关非周期脉冲信号

检测的研究. 2011年, 吴勇峰等 [19, 20] 发现脉冲信

号能激励恢复力耦合混沌振子运动轨迹间出现瞬

态同步突变现象, 并研究利用耦合 Duffing振子从

噪声背景中探测微弱局部放电信号 [21]. 2015年, 张

悦等 [22] 利用恢复力耦合 Duffing振子对微弱电磁

脉冲辐射信号进行远距离探测. 2015年, 曾喆昭等 [23]

使用广义时间尺度变换扩展了微弱脉冲信号的探

测频率范围 .  2016年 , 王晓东等 [24] 提出了一种

Duffing振子阻尼力耦合方法.

上述研究展现了混沌振子在微弱信号检测中

广阔的应用前景, 但是总的来说基于混沌振子的时

域微弱脉冲信号检测技术尚处于经验性的摸索阶

段, 其实用性模型迄今鲜见报道, 工程应用尚属空

白. 目前所提出的弱耦合 Duffing振子具有明显的

缺点, 如系统性能极大地依赖于系统初始状态、系

统只能工作在倍周期分岔状态下、无法恢复被测信

号的时域波形信息等. 为了解决这些问题, 本文对

传统 Duffing振子的耦合形式进行了改进, 通过对

阻尼力和恢复力同时施加耦合, 构建了一个强相互

作用的检测系统. 以信噪比改善和波形相似度为衡

量指标, 研究了策动力幅值与周期、耦合系数、计

算步长、阻尼系数等参量对模型信号检测与波形恢

复效果的影响. 以强高斯白噪声背景中的方波、双

指数脉冲、高斯导数脉冲为被测对象, 研究了强耦

合系统的信噪比检测阈值与时域波形恢复效果. 实

验结果表明该系统对初始状态不敏感, 可工作在任

何 相 态 ,  信 噪 比 改 善 (signal-to-noise  ratio

improvement, SNRI)可达 20 dB, 对时域脉冲幅

值和宽度的估计误差小于 5%. 该方法在闪电信号

探测、核爆炸电磁脉冲信号探测、局部放电探测、

静电放电探测等被动信号探测研究领域具有重要

的应用价值. 

2   弱耦合 Duffing振子及其特点

自 1918年 Duffing振子被应用于非线性动力

学领域以来, 已逐渐成为众多混沌系统模型中研究

和应用较为充分的模型之一 , 其中 Holmes型

Duffing振子的动力学方程为 

ẍ+ ξẋ− x+ x3 = F cos (t) , (1)

ξ −x+ x3

F cos (t)

ω = 1

式中   为阻尼系数 ,    为非线性恢复力 ,

 为周期策动力, F 为策动力幅值. (1)式是

策动力角频率    rad/s时的情况, 为了方便对

任意频率的信号进行检测, 通常对 (1)式进行时间

尺度变换, 在不改变其离散数值的情况下, 将其在

时间尺度上进行压缩或放大, 方程性质并不改变 [24].

t = ωτ x (t) = x (ωτ) ẋ (t) =
dx (t)
dt

=

1

ω

dx (ωτ)
dτ

, ẍ (t) =
1

ω2

d2x (wτ)
dτ2

设  , 则有  ,  

 .

τ将广义时间变量   换为 t, 代入方程 (1)并整

理, 得
 

ẍ+ ωξẋ− ω2
(
x− x3

)
= ω2F cos (ωt) . (2)

ω

经过时间尺度变换后方程 (2)的激励角频率由

1 rad/s变成了   , 因此可以适应外界不同频率的

周期信号.

2011年, 吴勇峰等 [19] 基于 (1)式构造了一种

恢复力耦合的 Duffing振子,
  

ẍ1 + ξẋ1 − k (x1 − x2)− x1 + x3
1

= F cos (ωt) + s (t) + n (t) ,

ẍ2 + ξẋ2 − k (x2 − x1)− x2 + x3
2 = F cos (ωt) ,

(3)

其中 k 为耦合系数, 其数值表示耦合强度, 在该系

统中两振子的耦合强度保持一致; s(t)为待测脉冲

信号; n(t)为高斯白噪声. 待测脉冲信号 s(t)和噪

声 n(t)只加入到振子 1中. 该模型检测机理为“阱

间失同步”, 即微弱脉冲信号使处于倍周期振荡的

振子 1从某个势阱跃迁至另一个势阱, 由于耦合作

用很小, 微弱脉冲信号对振子 2几乎不起作用, 振

子 2保持原状, 依靠两振子的“阱间失同步”和混沌

振子对噪声极强的免疫力检测微弱脉冲信号. 增大

系统耦合系数后, 两振子产生同步的跃迁, 性能不

但没有改善, 反而导致检测失败.

上述基于恢复力耦合的 Duffing振子虽然可

以实现–10 dB以下信噪比的微弱脉冲信号检测,

但检测原理决定了其存在以下的固有缺陷: 系统初

始状态不同, 对正脉冲和负脉冲产生瞬态同步突变

的能力不同; 系统只能工作在倍周期分岔状态下,

在混沌态和大尺度周期态时将会失效; 对微弱脉冲

的幅值、宽度等信息不敏感, 无法恢复被测信号的

时域波形. 由于其耦合系数较小, 本文称其为弱耦

合 Duffing振子.
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3   强耦合 Duffing振子
 

3.1    强耦合Duffing 振子方程及其数值求解

为了解决上述弱耦合 Duffing振子存在的各

种问题, 本文结合时间尺度变换构造了一种新的强

耦合 Duffing振子模型:  

ẍ1 + ωξẋ1 + ω2ξk (x1 − x2)

+ ωk (ẋ1 − ẋ2)− ω2(x1 − x3
1)

= ω2 [F cos (ωt) + s (t) + n (t)] ,

ẍ2 + ωξẋ2 + ω2ξk (x2 − x1)

+ ωk (ẋ2 − ẋ1)− ω2(x2 − x3
2)

= ω2F cos (ωt)

(4)

(x1 − x2) (ẋ1 − ẋ2)

ξ

式中  为恢复力耦合项;   为阻尼力

耦合项; k 为耦合系数, 即恢复力耦合系数和阻尼

力耦合系数均为 k;   与 (1)式含义相同, 为阻尼系数.

非线性常微分方程 (4)没有解析解, 常用的数

值解法是龙格-库塔 (Runge-Kutta, RK)法, 本文

使用 MATLAB中求解微分方程的函数 ode45对

其进行求解, 该函数是一种解决刚性问题的变步长

数值解法, 采用四阶 RK算法提供候选解, 五阶

RK算法控制误差, 整体截断误差为 h5, 求解过程

中的步长 h、相对误差、绝对误差等参量可以自行

设定 [25]. 

3.2    强耦合 Duffing 振子检测原理

强耦合 Duffing振子检测原理为广义的“阱内

失同步”, 即通过较大的“恢复力”和“阻尼力”的共

同耦合, 使得脉冲对振子 1的作用可以同时作用在

振子 2上, 并且使得两振子在脉冲作用下的“瞬时

突变”方向不同, 这样通过比较两振子相轨迹的差

异, 即可对脉冲进行检测. “阱内失同步”是指两振

子在倍周期状态下处于同一势阱时的同步受到破

坏; 广义的“阱内失同步”, 是指两个振子在倍周

期、混沌、大尺度周期等各种状态下的同步受到破

坏 . 基 于 广 义 “阱 内 失 同 步 ”原 理 的 强 耦 合

Duffing振子从根本上克服了弱耦合模型“阱间失

同步”检测方法的缺陷.

ξ

下面对强耦合 Duffing振子的检测原理进行

详细分析. 首先对单振子的动力学行为进行分析,

振子有 1个鞍点 (0,  0)和两个中心点 (1,  0)和

(–1, 0), 其阻尼系数   一般为正的常数. 当周期策

动力为 0时, Duffing振子相平面运动轨迹将在阻

尼力的作用下以螺旋形式趋于两个中心点之一, 初

始条件决定了趋于哪个中心点; 当周期策动力幅

值 F 逐渐增大时, 其运动轨迹围绕某个中心点做

线性振荡, 频率与策动力频率相同; 继续增大 F 值,

振荡运动出现分频, 频率为策动力频率的有理数

倍, 轨迹出现倍周期分岔; 当 F 再增加超过某一阈

值后, 轨迹将从原来的中心点进入到另一个中心点

做倍周期振荡, 也可能从新的中心点跳回原中心

点, 这种振荡和来回跃迁极难重复, 便称之为混沌;

当 F 进一步增加超过某一阈值后, Duffing振子被

周期策动力所主导, 系统在外轨进行大尺度周期

振荡.

在周期策动力上施加脉冲信号 s(t)和噪声

n(t)后, 将有可能打破系统原有的运动状态. 若脉

冲信号 s(t)在 Duffing振子固有谐振频率处的能

量足够大, 就能够使相轨迹发生改变. 文献 [23]从

频域对冲击信号能谱、谐振频率与相轨迹变化三者

的关系进行了定量描述. 从时域角度看, 当脉冲信

号的宽度与振荡的周期可比拟并且脉冲强度足够

大时, 即可使振子轨迹发生较大的改变, 并且脉冲

强度越大, 轨迹突变程度越大, 当脉冲信号 s(t)消

失后, 轨迹又能很快恢复初始状态. 一定强度下随

机变化的噪声 n(t)具有各个频率分量, 不同频率

分量的扰动会使振子偏离共振态, 但在谐振频率处

的能量不足以使状态发生跃迁或轨迹发生大的改

变, 只能在轨迹上留下一些粗糙的痕迹. 因此, 通

过构造两个同步的耦合振子 , 并使得脉冲信号

s(t)在振子中产生的轨迹“失同步”, 就可以通过检

测这种“失同步”实现对 s(t)的检测, 并通过失同步

的程度估计 s(t)的波形参数.

F cos (ωt)

μs

ẋ1, ẋ2

ẋ1 ẋ2

(4)式的强耦合 Duffing振子即可满足这种要

求, 下面通过数值计算对其检测原理做进一步说

明. 在振子 1内置周期策动力   上叠加三

角脉冲 s(t)和零均值高斯白噪声 n(t), 信噪比设为

–10 dB, 如图 1(a)所示, 三角脉冲的幅值为 0.63,

上升沿与下降沿相等, 均为 0.5   . 使用龙格-库塔

法对强耦合 Duffing振子微分方程进行求解 , 从

图 1(c)和图 1(d)振子 1, 2的相图可以看出, 脉冲

信号 s(t)在两个相图中均引起了瞬时突变, 振子

1的圆形振荡轨道向右上方突变, 振子 2轨道向右

下方突变. 这说明在脉冲信号 s(t)的作用下, 系统

变量 x1, x2 同时增大的瞬间, 变量  一个增大,

一个减小. 从  与  的时域图 1(e)和图 1(f)也可
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ẋ1

F cos (ωt)

ẋ2

ẋ1 ẋ2

以看出,    在脉冲信号 s(t)到来的时刻产生了叠

加于由周期策动力  产生的正弦波之上的

正极性脉冲,    在几乎同一时刻产生了负极性脉

冲. 这样, 利用  和  的差值, 即可将相位相同的

正弦波抵消, 检测出脉冲信号, 结果如图 1(b)所

示. 比较图 1(b)的检测结果和图 1(a)的输入信号

可以看出, 强耦合 Duffing振子在检测输入脉冲信

号的同时, 较大程度上保留了信号的时域信息, 据

此可以对输入信号的脉宽、幅值等参数进行估计.
 

4   强耦合Duffing振子参数对性能影响

强耦合 Duffing振子系统的参数取值、计算步

长等对系统的检测效果均有可能产生影响, 本节通

过对这些因素的分析, 为系统优化提供理论依据.

这里使用波形相似度与信噪比改善两个指标

衡量系统探测效能. 波形相似度 (也称皮尔逊相关

系数)可以从时域反映两个波形的相似程度, 其定

义为
 

r =

∑n

i=1
(xi − x̄) (yi − ȳ)√∑n

i=1
(xi − x̄)

2
∑n

i=1
(yi − ȳ)

2
, (5)

x̄

ȳ

式中 xi 为输入信号数列, yi 为输出信号数列,   为

数列 xi 的均值,    为数列 yi 的均值, r 为两个波形

对应数列 x 和 y 的相关系数, 取值范围为 [–1, 1],

r 越大表明正相关程度越高, r = 1时两个波形完
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图 1    强耦合 Duffing振子检测微弱脉冲信号　(a)输入信号; (b)输出信号; (c)振子 1相图; (d)振子 2相图; (e)变量   时域图;

(f)变量   时域图

ẋ1 ẋ2

Fig. 1. Detection of weak pulse signal using the strongly coupled Duffing oscillators: (a) Input signal; (b) output signal; (c) phase

space of oscillator 1 and (d) oscillator 2; (e) time domain diagram of variable    and (f)   . 
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全相似.

信噪比改善即检测系统输出信噪比与输入信

噪比的差值, 

SNRI = SNRo − SNRi, (6)

式中 SNRo 为输出信噪比, SNRi 为输入信噪比. 脉

冲信号的信噪比定义为 

SNR = 10 log
[
a2/ (4D)

]
, (7)

x1 = x2 = 1.4 y1 = y2 = 4

式中 a 为脉冲信号 s(t)的幅值, D 为噪声方差. 系

统变量初始值默认为   ,    ,

初始值的选取原则是尽量减小检测结果开始阶段

的振荡. 当对系统某个参数进行分析时, 该参数的

取值位于某个区间内, 其他参数取默认值, 如表 1

所列. 

4.1    周期驱动力幅值 F (系统相态)

在使用固定计算步长并合理设置系统参数后,

通过逐步增加驱动力幅值 F, 系统将出现周期振

荡、分岔、混沌和大尺度周期等不同相态 [26]. 下面

分析系统处于不同相态时的信噪比改善与波形相

似度情况.

0 < F < 0.467

0.467 < F < 0.504

0.505 < F < 1.142

1.143 < F ⩽ 2

首先分析 Duffing系统相态的变化区间, 当无

被测信号时, 两振子完全同步. Duffing振子随参

数 F 在区间 [0, 2]内变化的分岔图如图 2所示. 当

F = 0时, 系统轨线将最终停在其中一个焦点; 当

 时, 相点围绕其中一个焦点或另一个

焦点做周期振荡; 当   时, 系统轨

线将出现分岔, 相点围绕焦点做倍周期振荡; 当

 时, 系统产生 Smale马蹄意义下

的混沌运动; 当  时, 系统进入大尺度

周期运动状态. 系统相态在分界点处可能会存在小

的过渡区间 [27], 这里暂不讨论. 其中混沌相态判别

使用 Lyapunov指数法, 当最大 Lyapunov指数大

于 0, 且三个 Lyapunov指数之和小于 0时, 系统

为混沌态. Lyapunov指数计算使用 Jacobi算法 [28].

μs

μs

接下来观察强耦合 Duffing振子在不同相态

时检测微弱高斯脉冲信号的情况. 选取前沿 5.5   ,

半高宽 5   的高斯脉冲作为被测信号:
 

s (t) = A · e
−
(

t−b
c

)2

, (8)

其中 A = 0.632, b = 0, c = 3 × 10–6. 设定噪声方

差 D = 0.1, Duffing系统输入信号信噪比为 0 dB,

主要原因是为了保证能检测出该信号, 方便研究

Duffing振子参数与检测性能的关系, 从而为参数

优化提供依据, 而非以检测为目的. 本节数值仿真

实验均采用此信号作为被测信号.

0 ⩽ F ⩽ 2

100次实验的信噪比改善 SNRI均值 (及均方

差)和波形相似度 r 均值与驱动力幅值 F 的关系如

图 3所示. 由图中可见 SNRI在   的整个

范围内均能达到 19.2 dB以上且曲线较为平坦, 这

 

表 1    强耦合 Duffing振子各参数取值区间与默认值
Table 1.    Values range  and  default  values  of  para-

meters in strongly coupled Duffing oscillators.

参数 取值区间 默认值

F [0, 2] 0.2

ω rad · s−1  / [1 × 105, 5 × 107] 5 × 106

k [10–1, 103] 10

ξ [10–2, 102] 0.7

计算步长/ns [20, 1] 1
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图 2    Duffing振子随参数 F 变化的分岔图

Fig. 2. Bifurcation diagram of Duffing oscillator with para-

meter F. 
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Fig. 3. SNRI  and  r  versus the  periodic  driving  force   amp-

litude F (states of phase-space). 
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表明 Duffing振子相态的变化对微弱脉冲信号检

测影响不大. 该特性对探测大动态范围的信号是非

常有利的, 因为当输入信号的强度相对驱动力幅值

变化较大时, 有可能会引起系统的相变, 若在不同

相态时系统 SNRI变化较大, 则会影响系统的稳定

性. 检测系统处于不同相态时输出信号与被测信

号 s(t)的波形相似度均大于 97%, 表明在系统的各

个相态, 波形的时域特征恢复情况也是比较好的.

另外, 对系统初始值引起的相态变化也进行了

研究, 得到的结果与上述结论相似, 这说明强耦合

Duffing振子在实际使用时几乎不受初始值的限制. 

ω4.2    驱动力周期 

ω

ω

驱动力周期  是在 Duffing方程时间尺度变换

时引入的, 目的是为了便于检测各种不同频率的周

期信号. 在检测具有宽带特性的脉冲信号时, 若仅

凭对脉冲信号的频谱分析结果, 依据信号能量频率

上限设置  , 检测结果往往不理想.

1× 105 rad/s ⩽
ω ⩽ 5× 107 rad/s

5× 106 rad/s ⩽ ω ⩽ 9× 106 rad/s

ω

下面对该参数的设置进行分析, 首先设定系统

其他参数与初始值为默认值. 计算  

 时系统的信噪比改善 SNRI与波

形相似度 r, 统计结果如图 4所示 (实验次数

100次). 可见 SNRI最优的频点是 1 × 106 rad/s,

对应频率 0.16 MHz, 这与信号能量频率上限相对

应 ,  但 波 形 相 似 度 最 优 时 的 频 率 范 围 是

 . 时域信号检测系

统往往更加注重波形相似度的要求,   的选择首先

考虑提高波形相似度, 其次再考虑提高信噪比改

善, 否则波形的畸变较为严重. 所以, 驱动力周期

的设置需要根据不同信号的时域特性来决定. 仿真

ω = 5×
106

结果显示 , 针对 (8)式的高斯脉冲 , 设置  

  rad/s是较为合适的 (大于信号能量频率上限). 

4.3    耦合系数 k

10−1 ⩽ k ⩽ 103

耦合系数的作用在于将被测信号 s(t)对振子 1

的作用耦合到振子 2中去. 由该模型的检测机理可

知, 耦合系数越大, 检测效果和波形恢复效果越好.

当耦合系数 k = 0时, 两振子之间不存在耦合作

用. 当 0 < k < 1时, 两振子间的耦合属于弱耦合,

被测脉冲信号在振子 1中引起的突变难以耦合到

振子 2中, 以至于变量差分后的结果几乎被噪声淹

没, 检测失效; 当 1 < k < 10时, 振子耦合强度逐

渐增大, 振子 2因 s(t)产生的突变也逐步增大, 信

噪比改善逐渐提高, 波形相似度也逐渐达到最优;

当 k > 10时, 耦合系数的影响趋于固定. 设定系统

其他参数与初始值 , 在   的范围内 ,

系统的信噪比增益 SNRI与波形相似度 r 在

100次实验时的统计值如图 5所示. 

ξ4.4    阻尼系数 

(0 < ξ < 0.1)

(0.1 < ξ < 1)

(ξ > 1)

ξ

设定系统其他参数与初始值, 对系统相图进行

分析, 结果显示, 在小阻尼系数时  , 系

统的相态会经历大尺度周期、混沌、分岔等不同状

态的变化, 这时虽然系统对噪声的抑制能力较强,

但 SNRI分散程度较大, 波形有所失真. 中等阻尼

系数时  , 系统始终处于周期振荡状态,

脉冲引起的振子同步突变较为规则, 波形相似度很

高, 同时信噪比改善也较好. 大阻尼系数时  ,

系统逐渐脱离周期振荡状态, 不再具有 Duffing方

程的属性, 波形检测失效. 信噪比改善 SNRI和波

形相似度 r 与阻尼系数  的关系如图 6所示.
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Fig. 5. SNRI and r versus the coupling coefficient k. 
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4.5    计算步长

计算步长在很大程度上决定了计算的精度, 计

算步长越小计算精度越高, 但同时计算量越大. 下

面利用不同的计算步长对 Duffing方程进行求解,

以观察计算步长对检测效果的影响. 设定计算步长

分别 20, 10, 5, 2, 1 ns, 则输入信号采样率对应为

50, 100, 200, 500, 1000 MHz. 100次实验检测结

果的 SNRI和波形相似度 r 统计值与计算步长的

关系如图 7所示, SNRI和 r 均随着计算步长减小

而增加, 这与前面的分析一致. 所以在 Duffing系

统运算能力允许时, 应尽可能采用较小的计算步

长 (较高的采样率). 

5   仿真实验研究
 

5.1    微弱脉冲信号检测

在前面强耦合 Duffing振子原理与参数分析

的过程中, 分别使用了三角脉冲和高斯脉冲作为被

检测波形, 分析结果显示输出信噪比得到了有效改

善, 波形相似度也很高. 下面利用强耦合 Duffing

振子对三种波形信号进行不同信噪比条件下的检

测. 其中,

检测概率 =
检测成功的次数

总次数
× 100%  .

检测成功的判据为: 输出信号脉冲幅度 a 大

于 5倍噪声均方差 (输出信号信噪比大于 7.96 dB).

设置该判据的原因在于, 在标准正态分布中, 样本

大于 5s 的概率为 2.85 × 10–6, 即一百万个数据点

会有 2.85个误判. 假设一次事件包含 104 个数据

点, 那么对事件的误判率将小于 3%, 实践证明该

判据用于脉冲检测是一种可靠的判据.

根据第 4节的分析结果, 检测不同时域特征脉

冲信号时需要设置不同的振子参数, 三种被测信号

的波形特征及部分参数如表 2所列, 其他参数取

表 1中默认值, 系统初始值同样取默认值.

背景固定为方差 0.1的高斯白噪声, 通过调节

脉冲信号幅度 a, 将输入信噪比设置在区间 [–20,

–10] dB, 间隔 1 dB, 100次实验的检测概率和波形

相似度均值如表 3所列. 可以看出, 三种波形的检

测概率和波形相似度同时大于 0.9的输入信噪比

门限分别为–15, –12和–16 dB. 

5.2    微弱脉冲信号参数估计

so (t) = ẋ1 − ẋ2

So (t)

强耦合 Duffing振子对目标信号的检测是基

于时域的, 由于检测结果  与目标信

号 s(t)在时域具有良好的波形相似度, 因此可通过

直接测量   来估计目标信号 s(t)的时域特征.

以三种波形的检测概率和波形相似度同时大于

0.9时的输入信噪比 (即–15, –12, –16 dB)作为检

测门限, 采用一阶矩估计法分别估计脉冲幅值和宽

 

表 2    波形特征及部分振子参数
Table 2.    Waveform characteristics  and  partial   os-

cillator parameters.

脉冲类型 波形时域特征 Duffing振子参数

方波
上升时间0.1 ms ω = 50   rad/s

半高宽1 s 计算步长0.1 ms

双指数脉冲
μs上升时间3  ω = 5× 105   rad/s

μs半高宽25  计算步长10 ns

高斯导数脉冲
μs上升时间1.5  ω = 4× 106   rad/s

μs峰峰宽1.45  计算步长1 ns
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ξ图 6    SNRI和 r 与阻尼系数   的关系

ξFig. 6. SNRI and r versus the damping coefficient   . 

 

9.19

12.7

15.6

19.8

22.6
0.93

0.96
0.98

0.99

22 20 18 16 14 12 10 8 6 4 2 0
0

5

10

15

20

25

30

 SNRI
 r

计算步长/ns

S
N

R
I/

d
B

0.7

0.8

0.9

1.0

r

图 7    SNRI和 r 与不同计算步长的关系

Fig. 7. SNRI and r versus different calculation steps. 
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误差 =
估计值−真实值

真实值
× 100%

度的均值, 并计算估计值的误差和均方误差. 估计

前先选取 100个样本对模型进行训练, 随后对另

100个测量样本进行参数估计. 估计结果列于表

4和表 5, 其中  , 均

方误差 (MSE)为
 

MSE =
1

N

∑N

t=1
(so (t)− ŝo (t))

2
, (9)

so (t) ŝo (t)其中   为检测结果的单次测量值,    为估计

值, N 为样本数量.

对脉冲幅值和宽度的估计结果表明, 在信噪比

门限之上, 强耦合 Duffing振子对脉冲波形的恢复

表 3    强耦合 Duffing振子检测结果
Table 3.    Detection results of strongly coupled Duffing oscillators.

脉冲类型 输入信噪比/dB –20 –19 –18 –17 –16 –15 –14 –13 –12 –11 –10

方波
检测概率/% 14.0 21.5 41.5 60.5 78.0 91.5 99.0 100 100 100 100

波形相似度r 0.88 0.90 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.97 0.98 0.98

双指数脉冲
检测概率/% 0.5 4.5 5.5 10.0 23.5 51.0 67.5 87.5 95.5 100 100

波形相似度r 0.67 0.71 0.74 0.78 0.81 0.84 0.86 0.88 0.90 0.91 0.92

高斯导数脉冲
检测概率/% 37.5 55.0 73.0 86.5 94.0 99.5 100 100 100 100 100

波形相似度r 0.85 0.87 0.88 0.89 0.90 0.91 0.92 0.92 0.93 0.93 0.93

表 4    脉冲信号幅值估计结果
Table 4.    Estimation results of pulse signals amplitude.

脉冲类型 输入信噪比/dB –16 –15 –14 –13 –12 –11 –10

方波

真实值 — 0.1125 0.1262 0.1416 0.1589 0.1783 0.2000

估计值 — 0.1114 0.1304 0.1375 0.1641 0.1761 0.1943

误差/% — –0.98 3.34 –2.90 3.29 –1.24 –2.85

MSE/10–4 — 1.26 1.43 0.75 2.04 1.23 2.49

双指数脉冲

真实值 — — — — 0.1589 0.1783 0.2000

估计值 — — — — 0.1586 0.1773 0.2032

误差/% — — — — –0.16 –0.55 1.62

MSE/10–4 — — — — 2.79 6.43 5.03

高斯导数脉冲

真实值 0.1002 0.1125 0.1262 0.1416 0.1589 0.1783 0.2000

估计值 0.1039 0.1180 0.1297 0.1423 0.1595 0.1807 0.1960

误差/% 3.74 4.93 2.78 0.52 0.41 1.35 –2.02

MSE/10–4 0.29 0.89 0.79 1.60 0.82 1.46 0.71

表 5    脉冲信号宽度估计结果
Table 5.    Estimation results of pulse signals width.

脉冲类型 输入信噪比/dB –16 –15 –14 –13 –12 –11 –10

方波

真实值/s — 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

估计值/s — 1.0011 0.9988 0.9941 0.9984 0.9972 0.9986

误差/% — 0.11 –0.12 –0.59 –0.16 –0.28 –0.14

MSE/10–4 — 1.40 1.11 0.57 0.13 0.56 0.45

双指数脉冲

μs真实值/ — — — — 25 25 25

μs估计值/ — — — — 25.22 24.79 24.68

误差/% — — — — 0.89 –0.84 –1.27

MSE — — — — 15.8 3.8 7.7

高斯导数脉冲

μs真实值/ 1.45 1.45 1.45 1.45 1.45 1.45 1.45

μs估计值/ 1.38 1.52 1.52 1.47 1.48 1.52 1.46

误差/% –5.02 4.99 4.61 1.43 2.37 4.49 0.34

MSE 0.011 0.023 0.017 0.032 0.024 0.003 0.012
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效果较好, 误差基本在 5%以内, MSE表明结果的

一致性也很好. 图 8、图 9、图 10分别为三种脉冲

波形在各自信噪比检测门限处的恢复效果.

从三种波形的恢复效果可以看出: 噪声得到了

很好的抑制, 波形整体畸变较小, 幅值、脉宽等时

域信息均能在恢复结果中体现; 系统能够检测和恢

复正负交替的脉冲信号; 方波虽然恢复波形在前后

沿部分有所变缓, 但波形整体相似性较好, 尤其是

平顶部分基本没有畸变; 通过时间尺度变换后系统

可以检测和恢复从微秒级至秒级的脉冲信号, 表明

系统不受时间尺度的限制.
 

5.3    对比实验

下面对弱耦合 Duffing振子和强耦合 Duffing

振子的信号检测和波形恢复情况进行对比. 输入信

噪比–10, –12, –14和–16 dB的微弱高斯导数脉冲,

如图 11(a)所示. 实验结果表明, 两种方法的信噪

比检测门限都能达到–16 dB, 基本处于同一水平,
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图  8    检测信噪比 –15  dB的方波信号　 (a)输入信号 ;

(b)输出信号

Fig. 8. Detection of square wave signal with SNR of –15 dB:

(a) Input signal; (b) output signal. 
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图 9    检测信噪比–12 dB的双指数脉冲　(a)输入信号 ;

(b)输出信号

Fig. 9. Detection  of  double  exponential  pulse  with  SNR  of

–12 dB: (a)Input signal; (b) output signal. 
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图 10    检测信噪比–16 dB的高斯导数脉冲　(a)输入信

号; (b)输出信号

Fig. 10. Detection  of  Gaussian  derivative  pulse  with  SNR

–16 dB: (a) Input signal; (b) output signal. 

 

x
1
-
x
2

x
1
-
x
2








/µs

-20 -10 0 10 20

-0.5

0

0.5

-0.5

0

0.5

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

(c)

(b)

(a) 

图  11      对 比 实 验 结 果 　 (a)输 入 信 号 ;  (b)弱 耦 合

Duffing振子输出信号; (c)强耦合 Duffing振子输出信号

Fig. 11. Contrast experimental results: input signal (a); out-

put  signal  of  weakly  coupled  Duffing  oscillators  (b)  and

strongly coupled Duffing oscillators (c). 
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如图 11(b)和图 11(c)所示, 但强耦合 Duffing振

子对脉冲波形的恢复效果明显更好, 并且其稳定

性、一致性等要优于弱耦合 Duffing振子. 

6   结　论

本文提出了一种强耦合 Duffing振子的微弱

脉冲信号时域检测方法, 解决了弱耦合情况下探测

脉冲信号的一些固有缺陷. 该方法不仅能在高斯白

噪声背景中判断微弱脉冲信号的有无, 还可恢复信

号的一些时域信息. 本文工作的结论如下:

1)利用信噪比改善和波形相似度对强耦合

Duffing振子参数进行分析, 结果表明优化后系统

对微弱脉冲信号的信噪比增益可达 20 dB以上;

2)强耦合 Duffing振子处于任何相态时均可

工作, 具有可检测脉冲强度变化范围大、可检测脉

冲种类多、可检测正负交替的脉冲等特点;

3)该方法不受时间尺度的限制, 只需调节驱

动力周期, 即可检测不同时间尺度的脉冲信号;

4)由于该方法对系统初始状态不敏感, 因此

有利于执行分段并行计算, 这对脉冲信号的实时检

测应用非常重要.

该方法受计算步长的影响较大, 对采样率的要

求较高, 另外本文研究的背景噪声仅限高斯白噪

声, 其他噪声对系统检测性能的影响有待进一步

研究.
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Abstract

Pulse signal detection is widely used in nuclear explosion electromagnetic pulse detection, lightning signal

detection,  power  system  partial  discharge  detection,  electrostatic  discharge  detection,  and  other  fields.  The

signal  strength  becomes  weak  with  the  increase  of  the  detection  distance  and  may  be  submerged  in  strong

Gaussian noise for remote detection.  Therefore,  the detection and recovery of  the weak signals,  especially the

weak pulse signals, have important applications in signal processing area. Some methods have been reported to

detect and estimate weak pulse signals in strong background noise. Coupled Duffing oscillators are usually used

in  processing  periodic  signals,  though  it  is  still  in  an  exploration  stage  for  aperiodic  transient  signals.  There

remain some problems to be solved, for example, the system performance depends on some initial values, results

are  valid  only  for  the  period-doubling  bifurcation  state,  the  waveform  time  domain  information  cannot  be

accurately  estimated,  etc.  In  this  paper,  we explain  the  reasons  why there  exist  these  inherent  defects  in  the

current  weakly  coupled  Duffing  oscillators.  In  order  to  solve  the  above-mentioned  problems,  a  new  signal

detection and recovery model is constructed, which is characterized by coupling the restoring force and damping

force of the two oscillators simultaneously. A large coupling coefficient is applied to the two Duffing oscillators,

and a generalized “in-well out-of-synchronization”phenomenon arises between the oscillators which conduces to

detecting and recovering the weak pulse signals,  and also overcoming the defects mentioned above. Using the

metrics  of  signal-to-noise  ratio  improvement  (SNRI)  and  waveform  similarity,  the  effects  of  amplitude  and

period of periodic driving force, coupling coefficient, step size and damping coefficient on signal detection and

waveform recovery  are  studied.  Finally,  experiments  are  performed  to  detect  and  recover  the  following  three

kinds of pulses: square wave pulses, double exponential pulses, and Gaussian derivative pulses. The input SNR

thresholds of  these three waveforms are –15, –12, and –16 dB, respectively,  under the detection probabilities

and waveform similarity all being greater than 0.9 simultaneously. The maximum error of the pulse amplitude

and pulse  width  are  both  less  than 5% of  their  corresponding  true  values.  In  summary,  the  strongly  coupled

Duffing system has advantages of being able to operate in any phase-space state and being no longer limited by

the initial values. Especially, the time domain waveform of weak pulse signals can be well recovered in the low

SNR case, and the error and the minimum mean square error are both very low.
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