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权重函数对关联方程估计超声速混合层
波前方差精度的影响*

谢文科 1)    刘俊圣 1)    费家乐 1)    周全 2)    夏辉 1)†    

陈欣 1)    张盼 1)    彭一鸣 1)    于涛 1)

1) (中南大学物理与电子学院, 长沙　410083)

2) (国防科技大学前沿交叉学科学院, 长沙　410073)

(2018 年 12 月 25日收到; 2019 年 1 月 31日收到修改稿)

气动光学的研究中 , 关联方程 (linking equation)是关联湍流力学量与光学量的一个重要的方程 . 但是 ,

基于模型简化的关联方程在亚声速低速流场的应用中通常忽略权重函数对波前方差估计精度的影响. 本文

在纳米粒子示踪平面激光散射技术获得超声速混合层流场密度数据的基础上, 应用关联方程计算超声速混

合层的流向波前方差, 并进行误差分析. 结果表明: 基于关联方程估计的流向波前方差与直接对密度场的积

分计算结果具有较好的一致性; 在适当地定义相干长度、密度脉动协方差高斯模型近似的基础上, 分析了权

重函数对关联方程计算精度的影响, 指出了权重函数对关联方程在超声速流场密度高度相关区域中应用的

必要性. 研究的开展对于拓展关联方程在高速流场中的应用具有一定指导意义.
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1   引　言

气动光学是研究光波与窗口附近、非均匀薄层

湍流流场相互作用的学科. 由于湍流的随机性, 常

用出射光束波前的平均值、方差、相关函数和相干

长度等统计量来表征气动光学效应 [1,2]. 由于波前

方差可用来对上述其他统计量进行建模, 同时波前

方差值还可以用来计算光学传递函数、斯特尔比

等, 因此波前方差是气动光学统计建模首先要测量

的量之一 [3]. 早期的波前方差测量方法有直接光学

测量和间接流体测量两种, 前者包含阴影法、纹影

法、光学干涉法和哈特曼波前测量等. 显然, 直接

光学测量方法存在测试环境要求高、成本高等劣势;

后者是指 Sutton[4] 于 1985年提出的基于关联方程

的间接测量方法, 间接方法大大降低了测量环境要

求和成本, 因而在气动光学研究历史上具有重要

意义.

Hugo和 Jumper[5] 研究了关联方程在喷管出

口流速为 7 m/s的二维热射流流场中的适用性, 指

出了流场特征长度的合理定义对用关联方程计算

精度的影响. Tromuer等 [6] 基于大涡模拟的流场

数据, 讨论了在马赫数为 0.9的边界层流场应用关

联方程计算波前方差的适用性. Fitzgerald等 [7] 发

展了基于低速流气动光学波前方差实验数据外推

到高速流波前方差的工程模型. Yin等 [8] 基于关联

方程对亚音速机载气动光学效应进行了研究. 由于

实验技术的限制, 基于超声速流场和高超声速流场
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气动光学效应的研究较少 [9]. 因此, 开展关联方程

在高速复杂流场中应用的适应性研究和误差分析

工作具有现实理论和工程意义.

本文基于纳米粒子示踪平面激光散射 (nano-

particle-based  planar  laser  scattering,  NPLS)技

术实验测量了超声速混合层密度场分布, 计算、对

比了基于关联方程与直接对密度场积分的方法估

计波前相位方差和误差. 研究结果表明, 基于关联

方程的波前方差估计对于超声速混合层流场同样

适用, 估计误差主要来源于在使用简化了的关联方

程计算时, 是否考虑了权重函数的影响.
 

2   理论基础

由于气动光学流场的折射率脉动是微小量

(10–6), 且流场特征长度远大于传输光波长 [10,11], 因

此光束在流场中的传输可认为满足傍轴近似条件,

进而可认为光线在流场中的传输轨迹近似为直线

并忽略流场对振幅的衰减, 只需考虑非均匀流场对

相位的畸变效应 [12−14]. 因此, 光束沿 y 方向传输通

过折射率分布为 n(t, x, y)、厚度为 L 的流场后的

光程 (optical path length, OPL)为
 

OPL (t, x) =

∫ L

0

n (t, x, y) dy. (1)

光束孔径范围内任意 x 处光程差 (optical  path

difference, OPD)的方差为
 

σ2
OPD(∆L)xz=E[OPL (t, x, y)−E (OPL (t, x, y))]

2
,
(2)

E (OPL (t, x, y)) σ

KGD ρ′

其中   代表时间平均,    为方差. 对

于理想气体, 折射率 n 可通过 Gladstone-Dale常

数  与密度脉动量  关联,
 

n = 1 +KGDρ′. (3)

相位与光程差之间满足关系式
 

φ = k ·OPD, (4)

k = 2π/λ φ其中   , 为波数;    是相位. 由 (1)—(4)式

可得到任意 x 处的波前方差为
 

σ2
φ(∆L)xz = β2E


[∫ L

0

ρ′ (y) dy

]2
xz

, (5)

β = k ·KGD其中  . 进一步, 由 (5)式有
 

E

(∫ L

0

ρ′ (y) dy

)2


= E

[∫ L

0

ρ′ (y1) dy1
∫ L

0

ρ′ (y2) dy2

]

= E

[∫ L

0

∫ L

0

ρ′ (y1) ρ′ (y2) dy1dy2

]

=

∫ L

0

∫ L

0

E [ρ′ (y1) ρ′ (y2)] dy1dy2. (6)

统计理论中, 协方差函数的标准定义为 

COVρ′ (y1, y2) = E [(ρ (y1)− ρ̄ (y1)) (ρ (y2)− ρ̄ (y2))] .
(7)

由 (5)和 (6)式可以得到广义的关联方程 (linking

equation) 

σ2
φ (L) = β2

∫ L

0

∫ L

0

covρ′(y1, y2)dy1dy2. (8)

上述推导过程用到密度脉动均值为零的假设.

由 (7)式可见, 协方差函数的计算需要遍历测量光

路上所有点的密度脉动量, 因此基于 (8)式所示的

广义关联方程进行相位方差估计是一个特别耗时

的过程, 进而影响其实用性. 为此, 在实际应用中,

通常需要进一步对湍流做必要近似以简化协方差

函数的测量. 一种通常的做法是, 对湍流做均匀、

各向同性的近似假设. 基于湍流均匀、各向同性假

设理论, (8)式中的协方差函数可以拟合为指数函

数形式或高斯函数形式 

covρ′(y1, y2) = σ2
ρ′ exp

−

[(
y2 − y1

lρ

)2
]1/2 (9)

或 

covρ′(y1, y2) = σ2
ρ′ exp

{
−

[(
y2 − y1

lρ

)2
]}

, (10)

σ2
ρ′ lρ其中   为密度脉动方差,    是湍流密度脉动特征

长度. 相应地, 关联方程 (8)可以分别写成指数型 

σ2
φ (L) = 2β2

∫ L

0

σ2
ρ′ (y) lρ (y) dy (11)

或高斯型 

σ2
φ (L) =

√
πβ2

∫ L

0

σ2
ρ′ (y) lρ (y) dy. (12)

σ2
ρ′

(11)和 (12)式显示, 只需要测量光路上稀疏点处

的  值、合理定义相干长度即可计算相位方差值.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 68, No. 9 (2019)    094202

094202-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


σ2
ρ′这里体现了均匀假设条件下光路方向  的分层思

想. 本文采用的相干长度定义为 

Λ (y2) =
1

e

∫ ∞

−∞

covρ′(y1, y2)

ρ′1ρ′2
dy1. (13)

在此基础上, Havener等 [3] 进一步推导了包含

权重函数的指数型关联方程 

σ2
φ (L) = 2β2

∫ L

0

σ2
ρ′(y)lρ (y)W (y) dy (14)

或高斯型 

σ2
φ (L) =

√
πβ2

∫ L

0

σ2
ρ′(y)lρ (y)W (y) dy, (15)

其中, (14)和 (15)式中的权重函数可以分别表示为 

W (y) =


1− exp

(
−2y

lρ

)
(0 ⩽ y ⩽ L/2),

1−exp
(
−2 (L−y)

lρ

)
(L/2⩽y⩽L)

(16)

或 

W (y) =


Erf
(
2y

lρ

)
(0 ⩽ y ⩽ L/2),

Erf
(
2 (L− y)

lρ

)
(L/2 ⩽ y ⩽ L).

(17)

 

3   实验与结果
 

3.1    超声速混合层流场

本文基于 NPLS技术获得高分辨率超声速混

合层二维密度场分布. Yi等 [15] 对 NPLS和实验流

场装置已有详细的论述, 这里不再赘述.

实验测量的超声速混合层流场的对流马赫数

为 0.5, 其中两股来流的马赫数分别为 3.509和

1.400, 对应的来流速度分别是 654.7和 421.1 m/s,

属于中等可压缩流场. NPLS图像的像素尺寸为

1431 × 281, 单像素分辨率为 h = 0.16 mm, 入射

光波长 l = 1064 nm, 对应的 KGD = 2.195 × 10–4

m3/kg, 跨帧间隔为 15 ms, 样本总数为 50帧. 流向

为 x 正向, 光线传播方向为 y 正向.

NPLS技术拍摄的某时刻超声速混合层密度

场图像如图 1(a)所示. 图 1(b)则是对图 1(a)进行

去噪、对照明光源固有的空间不均匀性进行校正后

得到的流场密度分布图 [16,17]. 对比发现, 经过上述

过程处理后, 如图 1(a)圆圈内所示的大粒子噪声

得以去除, 照明光源的空间不均匀性也得到了较好

的校正. 

3.2    超声速混合层流场波前相位方差结果

基于上述参数, 分别采用 (8), (11)和 (12)式

计算流向波前相位方差分布, 如图 2所示.
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图 1    混合层流场图像　(a)原始图像; (b)噪声和背景光预处理后图像

Fig. 1. Image of mixing layer: (a) Original image; (b) image after pre-processing. 
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图 2    广义关联方程、指数型和高斯型关联方程计算的波

前方差

Fig. 2. Wave-front variance  calculated  by  generalized   link-

ing  equation,  exponential  linking  equation  and  Gaussian

linking equation. 
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从图 2可见, 密度脉动协方差函数基于指数模

型和高斯模型近似后的关联方程与广义关联方程

计算的流向波前相位方差分布具有较好的一致性,

且高斯模型近似的结果优于指数模型结果. 因此,

后续的计算及误差分析均只针对高斯模型近似下

的关联方程进行. 需要说明的是, 基于 (8)式的广

义关联方程与基于 (5)式的直接积分计算曲线完

全重合, 因此 (5)式的计算曲线未在图 2中给出. 

4   结果分析

如图 2所示, 曲线在 x/h = 800附近区域波前

方差估计误差较大. 根据本文第 2节的理论推导过

程, 这里主要考虑流场的权重函数对估计误差的影

响. 为此, 定义波前方差估计误差表达式 

 

Error (x) = β2

√√√√(√π
∫ L

0

σ2
ρ′ (y) lρ (y) dy −

∫ L

0

∫ L

0

covρ′(y1, y2)dy1dy2

)2

. (18)

基于高斯模型近似的关联方程计算的流向波前相位方差误差曲线如图 3所示. 另外, 根据统计学中的拟合

优度定义式 

R = 1−

√√√√√√
∑(

β2
∫ L

0

∫ L

0
covρ′(y1, y2)dy1dy2 −

√
πβ2

∫ L

0
σ2
ρ′ (y) lρ (y) dy

)2
∑(

β2
∫ L

0

∫ L

0
covρ′(y1, y2)dy1dy2

)2 (19)

 

计算出图 2中 (8)和 (12)式计算结果对应的两条

曲线的拟合优度为 0.8810.

流体力学中常应用脉动空间相关函数对流场

的尺度特性进行定量描述, 密度脉动空间相关函数

定义为 [18−20]
 

Rρ (x, y, δ (x) , δ (y))

=
⟨ρ′ (x, y, t) ρ′ (x+ δ (x) , y + δ (y) , t)⟩√
⟨ρ′2 (x, y)⟩

√
⟨ρ′2 (x+ δ (x) , y + δ (y))⟩

, (20)

(x, y) δ (x) δ (y)其中,   为选取的中心点坐标;   ,   为相

对于中心点的偏移量. 结合图 1和图 2, 选取坐标

为 (200, 148), (480, 140), (800, 112)和 (1000, 100)

中心点并计算了中心点附近区域的密度脉动相关

函数, 相应的等值线分布见图 4. 密度脉动特征长

度可以表征流场中的涡尺度大小. 根据文献 [21],

常将其定义为当相关函数值为最大值的 1/e时所

对应的流场尺度. 基于此, 计算出上述各中心点的

密度脉动特征长度的归一化值分别为 12,  44,

96和 112.

图 4(b)—(d)可见, 在流场的中、下游中心点

附近区域, 相关函数等值线呈倾斜近似椭圆形状,

这些倾斜的椭圆形状表示湍流大尺度结构的存

在 [22−24]. 同时从图 4可以看到, 随着流场逐渐向下

游发展, 密度脉动高度相关区域在逐渐扩大. 这是

由于混合层流场开始发展的初期产生涡量堆积, 失

稳之后产生大尺度结构卷起, 表征了该区域流场的

高度非均匀、非各向同性性.

由 (17)式可知, lr 与权重函数的计算密切相

关. 结合图 3选取了混合层流场中误差最大的点

x/h = 772、误差最小的点 x/h = 380和误差居中

的点 x/h = 932, 计算了 (17)式所示权重函数的

y 方向分布, 如图 5所示.

由图 5可见, 在 x/h = 772处, 权重函数偏离 1

的区域最多, 因此导致由于忽略权重函数的 (12)

式计算的相位方差误差也最大; 相反, x/h = 380

位置处权重函数偏离 1的区域最少, 因此在该位置
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图  3    高斯型关联方程和广义关联方程计算波前方差的

误差

Fig. 3. Errors of using gaussian linking equation and gener-

alized linking equation to calculate wave-front variance. 
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σ2
ρ′ (y) lρ (y)

σ2
ρ′ (y) lρ (y)W (y)

处 (12)式计算的波前方差误差值最小. 进一步, 给

出了 (12)和 (15)式中不包含权重函数的积分核函

数   和包含权重函数的积分核函数

 分布 , 如图 6(a)和图 6(b)所示 ,

以及二者的差值分布如图 6(c)所示 . 由图 6(c)

可知, 权重函数影响集中在流场自由边界一侧、且

位于 x/h = 772处附近. 由此可见, 权重函数对于

关联方程在超声速流场密度脉动高度相关区域中

应用的必要性.

L ≫ lρ

对权重函数 (17)式中的 Erf(·)函数进行进一

步分析发现 , 只有当   , 即 L/lr 较大时 ,

W(y)值越接近 1; 反之, W(y)值偏离 1越远. 由于

流场的厚度 L 是一不变量, 因此密度脉动特征长

度 lr 的大小决定着权重函数 W(y)的值. 由于流场

失稳导致大涡结构的存在, 在流场的中游附近区

域 L/lr 较小, 所以权重函数的值会逐渐偏离 1较

远, 此时忽略权重函数的影响自然会导致波前方差

计算误差的增加.

最后, 基于上述分析, 加入权重函数重新计算

波前方差, 绘出基于 (15)式计算波前相位方差的

曲线, 结果如图 7所示. 可以看到, 高斯形式的关

联方程 (12), 在加入权重函数 (17)式后, 计算得到

的波前相位方差曲线的拟合效果要明显变好 .
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图 4    密度脉动相关函数分布　(a)中心点 (200, 148); (b)中心点 (480, 140); (c)中心点 (800, 112); (d)中心点 (1000, 100)

Fig. 4. Correlations of density fluctuations: (a) Central point (200, 148); (b) central point (480, 140); (c) central point (800, 112);

(d) central point (1000, 100). 
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(8)和 (15)式计算结果对应的两条曲线的拟合优

度为 0.9127.
 

5   结　论

本文分析了关联方程在超声速混合层流场的

应用中, 密度相关函数采用高斯模型简化处理所产

生的权重函数对波前方差估计精度的影响. 研究结

果表明: 由于混合层大尺度结构的卷起, 导致密度

脉动高度相关; 在密度脉动高度相关区域附近, 密

度脉动特征长度值与权重函数偏离 1的程度密切

相关; 当密度脉动特征长度较大时, 权重函数偏离 1

的程度较严重, 反之则相反. 研究结果表明, 对于

在超声速混合层流场密度脉动高度相关区域应用

关联方程计算波前相位方差考虑权重函数的必要

性; 加入权重函数的关联方程计算波前方差的精度

优于未加权重函数的关联方程计算结果.

感谢国防科技大学空天科学学院易仕和教授在实验设

备和流场产生装置等方面提供的支持与帮助.
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Fig. 6. Integral  kernel  distribution  calculated  by  Gaussian

linking equation before and after adding weighting function:

(a)  Before  adding  the  weighting  function;  (b)  after  adding

the  weighting  function;  (c)  the  integral  kernel  distribution

differences. 
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Abstract

In aero optics, the linking equation proposed by Sutton is an important equation which can link the fluid-

mechanic statistical parameters to the statistical optical degradation parameters. However, in the application of

simplified linking equation (SLE) to subsonic flowfields, the weighting function is often ignored. The supersonic

mixing layer flowfield is generated in the supersonic wind tunnel. The nanoparticle-based planar laser scattering

technology  is  used  to  obtain  the  density  field  of  flowfield.  The  optics  errors  between  supersonic  mixing  layer

wave-front  variances  calculated  from the  SLE and  the  generalized  linking  equation  are  analyzed.  The  results

indicate the validity of using the SLE to estimate the wave-front variance of supersonic mixing layer flowfield.

Moreover,  the  SLE  with  weighting  function  has  better  fitting  accuracy  than  the  SLE  without  weighting

function.  The  weighting  function  for  the  application  of  SLE  to  the  high  correlated  regions  in  the  supersonic

mixing layer is necessary.
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