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电子和负离子的反射运动对碰撞
电负性磁鞘的影响*

刘惠平†    邹秀

(大连交通大学理学院, 大连　116028)

(2019 年 8 月 29日收到; 2019 年 10 月 20日收到修改稿)

研究了鞘层中电子和负离子的反射运动对碰撞电负性磁鞘玻姆判据和鞘层结构的影响. 通过理论推导

得到了考虑鞘层中电子和负离子的反射运动时鞘层玻姆判据表达式, 并通过数值模拟得到了电子和负离子

采用玻尔兹曼模型和反射运动模型时离子马赫数的下限随参数的变化曲线以及鞘层中带电粒子密度的分布

曲线. 结果表明, 电子和负离子的反射运动模型和玻尔兹曼模型离子马赫数的上限完全相同, 下限表达式不

同, 反射运动模型中下限还与基板电势有关, 且随着基板电势值的增加而增大, 达到与玻尔兹曼分布中相同

值后保持不变, 随着鞘边负离子浓度和温度的不同达到最大值的速度不同; 离子马赫数的下限在玻尔兹曼和

反射运动模型中都随鞘边负离子浓度的增加和温度的降低而减小, 只是在反射运动模型中的最大值要小; 两

种模型中离子马赫数的下限都随鞘边电场的增加而增加, 但在玻尔兹曼模型中增加得更快最终值更大; 两种

模型离子马赫数的下限都随碰撞参数或磁场角度的增加而降低, 但在玻尔兹曼模型中降低更快, 随着碰撞参

数或者磁场角度的增加两种模型中离子马赫数的下限趋于一致; 当基板电势值较小时, 电子和负离子的反射

运动对鞘层结构影响较大, 当基板电势值较大时电子和负离子反射运动对鞘层中带电粒子密度分布的影响

很小.
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1   引　言

O–,F–2,SiH–
3

在工业中, 经常采用含负离子和碳氟化合物

(如 H2, F2, O2, C12, SF6)的等离子体来进行新材

料加工. 在这种等离子体加工过程中, 由于电子的

吸附作用或发生化学反应便会在鞘层中出现负离

子, 如  等, 其密度可能大大超过电子密

度, 电负性等离子体也因此成为国内外学者们研究

的热点 [1−26]. 等离子体的电负性 (等离子体中负离

子与正离子的密度比)由于作业条件和气体组成的

不同可能在 10–3—1范围内变化 [5−7]. 含有负离子

的等离子体鞘层称为电负性等离子体鞘层.

外加磁场作用下的等离子体鞘层在等离子体

探针和材料加工等方面都有很重要的应用, 比如用

磁化的等离子体进行超音速流的控制, 尤其用来减

轻超音速飞行中的极热问题 [27]. 再比如利用外磁

场也可以很好地控制等离子体的放电特征 [7]. 以往

对电负性等离子体磁鞘的研究工作中, 电子和负离

子均被假设遵循玻尔兹曼分布, 正离子遵循流体方

程. 但是近几年的研究发现, 在磁鞘中若磁场严格

平行于基板, 电子不再遵循玻尔兹曼分布, 而是同

正离子一样遵循流体分布 [28−32]. 在斜磁场作用的

鞘层中, 电子和负离子在沿磁场线向基板运动的过
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程中, 有一部分将会被鞘层中负的电势反射, 因此

电子和负离子的运动并不是严格地遵从玻尔兹曼

分布. 对非磁化的鞘层中电子的反射运动也有研

究 [33,34], 结果表明电子的反射运动对鞘层结构有明

显的影响, 比如能够引起基板电势的降低. 文献 [35]

较系统地研究了斜磁场作用下电子离子鞘层中电

子的反射运动对玻姆判据和鞘层的影响, 结果表明

当基板电势值较小时, 电子的反射运动使离子马赫

数最小值降低, 对鞘层结构也有明显的影响. 然而

对于碰撞电负性磁鞘中, 电子和负离子的反射运动

对玻姆判据和鞘层结构的影响, 还没有被系统地

研究.

本文首先完整地推导了包含电子、负离子和正

离子的碰撞磁鞘中, 考虑电子和负离子的反射运动

情况下的玻姆判据, 然后数值研究了电子和负离子

的反射运动对鞘层玻姆判据和鞘层结构的影响, 重

点比较了电子和负离子采用反射运动模型和玻尔

兹曼模型时鞘层玻姆判据和鞘层结构的异同, 得到

的结果对理论和实验研究均有一定的价值. 

2   鞘层模型和基本方程

在考虑电子和负离子的反射运动的情况下, 等

离子体磁鞘层模型如图 1所示. 假设鞘层为平面鞘

层, 恒定的外磁场位于 x-z 平面并与 x 方向成 q 角.

假设鞘层中包含三种带电粒子: 负离子和电子温度

分别为 T–和 Te, 带电量均为–e, 冷的正离子带电

量为 e. 负离子和电子分别满足方程 [28−35]: 

n− = n+
−0 exp

(
eϕ

T−

)[
1 + erf

(√
e(ϕ− ϕw)

T−

)]
,

(1)
 

ne = n+
e0 exp

(
eϕ

Te

)1 + erf

√e(ϕ− ϕw)

Te

 , (2)

n+
−0 n+

e0

n− ne

ϕ ϕw

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

exp(−t2)dt

式中,    和   分别为鞘边向基板运动的负离子

数密度和电子数密度,   和  分别为鞘层区负离

子数密度和电子数密度,   为鞘层区电势,   为基

板电势 , 误差函数   . 冷

的正离子运动满足流体的连续性方程和运动方程: 

∇ · (nivi) = 0, (3)
 

mi(vi · ∇)vi = −e∇ϕ+
evi ×B

c
−miνinvi, (4)

mi ni vi

νin = nnτvi

nn τ = τs(vi/cis)
β

τs

cis = (Te/mi)
1/2 β

β = −1

β = 0

式中,    ,    和   分别为正离子的质量、数密度和

速度,   为传递动量的正离子与中性粒子

碰撞的频率,   为中性气体数密度,  

是动量传递截面 (  为以正离子声速测量的横截

面,    为正离子声速,    为无量纲化

参数, 其取值范围为–1—0, 其中   对应恒定

的碰撞频率,   对应恒定的平均自由程).

采用三维速度和一维空间坐标, 鞘层电势满足

泊松方程: 

d2ϕ
dx2

= −e(ni − ne − n−)

ε0
. (5)

α = n−0/ni0

σ = Te/T−

η = −eϕ/Te ξ = x/λD

ui = vi/cis Ne = ne/ne0 Ni = ni/ni0 N− = n−/n−0

ν = λDnnτs ne0 ni0 n−0

λD =[
Te/(4πne0e

2)
]1/2

ν

用   表示鞘边负离子与正离子密度比,

 表示电子与负离子温度比. 为简化方程,

引入下列无量纲化参数   ,    ,

 ,   ,   ,  

和  , 其中  ,   和  分别为鞘边电子

数密度 , 正离子数密度和负离子数密度 ,   

 为电子德拜长度,   为净碰撞参数.

B̂0 = x̂ cos θ + ẑ sin θ n−
−0 n−

e0

n+
−0 + n−

−0 = n−0 n+
e0 + n−

e0 = ne0

ni0 = ne0 + n−0 ϕ = 0

令  ,   和  分别为鞘边

被反射的负离子数密度和电子数密度, 则在鞘边

x  =  0处 , 有   ,    ,

 和   成立 , 再由方程 (1)—(5)

可将鞘层方程写为: 

N+
−0 =

n+
−0

n−0
=

1

1 + erf(√σηw)
, (6)

 

N− = N+
−0 exp(−ση)

[
1 + erf

(√
σ(ηw − η)

)]
, (7)

 

N+
e0 =

n+
e0

ne0
=

1

1 + erf(√ηw)
, (8)

 

 

Plasma

Sheath

Wall

Incoming negative particles

Reflected negative particles

x=0

z

x









图 1    电负性等离子体磁鞘模型示意图

Fig. 1. Geometry  of  the  electronegative  magnetized  plasma

sheath model. 
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Ne = N+
e0 exp(−η)

[
1 + erf

(√
ηw − η

)]
, (9)

 

Ni = Mai/uix, (10)
 

uix
∂uix
∂ζ

=
∂η

∂ζ
+ γiδ

1/2
i uiy sin θ − νuβ+1

i uix, (11)
 

uix
∂uiy
∂ζ

= γiδ
1/2
i (uiz cos θ − uix sin θ)− νuβ+1

i uiy,

(12)
 

uix
∂uiz
∂ζ

= −γiδ
1/2
i uiy cos θ − νuβ+1

i uiz, (13)
 

∂2η

∂ξ2
= δiNi(η)−Ne(η)− δ−N−(η), (14)

Mai = vix0/cis γi

ωic = eB/(mic)

ωpi = (4πni0e2/mi)
1/2 γi =

ωic

ωpi
δi =

ni0

ne0

δ− =
n−0

ne0

η → 0 Ni → 1 Ne → 1
∂η

∂ξ
=E0 ̸=0

(∂uix
∂ξ

)
x=0

⩾ 0(∂η
∂ξ

)
x=0

= E0 > 0

式中,   是离子马赫数,   是正离子回

旋频率   与正离子等离子体频率

 之比 , 即   ,    ,

 . 利用鞘层边界条件 : 在鞘边x = 0处 ,

 ,   ,   ,   ,  

和  , 由 (6)—(14)式及文献 [15,23]

可以得到考虑电子和负离子反射运动时的电负性

等离子体磁鞘的玻姆判据:

β = 0当  时,  [
1

µ
+

γiδ
1/2
i uiy0 sin θ
µE0

− νui0Mai
µE0

]1/2

⩽Mai ⩽
E0 + γiδ

1/2
i uiy0 sin θ
νui0

; (15)

β = −1当  时,  [
1

µ
+

ν2

4µ2E2
0

+
γiδ

1/2
i uiy0 sin θ
µE0

]1/2

− ν

2µE0
⩽ Mai ⩽

E0 + γiδ
1/2
i uiy0 sin θ
ν

, (16)

ui0 = (Mai
2 + u2

iy0 + u2
iz0)

1/2 µ = δs + χe/δi式中,   ,   ,
 

δs =
1 + δ−σ(1 + χ−)

δi
, χe = N+

e0
exp(−ηw)

(πηw)1/2
,

χ− = N+
−0

exp(−σηw)

(πσηw)1/2
 

3   数值结果和讨论

(15)式和 (16)式即为考虑电子和负离子反射

运动时的碰撞电负性等离子体磁鞘的玻姆判据. 考

uiy0 =

−E0 sin θ/γi uiz0 = Mai tan θ

虑正离子在预鞘区的 E × B漂移运动, 将正离子

进入鞘层时 y 方向初速度和 z 方向初速度  

 和  
[18,23,35,36] 代入 (15)式

和 (16)式可以得到:

β = 0当  时,  [
1

µ
−

δ
1/2
i sin2θ

µ
− νui0Mai

µE0

]1/2

⩽Mai ⩽
E0(1− δ

1/2
i sin2θ)

νui0
; (17)

β = −1当  时,  [
1

µ
+

ν2

4µ2E2
0

−
δ
1/2
i sin2θ

µ

]1/2
− ν

2µE0

⩽Mai ⩽
E0(1− δ

1/2
i sin2θ)
ν

. (18)

β = 0

β = −1 Mai

Mai

Mai

ηw → ∞

Mai

α = 0 ν = 0

考虑电子和负离子反射运动以及正离子在的

预鞘区的 E × B漂移运动时的碰撞电负性等离子

体磁鞘的玻姆判据由 (17)式和 (18)式决定 . 从

(17)式和 (18)式可以看出, 无论鞘层碰撞模型为

恒定的离子自由程 (  )还是为恒定的离子迁

移率 (  ), 离子马赫数   的上限和下限的

值都与碰撞参数、鞘边负离子的浓度、磁场的角度

以及鞘边电场有关, 但仅仅下限的值与基板电势和

负离子温度有关, 上限与基板电势和负离子温度均

无关; 两种碰撞模型不同的是前者的离子马赫数

 的取值范围还与磁场强度有关, 后者离子马赫

数   的取值范围却与磁场强度无关 . 可以对

(17)式和 (18)式进行如下讨论 : 当取基板电势

 时, 由 (17)式和 (18)式可以得到电子和负

离子为玻尔兹曼分布时的碰撞电负性等离子体磁

鞘的玻姆判据 [23], 同时还可以看到对于碰撞电负

性等离子体磁鞘, 无论电子和负离子是采用玻尔兹

曼分布还是考虑电子和负离子的反射运动, 离子马

赫数  的上限都相同, 不同的是下限; 当取鞘边

负离子浓度和碰撞参数均为零 (  ,   )时,

由 (17)式和 (18)式可以得到与文献 [35]完全相同

的结果.

Mai

β = −1

Mai

为了比较电子和负离子采用玻尔兹曼分布模

型和反射运动模型对离子马赫数  下限的影响,

根据文献 [5−10,13,19,20,35]选取参数, 对  

时离子马赫数   的下限随参数的变化进行了数

值模拟, 结果如图 2—图 6所示. 从图 2可以看出,
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Mai

α

σ

离子马赫数   的下限在玻尔兹曼模型和反射模

型中均随鞘边负离子浓度的增加 (  值增大)和负

离子温度的降低 (  值增大)单调递减, 只是在反射

Mai模型中的最大值要小一些. 图 3中离子马赫数 

的下限在玻尔兹曼模型中不随基板电势变化, 但在

反射运动模型中开始随基板电势值的增加而增大,
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(b)

ν = 0.1 B = 0.1 T θ = 30◦ E0 = 0.05 ηw = 0.3图 2    负离子浓度和温度对离子马赫数下限的影响 (  ,   ,   ,   ,   )　(a)玻尔兹曼模型 ;

(b)反射模型

ν = 0.1 B = 0.1 T
θ = 30◦ E0 = 0.05 ηw = 0.3

Fig. 2. The effects of  negative ions concentration and temperature on the lower limit of  ion Mach number (  ,    ,

 ,   ,   ): (a) Boltzmannian model; (b) reflection model. 
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(b)

ν = 0.1 B = 0.1 T θ = 30◦ E0 = 0.05图 3    基板电势对离子马赫数下限的影响　(a)整体; (b)局部 (  ,   ,   ,   )

ν = 0.1 B = 0.1 T θ = 30◦

E0 = 0.05

Fig. 3. The effect  of  wall  potential  on the lower limit  of  ion Mach number:  (a)  Whole;  (b)  part  (  ,    ,    ,

 ). 
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图  4      鞘边电场对离子马赫数下限的影响 (  ,

 ,   ,   ,   ,   )

ν = 0.1 B = 0.1 T
θ = 30◦ α = 0.2 σ = 50 ηw = 0.3

Fig. 4. The  effect  of  the  sheath  edge  electric  field  on  the

lower  limit  of  ion  Mach  number  (  ,    ,

 ,   ,   ,   ). 
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图  5    碰撞参数对离子马赫数下限的影响 (  ,
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E0 = 0.05 B = 0.1 T θ = 30◦

α = 0.2 σ = 50 ηw = 0.3

Fig. 5. The  effect  of  collision  parameter  on  the  lower  limit

of  ion  Mach  number  (  ,    ,    ,

 ,   ,   ). 
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α σ

Mai

Mai

Mai

Mai

增大到与玻尔兹曼模型中相同的值后不再变化; 当

鞘边负离子浓度较高 (  值较大)或者温度较低 ( 

值较大)时, 反射运动模型中离子马赫数  的下

限会很快增加到与玻尔兹曼模型中相同的值. 图 4

显示的是两种模型中离子马赫数   的下限都随

鞘边电场的增加而增大, 但在玻尔兹曼模型中增加

得更快最终值更大. 从图 5和图 6可以看出, 两种

模型的离子马赫数   的下限都随着碰撞参数或

者磁场角度的增加而降低, 但玻尔兹曼模型中降低

得更快, 随着碰撞参数或者磁场角度的增加两种模

型中离子马赫数  的下限值趋于一致.

n0 = 5.0×
1014/m3 Te = 3.48× 104 K

ν = 0.1

α =

σ = 7 E0 =

uix0 = Mai = 0.7

uiy0 = −E0 sin θ/γi uiz0 = Mai tan θ

β = −1

ηw = 0.7 ηw = 10

为了比较电子和负离子采用玻尔兹曼分布模

型和反射运动模型对鞘层中带电粒子密度分布的

影响, 根据相关文献 [5−10,13,18,19,20,35−37] 可选取如下

参数进行数值模拟 : 等离子体密度  

 , 电子温度为  , 碰撞参数

 , 磁场强度 B = 0.2 T, 磁场与 x 轴正向的

夹角 q = 30°, 鞘边负离子与正离子密度比   0.25,

电子与负离子温度比   , 鞘边电场    0.11,

正离子进入鞘层时 x 轴方向初速度取满足玻姆判

据的值  , y 轴和 z 轴方向初速度分

别为   和   , 无量纲

化参数  , 模拟结果如图 7和图 8所示. 图 7

基板电势   , 图 8基板电势   . 从图 7

和图 8可以看出, 无论基板电势值较大还是较小,

两种模型中的负离子密度都是在鞘边很快减小到

零, 其次是电子密度缓慢减小到零, 最后是正离子

密度更缓慢地减小, 负离子密度减小很快是因为其

σ

ηw → ∞

密度随   值增大按指数形式减小 ((7)式); 同时还

可以看到, 当基板电势值较小时, 反射运动模型中

带电粒子密度比在玻尔兹曼模型中下降得快, 而当

基板电势值较大时, 两种模型中同种带电粒子密度

分布并没有明显的不同, 这是因为 (7)式和 (9)式,

在这两式中取基板电势  , 便可得到负离子

和电子在玻尔兹曼模型下的密度表达式, 并得到 

N−

N−B
=

1 + erf[
√
σ(ηw − η)]

1 + erf(√σηw)
, (19)

 

Ne

NeB
=

1 + erf(
√
ηw − η)

1 + erf(√ηw)
, (20)

N−B NeB式中,   和  分别为玻尔兹曼模型中鞘层区负

离子和电子的密度. 从 (19)式和 (20)式可以看出,

基板电势值越小, 两种模型中负离子和电子的密度

分布差异越大. 因此当基板电势值较小时, 电子和

负离子的反射运动对鞘层结构影响较大, 当基板电

势值较大时电子和负离子反射运动对鞘层中带电

粒子密度分布的影响很小. 
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图  6    磁场角度对离子马赫数下限的影响 (  ,
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Fig. 6. The effect of magnetic field angle on the lower limit

of  ion  Mach  number  (  ,    ,    ,

 ,   ,   ). 
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4   结　论

建立了考虑电子和负离子反射运动的磁化碰

撞电负性鞘层结构模型, 理论推导了鞘层的玻姆判

据, 并采用数值模拟的方法讨论了鞘层中电子和负

离子的反射运动对离子马赫数的取值范围和鞘层

结构的影响, 得到以下结论.

Mai

β = 0

β = Mai

Mai

Mai

1)无论电子和负离子是采用玻尔兹曼分布还

是考虑电子和负离子的反射运动, 离子马赫数 

的上限都相同, 不同的是下限; 在考虑电子和负离

子反射运动的情况下, 无论鞘层碰撞模型为恒定的

离子自由程 (  )还是为恒定的离子迁移率

(   –1), 离子马赫数  的上限和下限的值都与

碰撞参数、鞘边负离子的浓度、磁场的角度以及鞘

边电场有关, 但仅仅下限与基板电势和负离子温度

有关, 上限与基板电势和负离子温度均无关; 两种

碰撞模型不同的是前者的离子马赫数   的取值

范围还与磁场强度有关, 后者离子马赫数  的取

值范围却与磁场强度无关.

Mai2)离子马赫数   的下限在玻尔兹曼模型和

反射模型中均随鞘边负离子浓度的增加和负离子

温度的降低单调递减, 只是在反射模型中的最大值

要小一些.

Mai

3)离子马赫数的下限在玻尔兹曼模型中不随

基板电势变化, 但在反射运动模型中开始随基板电

势值的增加而增大, 增大到与玻尔兹曼模型中相同

的值后不再变化; 当鞘边负离子浓度较高或者温度

较低时, 反射运动模型中离子马赫数  的下限会

很快增加到与玻尔兹曼模型中相同的值.

4)玻尔兹曼和反射运动模型中离子马赫数的

下限都随鞘边电场的增加而增大, 但在玻尔兹曼模

型中增加得更快最终值更大.

5)玻尔兹曼和反射运动模型的离子马赫数的

下限都随碰撞参数或者磁场角度的增加而降低, 但

玻尔兹曼模型中降低得更快, 随着碰撞参数或者磁

场角度的增加两种模型中离子马赫数的下限值趋

于一致.

6)当基板电势值较小时, 电子和负离子的反

射运动对鞘层结构影响较大, 当基板电势值较大时

电子和负离子反射运动对鞘层中带电粒子密度分

布的影响很小.
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Abstract

The  effects  of  the  reflection  of  electrons  and  negative  ions  in  magnetized  electronegative  and  collisional

plasma sheath on the Bohm criterion and the sheath structure are numerically investigated. The Bohm criterion

expression of the sheath with considering the reflection of electrons and negative ions is derived theoretically.

The lower limit of ion Mach number versus parameters and the distribution curve of charged particle density in

sheath  are  obtained  by  numerical  simulation  when  Boltzmannian  model  and  reflection  model  are  applied  to

electrons and negative ions. The results show that the upper limit of ion Mach number is identical to that of

Boltzmannian model, but their lower limit expressions are different. The lower limit of ion Mach number in the

reflection  model  is  also  related  to  the  wall  potential,  and  with  the  increase  of  the  wall  potential,  ion  Mach

number first increases and then remains unchanged after reaching the same value as that from Boltzmannian

model, and the speeds of their reaching the maximum values are different due to the difference in sheath edge

negative ion concentration and temperature. In both Boltzmannian and the reflection model, the lower limit of

the ion Mach number decreases with the concentration of the negative ion at the sheath edge increasing and the

negative ion temperature decreasing, but the maximum value is smaller in the reflection model. The lower limit

of ion Mach number for each of the two models increases with sheath edge electric field increasing, but increases

faster and the final value is larger in Boltzmannian model. The lower limit of ion Mach number for each of the

two models  decreases  with  the  increase  of  collision  parameter  or  magnetic  field  angle,  but  decreases  faster  in

Boltzmannian model  with  the  increase  of  collision  parameter  or  magnetic  field  angle.  The  lower  limits  of  ion

Mach number in the two models tend to be the same with the increase of magnetic field angle. When the wall

potential  is  small,  the  reflection  of  electrons  and negative  ions  has  a  great  influence  on the  sheath structure.

When the wall potential is large, the reflection of electrons and negative ions have little effect on the density

distribution of charged particles in the sheath.

Keywords: reflection  of  electrons  and  negative  ions,  magnetized  electronegative  sheath,  Bohm  criterion,
sheath structure
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