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一维化学势调制的 p 波超导体中的拓扑量子相变*
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本文研究了一维公度势和非公度势调制下的 p波超导量子线系统的拓扑相变. 在公度势调制下, 通过计

算   拓扑不变量确定系统的相图, 指出系统的拓扑相变强烈地依赖于调制参数   和相移   . 在非公度势调制

下, 以   ,   为例, 计算系统的低能激发谱、   拓扑不变量以及逆参与率等, 发现 p波配对

强度   时, 系统存在拓扑非平庸超导相, 拓扑平庸超导相和拓扑平庸局域相的转变. 而当 p波配对

强度   时, 系统存在拓扑非平庸超导相和拓扑平庸局域相的转变.
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1   引　言

U(1)

早在上世纪 30年代, Majorana求解了 Dirac

相对论协变的电子运动方程, 发现了一种不带电荷

的费米子, 它的反粒子是其自身. 人们为了寻找它

的踪迹一直在不懈地努力, 然而最终 Majorana零

模在凝聚态物理中被发现, 并成为重要的研究课

题 [1−5]. 超导体系中   规范对称性的破缺为

Majorana费米子的产生提供了可能性, 人们已经

在具有强自旋-轨道耦合的半导体纳米线 [6−10], 磁

性原子链 [11−13], 平面约瑟夫森结 [14−16] 以及常规超

导体和拓扑绝缘体 [17−19] 的界面等体系中发现了它

的存在. 另一方面由于 Majorana费米子具有局域

性且满足非阿贝尔统计 [20−22] 等特性, 使得它成为

实现容错拓扑量子计算 [5,23] 最有力的竞争者. 由于

拓扑量子计算的巨大应用前景, 使得 Majorana费

米子相关性质的研究越来越被人们重视. 特别是近

年来, 随着冷原子技术的发展, 人们发现通过周期

驱动光格子可以实现物质拓扑态 [24−26], 通过周期

驱动具有 p波配对的超导量子线, 有可能会产生额

外的 π 模 [27]. 通过多个时间周期驱动的 Kitaev链

产生了可以支持 Majorana零模的新区域 , 对

Majorana费米子的寻找提供了理论基础 [28]. 拓扑

相最初是在厄密系统中发现的, 但人们对非厄密系

统中拓扑相的研究也存在很大的兴趣 [29−33]. 由于

Majorana零模可以在非厄密体系中出现且可以持

续存在, 其对环境具有很强的鲁棒性, 为更好地研

究 Majorana费米子提供方法. 最近, Wu等 [34] 阐

述了实现非阿贝尔编织的一种新途径 , 利用

Jackiw-Rebbi零模也可以实现非阿贝尔编织 ,

Jackiw-Rebbi零模不具有 Majorana零模的自共

轭特性 , 其可以出现在非超导体系中 .  Jackiw-

Rebbi零模的研究为拓扑量子计算提供了新的思

路. 有趣的是, Majorana零模可以被认为是 Jackiw-

Rebbi零模在具有粒子-空穴对称性时的特例 [35,36].
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Kitaev链是研究 Majorana费米子的重要模

型, 在此基础上人们意识到通过对 Kitaev链的调

制可以极大地改变系统的拓扑相变过程 . 如

Lang和 Chen[37] 研究了周期性调制对 Majorana

费米子产生的影响, 他们发现随着调制强度的增

大 , 拓扑非平庸超导相可能会被破坏 . 由于

Majorana零模的稳定性受到超导能隙的保护, 因

此在加入周期调制化学势的情况下Majorana费米

子可能是不稳定的, 会随着调制化学势强度的增大

而消失. 然而在某些特殊参数下, 调制强度无法改

变Majorana费米子的存在性. 与此同时, Cai等 [38]

讨论了非公度调制对拓扑相变的影响, 发现随着非

公度调制强度的增加系统将经历从拓扑非平庸相

向平庸的安德森局域相的转变. 随后相当多的工作

对调制的 Kitaev链进行了深入的研究 [39−41]. 本文

将讨论 (准)周期调制的 p波超导量子线系统中的

拓扑量子相变. 

2   理论模型与方法

考虑一维具有 (准)周期调制的 p波超导量子

线, 其哈密顿量可以写为 

Ĥ =
∑
i

[(
−tĉ†i ĉi+1 +∆ĉiĉi+1 + h.c.

)
+ Vin̂i

]
, (1)

ĉ†i ĉi n̂i = ĉ†i ĉi

t = 1 ∆

其中  (  )是费米子的产生 (湮灭)算符,  

是粒子数算符, t 是最近邻格点间的跃迁强度, 被

设为能量单位 (  ),    为超导配对项中的对产

生或对湮灭的强度. 化学势项可以写为 

Vi = V
cos (2πiα+ δ)

1− b cos (2πiα+ δ)
, (2)

δ α

α = p/q

Vi α

b ∈ [0, 1) ∆ = 0

b = 0 α

α

V < 2t

V > 2t

V = 2t

其中 V 是化学势的强度,    是任意的相移.    控制

系统的调制周期, 若  是有理数 (p 和 q 是互

质的整数), 则  是公度势; 若  是无理数, 系统则

具有非公度调制. 化学势是参数 b 的连续函数, 其

中   . 在没有超导配对的情况下, 即   ,

当   时, 若   为有理数, 系统处于拓扑非平庸

相, 由非零整数的陈数所标记 [42]; 若   为无理数,

模型退化为著名的 AA模型 [43], 此时如果   ,

系统中所有的单粒子本征态为扩展态并且具有非

平庸的拓扑性质, 而当  时, 所有的本征态都

为局域态,   是扩展到局域相的转变点, 此时

所有的本征态展现多分形的特性, 而这一系统中并

b ̸= 0 α

Ec = (2t− V )/b

∆ ̸= 0 α

δ δ

Vc = 2t+ 2∆

b = 0

∆ ̸= 0 b ̸= 0 α

α

不存在迁移率边 [44]; 对于   且   为无理数的情

况 [45], 系统具有能量依赖的自对偶特性, 其迁移率

边可以解析地表示为    . 对于存在

超导配对的情况, 即  , 若  为有理数, 模型哈

密顿量为周期调制的 p波超导量子线, 已经被广泛

地研究 [37], 文献 [37]中指出此系统的拓扑相变依

赖于相移  , 而在某些特殊  点系统一直处于拓扑

非平庸相不会受周期调制强度 V 所控制; 对于非

公度调制, Cai等 [38] 指出随着非公调制强度的增

大, 系统经历一个由拓扑非平庸相到安德森局域相

的转变, 转变点在   处. 由此可见, 在

 的情况, 模型具有丰富的拓扑及局域化特性,

已经引起了广泛的兴趣. 在这篇文章中我们关注

 ,   ,   分别为有理数和无理数情况下系

统的拓扑相变, 以及在  为无理数时系统的局域化

特性.

通过 Bogoliubov-de Gennes (BdG)变换 [46−48]

把系统的哈密顿量 (1)对角化, 定义一组准粒子

算符: 

η̂†n =

L∑
i=1

[
un,iĉ

†
i + νn,iĉi

]
, (3)

n =

1, · · · , L
un,i νn,i

Ĥ =
∑L

n=1
En

(
η̂†nη̂n − 1/2

)
En[
η̂†n,H

]
= −Enη̂

†
n

其中 L 是系统的格点数 , n 是能级指标且  

 . 由于在哈密顿量 (1)中所有的参数都选

为实数,   和  也均为实数. 哈密顿量可以用准

粒子算符表示为  , 其中

 是 准 粒 子 的 本 征 能 量 .  由 对 角 化 关 系

 , 得到下面的 BdG耦合方程:
  (

ĥ ∆̂

−∆̂ −ĥ

)(
un

νn

)
= En

(
un

νn

)
, (4)

其中 

ĥij = −t (δj,i+1 + δj,i−1) + Viδji,

∆̂ij = −∆ (δj,i+1 − δj,i−1) ,

uTn = (un,1, ..., un,L) ,

νTn = (νn,1, ..., νn,L) .

η̂n (En) = η̂†n (−En)

b = 0.5

通过求解 BdG方程, 可以得到准粒子的本征能量

及其相应的本征波函数. 由于 BdG方程满足电子-

空穴对称性, 即  , 系统的能谱关

于零点对称. 系统的基态对应于所有负的准粒子的

能级被填满的情况. 在下面的分析中取  .
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3   结果分析与讨论
 

3.1    周期调制的 p 波超导线

α

En

b = 0.5

∆ = 0.2 V = 1.5 δ = 0 α

α

α = 0 1/2 1/3

这一小节讨论  为有理数情况下, 系统的拓扑

相变 . 在开边界条件下 , 我们通过数值求解

BdG方程 (4)得到准粒子的本征能量   , 若系统

处 于 拓 扑 非 平 庸 相 , 能 谱 中 会 出 现 零 能 的

Majorana边缘态 , 而当系统处于拓扑平庸相 ,

Majorana零模将消失 . 图 1计算了在   ,

 ,   和  时, 能谱随参数  变化的

情况, 即 Hofstadter蝴蝶谱 [49,50], 其中红色点表示

非平庸的零模. 随着  的增加, 系统表现出复杂的

拓扑相变过程. 作为具体的例子, 我们将分别讨论

 ,   ,   的情况.

α = 0 ∣∣∣∣ V cos δ
1− b cos δ

∣∣∣∣ = 2t∣∣∣∣ V cos δ
1− b cos δ

∣∣∣∣ < 2t

δ π/2

在  时, 哈密顿量退化为标准的 Kitaev模

型 [5], 系统在   处经历一个拓扑相

变, 在  区域处于由 Majorana零模

所标记的拓扑非平庸相. 可以看出当   取   奇数

倍时, 系统将一直处于拓扑非平庸相, 并不依赖于

V 的取值.

Z2

α = 1/2 1/3

我们知道, 非平庸的Majorana零模可以由 

拓扑不变量来表征 [5,37]. 对于   和   的情

Z2

ĉi = ĉs,l =
√
q/L

∑
k ĉs,ke

ikql

i = s+ (l − 1) q, s = 1, · · · , q
l = 1, · · · , L/q

[0, 2π/q]

况, 可以通过计算  拓扑不变量, 解析地得到系统

的相变点. 考虑具有周期性边界的系统并对其进行

傅里叶变换 ,    . 其中 ,

 表示一个超导元胞内

的格点数 ,    是第 l 个超导元胞的位

置, k 表示动量, 其取值范围为   . 哈密顿量

(1)进行傅里叶变换之后可以写为 

Ĥk =
∑
k

[ q−1∑
s=1

(
−tĉ†s,k ĉs+1,k +∆ĉs,k ĉs+1,−k

)

− tĉ†q,k ĉ1,ke
ikq +∆ĉq,k ĉ1,−ke−ikq + h.c.

]

−
∑
k

q∑
s=1

Vs

(
ĉ†s,k ĉs,k − 1

2

)
. (5)

γ̂2s−1 (k) = ĉs,k + ĉ†s,−k, γ̂2s (k) =
(
ĉs,k − ĉ†s,−k

)
/i{

γ̂†m (k) , γ̂n(k
′
)
}
= 2δmnδkk′

γ̂†m (k) = γ̂m (−k) γ̂m (0)

γ̂m (π/q)

γ̂†m (0) = γ̂m (0) γ̂†m (π/q) = γ̂m (−π/q) = γ̂m (π/q)

在动量空间下 , 我们定义一组准粒子算符为 [51]:

 ,

它满足反对易关系:   以

及   .  可 以 看 出 只 有   和

 满足 Majorana费米子算符的定义 , 即

 ,    .

在新的算符基矢下, 可以把哈密顿量重新写成如下

形式: 

Ĥk =
i

4

∑
k

∑
m,n

Bm,n (k) γ̂m (−k) γ̂n (k) . (6)

s = 1, · · · , q对于  时, 

B2s−1,2s (k) = −B2s,2s−1 (k) = −Vs;

s = 1, · · · , q − 1对于  时, 

B2s−1,2s+2 (k) = −B2s+2,2s−1 = ∆− t,

B2s,2s+1 (k) = −B2s+1,2s (k) = ∆+ t,

s = q对于  , 有 

B2s−1,2s (k) = −B2s,2s−1 (k) = −Vs,

B2,2q−1 (k) = −B∗
2q−1,2 (k) = − (∆− t) e−ikq.

B (k) 2q × 2q B(0)

B(π/q) Z2

M=sgn[Pf(B(0))]sgn [Pf(B(π/q))]

Pf (A) =
1

2NN !

∑
P
sgn(P )AP1P2

· · ·AP2N−1P2N

2N

sgn (P ) M = 1

M = −1

M = 0 α = 1/2

  是一个   的矩阵 ,  并且只有   和

 是反对称矩阵. 系统的   拓扑不变量可以

定义为 [5,51]:    , 其

中  

是反对称矩阵 A 的 Pfaffian, P 代表矩阵 A中 

个元素的置换,   表示置换的符号.   对

应拓扑平庸相,    对应拓扑非平庸相, 而拓

扑相边界可以由  来标记. 当  时, 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



5

4

3

2

1

0




α

∆ = 0.2

图  1    Hofstadter蝴蝶谱 : 随   变化的能谱 , 红色点是零

能 Majorana费米子 b = 0.5, L = 120,    , V = 1.5,

d = 0

α

b = 0.5, L = 120, ∆ = 0.2, V = 1.5 δ = 0

Fig. 1. Hofstadter  butterfly:  the  energy  spectrum  varying

with   . The red dotted point denotes the Majorana Fermi-

on.    and   . 
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Pf [B (0)] =
−V 2 cos2 δ
1− b2 cos2 δ

− 4t2,

Pf
[
B
(π
2

)]
=

−V 2 cos2 δ
1− b2 cos2 δ

+ 4∆2.

Pf [B (0)] < 0

Pf
[
B
(π
2

)]
= 0

显 然 ,    , 系 统 的 拓 扑 相 边 界 由

 得出, 即
 

∆ =
V | cos δ|

2
√
1− b2 cos2 δ

. (7)

b = 0.5 α = 1/2 δ = 0

δ = 0

δ π/2

∆

b = 0.5 α = 1/2 ∆ = 0.2

δ

V = 0.2

δ

V = 0.5

图 2(a)展示了   ,    ,    时, 系统拓

扑相图. 图中的黑色实线对应方程 (7)所示的解析

结果, 红色三角表示的是通过数值求解 BdG方程

(4)得到的相变点. 可以看到数值结果与解析解得

到的结果一致. 在区域Ⅰ, 系统处于拓扑非平庸相,

区域Ⅱ对应于系统处于拓扑平庸相. 我们可以看

到, 当  时, 系统会经历拓扑非平庸相到拓扑平

庸相的转变. 由方程 (7)可知, 当  取值为  的奇

数倍时, 任意小的   将导致系统处于拓扑非平庸

相, 而不依赖于周期调制的强度. 图 3(a)—图 3(c)

展示了   ,    ,    , 不同 V 时 , 能

谱随着相移  变化的情况. 在 V 比较小的时候, 如

图 3(a)所示 ,    , 在整个相移参数空间中 ,

Majorana零模一直存在. 随着 V 的增大, 能隙逐渐

减小, 当它超过某个临界值时, 能隙将在某些   的

位置关闭, 随后再次打开, 而此时零模消失 [图 3(b),

 ], 对应于系统从拓扑非平庸相到拓扑平庸

V = 3

δ = π/2 3π/2
δ

相的转变. 然而当 V 足够大, 如图 3(c),   , 除

了在   和   处 Majorana零模存在外 , 几

乎所有的  区域都处于平庸相, 并且无论 V 值取多

大, 这两点的零模始终存在, 这与我们的解析结果相

一致.

α=
1

3
Pf [B (0)] Pf

[
B
(π
3

)]
M = 0

当   时, 可以计算  和  ,

由  , 可以解析地得到系统的拓扑相边界: 

 

cos (3δ) =
−2t2

[(
−4 + 3b2

)
t+ 3b |V |

]
+ 6∆2

[(
4− 3b2

)
t+ b |V |

]
(2bt− |V |)

(
b2 (3∆2 + t2) + 2b |V | t+ |V |2

) , (8)

b = 0

V 3| cos 3δ| = 8t(t2 + 3∆2) cos 3δ = 0

b = 0.5 α = 1/3 δ = 0

δ = 0 ∆

b = 0.5

α = 1/3 ∆ = 0.2 V = 0.2 2 6

δ δ

特别是, 当  时, 相边界可以写为一个简单的表

达 式 [37]:    . 在  

时, 系统始终处于拓扑非平庸相, 并且不依赖于

V 的取值. 图 2(b)展示了  ,   和 

时的拓扑相图. 黑色实线为解析结果, 而红色三角

为数值结果. 由图可知,   时, 在某一特定的 

下, 随着周期调制强度 V 增强, 系统将出现一个拓

扑相变 . 图 3(d)—图 3(f)分别展示了   ,

 ,    ,    ,    和   时, 能量以相移

 为函数变化的情况. 在小 V 情况, 系统在不同的 

参数下, 始终出现 Majorana零模 [图 3(d)], 而随

着 V 的增加, 拓扑非平庸的区域逐渐减小 [图 3(e)],

当调制强度足够大时, 拓扑非平庸区域完全消失,

δ

b = 0

δ

b ̸= 0 α

∆

δ

α b = 0

δ

此时系统中并不存在某个特殊的   使得 Majorana

零模一直存在 [图 3(f)], 这与  的情况不符. 我

们可以看到, 图 3(f)中虽然某些  下最低能量接近

于零, 但它并不是 Majorana零模, 其准粒子的最

低能量不低于 0.07. 由此可见, 对于   ,    为有

理数的情况, 在某个固定的超导配对强度  和调制

强度 V 时, 系统的拓扑相变强烈地依赖于相移   .

然而在某些   值下, 并不存在与   情况类似的

特殊  值, 使得拓扑相变不依赖于调制强度 V.
 

3.2    准周期调制的 p 波超导线

b ̸= 0

α

上一节中的结果表明   时 , 周期调制的

p波超导的拓扑性质依赖于  的取值, 一个有趣的

 

0 0.5 1.0



2.0

1.5

1.0

0.5

0



(a)

II

I

0 0.5 1.0



4

3

2

1

0

(b)

II

I

0 0.5 1.0



3.5

3.0

2.5

2.0

1.0

1.5

(c)

III

II

I

b = 0.5 ∆− V α =

1/2, L = 120 α = 1/3, L = 120 α = (
√
5− 1)/2

图 2    在  时, 参数  平面的拓扑相图　(a)  

 ; (b)   ; (c)   ,

L = 2584

∆− V

b = 0.5 α = 1/2, L = 120 α = 1/3, L = 120

α = (
√
5− 1)/2

Fig. 2. Topological  phase  diagram  in      plane  with

 . (a)    ; (b)    ; (c)

 , L = 2584.
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b = 0.5 α =
(√

5− 1
)
/2 δ = 0

b = 0.5 δ = 0

0 < ∆ < 0.33

→ → ∆ > 0.33

→

问题是当系统的调制周期趋近于无穷时, 系统的相

图将如何变化? 不失一般性, 在这一节中我们固定

 ,    和   作为参数来进行

讨论. 图 2(c)展示了   ,    时准周期调制

的 p波超导线系统的量子相图, 其中红色三角为数

值计算所得的相变界. 区域 I为拓扑非平庸的超导

相, 区域 II为有能隙的平庸超导相, 而区域 III为

无能隙的平庸局域相. 当   时, 系统经

历 I相   II相   III相的转变 . 而当   时 ,

系统经历 I相  III相的转变.

∆ = 0.2

为了得到图 2(c)中所示的相图, 我们首先分

别计算在开边界和周期边界条件下, 系统的准粒子

最低激发能量 , 如图 4(a)所示 . 以   为例 ,

E1

V < 1.5

V = 1 ϕ1 ψ1

ϕ1,j = (u1,j + ν1,j) ψ1,j = (u1,j − ν1,j)

ϕ1 ψ1

ϕ1 ψ1

V ∈ (1.5, 2.5)

图 4(a)展示了最低激发能量   随准周期调制强

度 V 的变化. 图中黑色实线表示周期性边界的情

况, 黑色方块表示开边界的情况. 当  时, 开

边界条件下展示了零能, 而周期边界条件下存在有

限的能隙, 这表明在开边界条件下系统中存在零

模. 在图 4(b)和图 4(c)中分别展示了在开边界条

件下   时 , 最低激发态的空间分布   和   ,

这里   ,    
[38]. 此

时最低激发态   和   分别位于边界的左右两端,

 和   的振幅不会重叠在一起, 而是分裂为两个

在空间上独立的 Majorana边缘态, 此时系统属于

有Majorana零模的超导相. 当  时, 开

边界条件和周期边界条件下最低激发能量大于零,

 

0 1 2

/p

2

1

0




(a) =0.2

=1/2 =1/3

0 1 2

/p

2

1

0




(d) =0.2

0 1 2

/p

2

1

0




(b) =0.5

0 1 2

/p

3

2

1

0




(e) =1

0 1 2

/p

3

1

2

0




(c) =3

0 1 2

/p

4

2

0




(f) =6

δ b = 0.5 ∆ = 0.2 L = 2584图 3    在开边界条件下, 本征能量随相移   的变化.   ,   ,  

δ b = 0.5 ∆ = 0.2 L = 2584Fig. 3. Energy varying with phase shift    with   ,    and    under open boundary condition. 
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ϕ1 ψ1

V = 2 V > 2.5

V = 3 ϕ1 ψ1

V = 3

α

展示了相同的能隙, 并没有展示边缘态, 并且在开

边界条件下最低激发态  和  的振幅会重叠在一

起, 且分布在整个空间, 此时系统属于超导相 [如

图 4(b), 图 4(c),    ]. 当   时, 开边界和

周期边界条件下, 能隙均消失, 其最低激发能量为

零. 以  为例, 其最低激发态  和  局域在空

间某一点上, 并不局域在边界位置, 表明此区域的

零能态不是 Majorana零模 [如图 4(b),图 4(c),

 ]. 从准粒子的最低激发能量及其本征态的空

间分布可以看出, 对于  为无理数的情况, 系统存

在三种不同的相.

Z2

S Z2

S EF = 0

为了进一步确定系统中三种不同相的拓扑特

性, 我们用  拓扑不变量来表征其拓扑性质. 在非

公度势的情况下, 我们用散射矩阵   来计算   拓

扑不变量 [52−54]. 散射矩阵   与在费米能级  

处的入射波和出射波的振幅有关, 

S =

(
R T ′

T R′

)
, (9)

R,R′ T ,T ′

Z2

这里, 2 × 2的子块  和  分别为在超导线

两端的反射和透射矩阵.    拓扑不变量定义为:

M = sgn[Det(R)] M = −1 . 只有当   时, 在超导量子

线两端才会出现非平庸的 Majorana费米子. 散射

矩阵可以通过转移矩阵方法得到. 基于哈密顿量

(4), 零能的薛定谔方程给出:
  (

t̂iΦi

Φi+1

)
= W̃i

(
t̂†i−1Φi−1

Φi

)
, (10)

这里
 

W̃i =

(
0 t̂†i

−t̂−1
i −t̂−1

i λ̂i

)
, (11)

t̂i = −tσz + i∆σy λ̂i = Viσz Φi = (ui, νi)
T

σy σz

i = 1

W̃ = W̃LW̃L−1 · · · W̃2W̃1

  ,     ,     是第

i 个格点上准粒子的波函数,    和   分别为 y 和

z 组分的泡利矩阵 . 在超导量子线两端 (  和

L)总的转移矩阵为   . 通

过相似变换, 把转移矩阵写在新的基矢下 [55,56]:
 

W = U †W̃U , U =

√
1

2

(
I I

iI −iI

)
, (12)

这里 I为 2 × 2的单位阵. 在这个基矢下, 透射和

反射矩阵的关系为
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
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
1
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
1
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=2



1

0

-1


1

0 1500 2584

=3



(b)

(c)

E1 ϕ1 ψ1 α =

(
√
5− 1)/2 b = 0.5 ∆ = 0.2 L = 2584

图  4    (a)在开边界和周期性边界条件下最低激发态能量   随准周期调制强度 V 的变化及其空间分布   (b)和   (c),   

 ,   ,   ,  

E1

ϕ1 ψ1 α = (
√
5− 1)/2 b = 0.5 ∆ = 0.2 L = 2584

Fig. 4. (a) The lowest excitation energies,   , varying with the quasi-periodic modulation amplitude, V, under OBC and PBC, re-

spectively. The spatial distribution of the lowest excited state   (b),   (c).   ,   ,   ,   .
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(
T

0

)
= W

(
I

R

)
,

(
R′

I

)
= W

(
0

T ′

)
. (13)

b = 0.5 ∆ = 0.2

V < 1.5 M = −1

V > 1.5 M = 1

拓扑不变量 M 就可以通过计算转移矩阵W得到.

如图 5(a)所示, 我们计算了  ,   时, 系

统的拓扑不变量 M 随着调制强度 V 变化的情况.

从图中可以看出, 当  时,   对应于由

Majorana零模所标记的拓扑非平庸的超导相. 而

当  时,   对应为拓扑平庸相. 由此可以

确定区域 I为拓扑非平庸的超导相 , 而在区域

II和 III中, 系统展现了拓扑平庸的特性.

IPRn =
∑L

j=1

(
u4n,j + ν4n,j

)
un,j νn,j∑L

j=1

(
u2n,j + ν2n,j

)
= 1

1/L

∝ (1/L)0

∆ = 0.2 V = 2 3

IPR1 V = 3

IPR1

区域 II和 III的最低激发态展现了不同的局

域化特性, 通过计算逆参与率 (inverse participation

ratio,  IPR)[57−61],    
[38,52],

区分系统最低激发态的局域和扩展性质. 这里 n 是

能级指标,    和   是 BdG方程 (4)的本征态,

满足归一化条件,    . 对于扩

展态, IPR的值以   趋近零; 而对于局域态, 其

IPR  趋于一个有限值 . 图 5(b)和图 5(c)

分别展示了   ,    和   时 , 最低激发态

 随着系统尺寸的标度行为.    时, 最低激

发态   不随尺寸 L 的变化而变化, 在 L 趋近于
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图 5    (a)  拓扑不变量随非公度势强度的变化 ; (b) V =

2时   的 标 度 分 析 ;  (c)    时   的 标 度 分 析

 ,   ,   ,  

Z2

IPR1 V = 2

IPR1 V = 3 α = (
√
5− 1)/2

b = 0.5 ∆ = 0.2 L = 2584

Fig. 5. (a)      topological  invariant  varying  with  the

strength of the potential V; (b) the scaling of      ;

(c)  the  scaling  of        .  Here,    ,

 ,   ,   . 
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IPR En α = (
√
5− 1)/2 b = 0.5, L = 144, δ = 0 ∆ = 0 ∆ = 0.01

∆ = 0.5 ∆ = 0.8

图 6      随准周期调制强度 V 和本征能量   的变化   ,    (a)   ; (b)   ; (c)

 ; (d)  

IPR En α = (
√
5− 1)/2 b = 0.5, L = 144 δ = 0

∆ = 0 ∆ = 0.01 ∆ = 0.5 ∆ = 0.8

Fig. 6.    varying with the amplitude of quasi-periodic modulation V and energy   .   ,   ,  

: (a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   . 
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IPR1 0.45

V = 2

IPR1 1/L 0

无穷时,   的值趋近于  , 表明此时其最低激

发态为局域态. 而对于   的情况, 最低激发态

 随着   趋近于   , 展现扩展的特性. 由此可

知, 区域 II为拓扑平庸的超导相, 而区域 III对应

为拓扑平庸的局域相.

∆ = 0

Ec = (2t− V )/b

α =
(√

5− 1
)
/2 b = 0.5, L = 144, δ = 0 ∆ = 0

En

∆ ̸= 0

∆→ 0

∆ = 0.01

∆

∆ = 0.5

∆

∆ = 0.8

当   时 , 系统中存在迁移率边 [45], 其解

析 表 达 式 为     . 图 6(a)展 示 了

 ,    和  

时不同能量  的逆参与率随着调制强度 V 变化的

情况, 其中蓝色实线表示迁移率边的解析解. 随着

p波超导配对势的引入, 即   , 系统中的迁移

率边将如何改变? 首先考虑     的情况 . 以

 为例 [图 6(b)], 可以看到原来能谱中间区

域展现局域态特性的能态随着微小的超导配对项

的引入开始变成扩展态, 而高能和低能部分并没有

发生显著变化 . 当   为有限大时 , 如图 6(c)

 时, 可以看到高能部分的局域化特性并没

有发生显著的变化, 中能部分局域化区域扩大, 而

低能部分扩展区向局域化区域扩张. 随着  值的进

一步增加, 高能和中能部分的局域化区域进一步扩

大, 而低能部分的局域化区不断缩小 [如图 6(d),

 ]. 由此可见, 由于超导配对项的引入, 迁移

率边将无法用一个解析的形式表示.
 

4   结　论

α δ b = 0

δ

b ̸= 0

α =
(√

5− 1
)
/2 δ = 0

Z2

0 < ∆ < 0.33

∆ > 0.33

b = 0

本文研究了一维调制的 p波超导体的拓扑量

子相变. 在公度势调制下, p波超导的拓扑性质强

烈地依赖于  和  的取值. 当  时, 系统中存在

特殊的相移  使得Majorana零模的存在不依赖于

公度势调制强度 V. 通过计算发现当  时, 在公

度势调制系统中, 存在特殊相移使得 Majorana零

模不受调制强度影响的结果并不是普适的. 在非公

度势 (  )调制下, 计算了相移  

时系统的低能激发谱、   拓扑不变量以及逆参与

率 (IPR)等 , 发现当 p波配对强度  

时, 随着非公度势强度 V 的增加, 系统将经历从拓

扑非平庸超导相到拓扑平庸超导相到拓扑平庸局

域相的转变. 而当  时, 随着非公度势强度

V 的增加, 系统经历拓扑非平庸相到拓扑平庸局域

相的转变, 这与  的结果一致.
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Abstract

Ĥ =
∑

i

[(
−tĉ†i ĉi+1 +∆ĉiĉi+1 + h.c.

)
+ Vin̂i

]
Vi = V

cos (2πiα+ δ)

1− b cos (2πiα+ δ)
b = 0 α

Z2

δ

α δ

α = (
√
5− 1)/2

Z2

δ = 0

Z2

We  consider  a  one-dimensional  p-wave  superconducting  quantum  wire  with  the  modulated  chemical

potential, which is described by   ,    and can

be solved by the Bogoliubov-de Gennes method. When    ,     is a rational number, the system undergoes a

transition  from  topologically  nontrivial  phase  to  topologically  trivial  phase  which  is  accompanied  by  the

disappearance of the Majorana fermions and the changing of the     topological invariant of the bulk system.

We find the phase transition strongly depends on the strength of potential V and the phase shift    . For some

certain  special  parameters      and    ,  the  critical  strength  of  the  phase  transition  is  infinity.  For  the

incommensurate  case,  i.e.    ,  the  phase  diagram  is  identified  by  analyzing  the  low-energy

spectrum,  the  amplitudes  of  the  lowest  excitation  states,  the      topological  invariant  and  the  inverse

participation  ratio  (IPR)  which  characterizes  the  localization  of  the  wave  functions.  Three  phases  emerge  in

such  case  for    ,  topologically  nontrivial  superconductor,  topologically  trivial  superconductor  and

topologically  trivial  Anderson  insulator.  For  a  topologically  nontrivial  superconductor,  it  displays  zero-energy

Majorana fermions with a    topological invariant. By calculating the IPR, we find the lowest excitation states

of  the  topologically  trivial  superconductor  and  topologically  trivial  Anderson  insulator  show  different  scaling

features. For a topologically trivial superconductor, the IPR of the lowest excitation state tends to zero with the

increase of the size, while it keeps a finite value for different sizes in the trivial Anderson localization phase.
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