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激光强度依赖的阈下谐波产生机制*

郭春祥    焦志宏    周效信    李鹏程†

(西北师范大学物理与电子工程学院, 兰州　730030)

(2019 年 12 月 12日收到; 2020 年 1 月 8日收到修改稿)

利用广义伪谱方法精确数值求解了氢原子在强激光场中的三维含时薛定谔方程, 获得了强激光中氢原

子的含时波函数, 利用时间依赖的偶极矩的傅里叶变换得到了高次谐波谱, 研究了氢原子在强激光场中发射

低于电离阈值的谐波谱对激光强度的依赖性. 研究发现, 激光强度在低于电离阈值的谐波产生的通道选择的

过程中扮演着重要角色, 主要有两种量子通道对阈下谐波的产生有贡献, 即广义的短轨道和长轨道, 其中长

轨道对激光场强度比较敏感. 结合小波时频变换、经典轨道分析、以及强度依赖的量子通道选择分析, 本文

阐明了其背后的物理机制.
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1   引　言

高次谐波 (high-order  harmonic  generation,

HHG)[1,2] 是强激光场与物质相互作用产生的一种

非线性光学现象 [3], 在超快科学技术的发展中起着

至关重要的作用 [4−13]. 已有研究表明, 利用低于电

离阈值的谐波可以获得高强度的真空紫外光源, 所

以人们对低于电离阈值的谐波研究产生了很大的

兴趣 [14−20]. Corkum等 [21] 提出了半经典三步模型

理论解释了 HHG的发射过程. 第一步, 随着激光

场强度不断增加, 原子核的库仑势垒被压低, 处于

基态的电子有机会被电离到连续态; 第二步, 被电

离到连续态的电子在激光场中加速获得动能; 最

后, 当激光场反向时, 电子开始减速、反向、再加

速, 部分电子就有机会在反向电场力的作用下被拉

回到原子核区域附近并与母离子发生复合从而辐

射出高能光子, 即高次谐波发射. 高次谐波谱的特

Ecutoff

= 3.17Up + Ip Up

Up = I2/(4ω2)

点是最先开始的几阶谐波效率随着谐波阶数的

增加迅速减小, 然后会出现一个随着阶数增加谐波

效率不发生改变的平台区, 最后谐波在平台末端

的某一阶处截止并且效率又开始急剧下降, 原子

谐波截止位置处的光子能量主要由电离能和自由

电子在激光场中获得的最大动能组成 , 即  

 , 其中 Ip 为电离能 ,    为有质动力

能 (    ,  I 为激光强度 ). 强场近似 [22]

(strong field approximation, SFA)方法可以模拟

高于电离阈值的高次谐波产生, 但是由于 SFA忽

略了库仑势作用以及束缚态与束缚态之间的跃迁,

所以不适用于计算低于电离阈值的谐波产生. 因此

本研究小组选择数值求解三维含时薛定谔方程

(time-dependent  Schrödinger  Equation,  TDSE)

的方法研究低于电离阈值的谐波产生机制.

最近, Yost等 [23] 从实验上研究了 Xe原子产

生低于电离阈值的谐波的发射特性, 提出利用阈值

下谐波辐射可以获得真空紫外频率梳 (frequency
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comb). Power等 [24] 使用非微扰的方法, 发现电离

阈值下谐波产生的主要贡献来自于长轨道. Soifer

等 [25] 研究了分子近电离阈值的高次谐波谱性质,

提出了近电离阈值谐波发射时, 长轨道属于经典的

三步模型, 而短轨道则来自于多光子电离驱动的路

径. Hostetter等 [26] 以 H原子为例, 提出了考虑原

子势的半经典三步模型, 研究了低于电离阈值的谐

波发射动力学. Xiong等 [14] 和 He等 [27] 通过量子

路径和时频分析, 证明了波长依赖的低阶谐波效率

的差异是由于主导谐波的两个量子路径之间的相

干造成的, 并且长轨道可以在更高的激光强度下影

响低阶谐波的发射. Beaulieu等 [28] 研究了超短激

光脉冲中氩原子的共振态和激发态在低于电离阈

值谐波产生中的作用. 本研究小组 [29] 最近研究发

现 He原子的多次散射有助于共振增强的低于电离

阈值的谐波的产生. 但是, 低于电离阈值的谐波的

产生机制还不是完全清楚, 有待进一步探索.

本文研究了激光强度在强场驱动 H原子产

生低于电离阈值的谐波中的角色. 通过伪谱方法

(time-dependent  generalized  pseudospectral

method, TDGPS)[30] 精确数值求解了三维 TDSE,

获得了高次谐波谱, 研究了激光强度与低阶谐波效

率之间的依赖关系, 发现在不同电离方式下, 激光

强度和谐波效率的依赖关系不同, 结合小波时频变

换、扩展的经典轨道分析以及量子通道选择分析,

揭示了在低于阈值和近于阈值谐波产生过程中的

量子通道选择规律, 并阐明了背后的物理机制. 

2   理论方法

在外场的作用下, 氢原子的 TDSE可以写为

(原子单位下) 

i
∂ψ(r, t)

∂t
= Ĥψ(r, t) =

(
Ĥ0 + V̂

)
ψ(r, t), (1)

Ĥ0

V̂

式中,   为无外场下氢原子球坐标下的哈密顿量,

 为氢原子与激光场的相互作用势, 表示为 

Ĥ0(r) = −1

2

d2

dr2
+
L̂2

2r2
− 1

r
, (2)

 

V̂ = −E · r = −zE(t). (3)

(1)式中的解可以写为 (4)式: 

ψ(r, t0 +∆t) = e−i(Ĥ0+V̂ )∆tψ(r, t0). (4)

在含时广义伪谱方法框架下, 通过求解球坐标下

t0 t0 +∆t的 TDSE, 含时波函数从时间   演化到   可

以通过三步完成:

ψ(r, t) Ĥ0
∆t
2

ψ1(r, t)

i)波函数  在能量空间  演化时间为 

的半个步长, 得到  : 

ψ1(r, t) = e−Ĥ0
∆t
2 ψ(r, t). (5)

ψ1(r, t)

∆t

ψ2(r, t)

ii)将 (5)式中波函数  转换到坐标空间,

然后在激光场的作用下演化时间为   的步长, 得

到  : 

ψ2(r, t) = e−iV̂ (r,θ,t+∆t
2 )∆t∆ψ1(r, t). (6)

ψ2(r, t)

Ĥ0 ∆t/2

ψ(r, t+∆t)

iii)将 (6)式中波函数   转换到能量空

间, 与   作用演化时间为   的半个步长, 得到

 : 

ψ(r, t+∆t) = e−Ĥ0
∆t
2 ψ2(r, t). (7)

不断进行以上三步的演化过程, 可以得到任意

时刻的波函数, 最终可以获得长度形式和加速度形

式下时间依赖的诱导偶极矩阵元: 

dL(t) = ⟨ψ(r, t) |z|ψ(r, t)⟩ , (8)
 

dA(t) = ⟨ψ(r, t)| d
2z

dt2
|ψ(r, t)⟩

= ⟨ψ(r, t)| − z

r3
+ E(t) |ψ(r, t)⟩ . (9)

最后, 再通过傅里叶变换到频率域, 能够得到

相应长度形式和加速度形式下的高次谐波频谱: 

PL(ω) =

∣∣∣∣ 1

tf − ti

∫ tf

ti

d(t)e−iωtdt
∣∣∣∣2, (10)

 

PA(ω) =

∣∣∣∣ 1

tf − ti

1

ω2

∫ tf

ti

dA(t)e−iωtdt
∣∣∣∣2. (11)

ω

t0

为了分析特定频率下高次谐波在时域和频域

空间的发射特性, 利用小波变换, 得到频率为  的

谐波随着时间  变化的振幅为 

Aω(t0, ω) =

∫
da(t)

√
ωW [ω(t− t0)] dt, (12)

其中 

W (x) =
1√
τ
eixe−x2/(2τ2), (13)

为Morlet形式下的窗函数.

为了提取在某一激光强度下量子通道的贡献,

本研究小组发展了 Yost等 [23,31] 提出的强度依赖

的量子通道分析方法, 计算了不同激光强度下每一

阶谐波量子通道的分布, 表示如下: 
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dq(α, I0) =
∫

dq(I)eiαUp(I)/ℏωδ(I − I0)dI, (14)

α

α α Up

ω δ(I − I0) =

e−(
I−I0

ς )
2

ς = 0.04

其中,   代表依赖激光场强度的电子轨迹动力学相

位,   越小表示轨迹越短,   越大表示轨迹越长;  

表示有质动力能 ;    表示角频率 ;   

 ,   .
 

3   结果与讨论

通过数值求解 TDSE分别计算了波长为

800和 1600 nm下 H原子产生的低于电离阈值的

高次谐波谱, 激光场采用的形式为 

E(t) = E0f(t) =
E0 cosωt, 4T ⩽ t ⩽ 16T,

E0cos2
(

πt
8T

)
cosωt, 0 ⩽ t ⩽ 4T,

16T ⩽ t ⩽ 20T,

(15)

E0

T = 2π/ω

其中,    为激光场的振幅; T 为激光脉冲的周期,

 .

6.0× 1013 1.0× 1014

1.4× 1014 W/cm2 800 nm

图 1(a)表示强度在 I 为   ,   

和  时, 波长为  的 H原子产

生低于电离阈值的高次谐波谱. 随着强度增大, 谐

波效率不断增加, 并且峰值逐渐变得尖锐. 图 1(b)

表示波长为 1600 nm情况下 H原子产生的低于电

离阈值的高次谐波谱, 结果与图 1(a)类似, 但是每

阶谐波的峰值变得更尖锐.

γ

为了探索不同电离机制下激光强度对 H原子

在低于电离阈值下谐波产生过程中的影响, 计算波

长为 800 nm的情况下, 第 5阶谐波 (H5)、第 7阶

谐波 (H7)和第 9阶谐波 (H9)的发射随强度的依

赖关系 (图 2). 1965年, Keldysh[32] 提出在适当的

激光强度下原子电离的机制具有选择性, 理论上可

以采用一个 Keldysh参数   来区分电离类型: 

γ =
√
Ip/(2Up). (16)

γ > 1 γ < 1

In I

E(t)2

In

I5 I7 I9

I1.5

当   时, 以多光子电离方式为主; 当  

时, 以隧穿电离方式为主. 由于吸收 N 个光子的概

率大致与强度  成正比, 而强度  的大小取决于激

光 场   
[33], 本 研 究 小 组 [34] 发 现 H5,  H7和

H9在多光子电离区域的发射与激光场强度  成正

比, 即 H5, H7和 H9谐波的峰值强度在多光子电

离机制下 (蓝色区域)与激光场强度   ,    , 和  

(黑色虚线)成正比, 而在隧穿电离机制下 (橘黄色

区域)与激光场强度  (白色虚线)成正比.

为了理解低于电离阈值的谐波对激光强度敏

感的物理机制, 选取了图 2中 H9曲线上 a, b, c,

d四个特殊点处对应的电子的动力学轨迹进行分

析. 在计算中, 通过求解包含原子势的牛顿方程:
 

r̈ = FCoulomb + FLaser = −∇U + E(t)ez, (17)

获得了电子在激光场中对时间依赖的轨迹, 进而可

以展示电子返回母核发射谐波的物理图像. 分别计

算了四个特殊点处 a点 (I = 3.1 × 1013 W/cm2)

b点 (I = 3.6 × 1013 W/cm2), c点 (I = 4.3 × 1013

W/cm2)和 d点 (I = 6.6 × 1013 W/cm2)在激光

场峰值前一个周期释放电子的动力学轨迹 (图 3).

为了便于讨论, 在图 3中同时画出了激光场的曲

线 (红色实线). 图 3(a)对应 a点的情况, 电子在
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图 1    H原子产生的低于电离阈值的高次谐波谱　(a)波

长为   , 强度为 I = 6.0 × 1013 W/cm2 (黑色实线 ), I

=  1.0  ×  1014 W/cm2  (红 色 实 线 ), 以 及 I  =  1.4  ×  1014

W/cm2  (绿 色 实 线 ), 蓝 色 线 表 示 H原 子 的 电 离 能   ;

(b)同 (a)图, 波长为   的情况

800 nm I = 6.0× 1013 W/cm2

I = 1.0× 1014 W/cm2

I = 1.4× 1014 W/cm2

1600 nm

Fig. 1. The  HHG  spectra  produced  by  the  hydrogen  atom

below  the  ionization  threshold:  (a)  The  wavelength  is

 ,  and  the  intensity  is    (black

solid  line),    (red  solid  line),  and

 (green solid  line),  the  blue  lines   in-

dicate the ionization energy Ip of hydrogen atom; (b) same

as (a), the wavelength is    case. 
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9.0周期释放, 电子在 9.5周期 (激光场峰值处红色

实线)和 10.0周期之间多次返回母核产生谐波, 同

时电子返回轨迹较短 (广义短轨道). 图 3(b)中对

应的是 b点的情况, 由于这时电子在 9.5周期激光

场峰值处强度较强, 电子直接被电离出去的概率较

大, 所以在 9.5周期和 10.0周期之间主要是单次返

回母核产生谐波, 谐波发射效率会大幅下降. 图 3(c)

和 (d)对应的是 c点和 d点的情况, 激光强度更

强, 这时尽管电子在 9.5周期和 10.0周期之间没有

返回, 但是在 10.25周期之后由于电子隧穿电离概

率增大, 所以大量电子返回了母核, 整体增强了谐

波的强度. 同时可以看出, 电子的返回轨迹较长

(广义长轨道). 通过以上分析, 可以很好地理解低

于电离阈值谐波对激光强度敏感的物理机制.

I = 6.6× 1013 W/cm2

为了进一步了解低于电离阈值谐波的发射特

性, 对图 2中 H9曲线上 a, b, c, d四个特殊点处

对应的谐波进行了小波时频变换. 为了便于比较,

以   (d点)的 H7强度作为标

准, 其它阶次的强度与此谐波比较得出. 图 4(a)为
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图 2    低于电离阈值的 H5(黑色实线), H7(红线), 和 H9(蓝

色实线)的峰值强度随激光场强度的变化. 这里, 波长取为

 , 其它激光场参数同图 1(a). 箭头 a, b, c, d分别表

示在激光强度   为   ,    ,    , 和

    时 H9的峰值强度

800 nm

I

3.1× 1013 3.6× 1013 4.3× 1013 W/cm2

1013 W/cm2

Fig. 2. The  peak  intensity  of  H5(black  solid  line),  H7(red

line), and H9 (blue solid line) below the ionization threshold

as  a  function  of  the  laser  field  intensity.  Here,  the

wavelength is    , and the other laser field parameters

used are the same as those in Fig. 1(a). The arrows a, b, c,

and d indicate the peak intensity of  H9 at the intensity   

of    ,    ,      ,  and  6.6  ×

    , respectively.
 

 

9.0 9.5 10.0 10.5 11.0 11.5

Time (optical cycle)

40

20

0

-20

-40

0.030

0.015

0

-0.015

-0.030


(

)/
a
.u

.


(

)/
a
.u

.

(a)

9.0 9.5 10.0 10.5 11.0 11.5

Time (optical cycle)

40

20

0

-20

-40

0.032

0.016

0

-0.016

-0.032


(
)/

a
.u

.


(

)/
a
.u

.


(

)/
a
.u

.


(

)/
a
.u

.


(

)/
a
.u

.


(

)/
a
.u

.

(b)

9.0 9.5 10.0 10.5 11.0 11.5

Time(optical cycle)

40

20

0

-20

-40

0.035

0

-0.035

(c)

9.0 9.5 10.0 10.5 11.0 11.5

Time(optical cycle)

40

20

0

-20

-40

0.044

0.022

0

-0.022

-0.044

(d)

图 3    H9曲线上 a, b, c, d四个特殊点处对应的电子动力学轨迹, 红色实线代表激光场, 蓝色实线表示电子的轨迹, 黑色虚线表

示母核位置. 激光场参数同图 2

Fig. 3. The time-dependent position of electrons at the given laser intensity shown in a, b, c, and d points in H9 curve. The red sol-

id lines represent the laser field, the blue solid lines represent the trajectories of the electron, and the black dotted lines represent

the position of the parent nucleus. The other laser field parameters used are the same as those in Fig. 2. 
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I = 3.1× 1013 W/cm2

ω

I = 3.6× 1013 W/cm2

I = 4.3× 1013 W/cm2

I = 6.6× 1013 W/cm2

激光强度   的情况, 由图 4(a)

可以看出, 不同激光强度下同一阶次的谐波效率不

同, H7的发射效率总是较强, 因为 H原子基态 1s

到第一激发态 2p之间的跃迁能量为 0.375 a.u.,

在 800 nm激光场下恰好对应的是 6.58  , 非常接

近于 H7, 所以 H7的发射效率较强是因为共振效

应. 图 4(b)为激光强度   的情

况, H5和 H7谐波发射较强, 而 H9谐波发射比较

弱, 这与图 3(b)分析结果一致. 图 4(c)为激光强

度    的情况 , H7谐波发射较

强, H5和 H9谐波发射较弱. 图 4(d)为激光强度

 的情况, H5和 H7谐波发射

较强.

T1 = 4 16 o.c

另外, 从图 4可以看出, 在激光场的开始和末

端区域, H5, H7和 H9不仅有纵向分布, 而且存在

横向分布. 为了便于观察, 选取图 4(d)的结果进行

进一步分析 (图 5). 可以清楚地看到电离阈值以下

(H5, H7)和阈值附近 (H9)谐波的纵向、横向分布 [27].

对于纵向分布 A, 对应每一阶次的谐波发射是连续

的, 并且强度和激光强度成正比, 同时可以看到,

H7和 H9的发射效率较高, H5发射效率较低. 对

于横向分布 B1和 B2, 与激光场的形式有关, 在

 和  . 位置附近引起了横向分布, 并且能

够看到 H9横向分布最强, H5 和 H7比较弱. 这种

分布与阈值以上谐波分布的产生非常相似, 是由于

在激光场开始和末端强度较低, 多光子电离和隧穿

电离通道的相互干扰引起的.

α = 0 6π α = 0

6π

α = 0

α = 6π

α = 6π
α = 6π

最后, 分析电离阈值下谐波产生过程中量子通

道对激光强度的依赖性以及不同量子通道的贡献.

图 6(a)—(c)展示了低阶谐波 H5, H7和 H9量子

通道的分析结果, 阈下谐波的产生主要集中在相位

为   和   附近的两个量子通道, 并且   和

 的贡献可以解释为广义的短轨道和长轨道的贡

献 [26]. 从图 6不难看出, 短轨道的作用随着激光强

度的增加贡献变大, 长轨道对 H5和 H7的贡献很

微弱, 而长轨道对 H9的贡献很大, 并且随着激光

场的增强, 影响的范围越来越大, 这一结果与图 3

经典轨迹分析的结果一致, 是因为随着激光强度的

增大隧穿电离机制越来越明显造成的. 通过比较

图 5(a)—(c)不难发现, 随着激光强度的增大, 低

阶谐波的发射是连续的. 根据前面的讨论,   

量子通道的贡献主要是多光子电离主导的 , 而

 量子通道分布主要是隧穿电离主导的. 另

外, 从图 6(a)和图 6(b)能够看到, 随着激光强度

的变化, H5和 H7在  附近发射比较弱; 而在

图 6(c)中,   附近 H9发射比较强是由于广义

 

5 7 9

Harmonic order

20

16

12

8

4

0

T
im

e
 (

o
p
ti
c
a
l 
c
y
c
le

)

(a)
-2

-4

-6

-8

-10
5 7 9

Harmonic order

20

16

12

8

4

0

T
im

e
 (

o
p
ti
c
a
l 
c
y
c
le

)

(b)
-2

-4

-6

-8

-10

5 7 9

Harmonic order

20

16

12

8

4

0

T
im

e
 (

o
p
ti
c
a
l 
c
y
c
le

)

(c) -1

-2

-3

-4

-5

-1

-2

-3

-4

-5
5 7 9

Harmonic order

20

16

12

8

4

0

T
im

e
 (

o
p
ti
c
a
l 
c
y
c
le

)

(d)

800 nm I = 3.1× 1013 W/cm2 I = 3.6× 1013 W/cm2

I = 4.3× 1013 W/cm2 I = 6.6× 1013 W/cm2
图  4    波长为   激光脉冲下 , 低于电离阈值谐波的时频分析　 (a)    ; (b)    ;

(c)   ; (d)  

800 nm I = 3.1× 1013 W/cm2

I = 3.6× 1013 W/cm2 I = 4.3× 1013 W/cm2 I = 6.6× 1013 W/cm2
Fig. 4. Time-frequency  analysis  of  below-threshold  harmonic  generation  with  a      wavelength:  (a)    ;

(b)   ; (c)   ; (d)   .
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长轨道的贡献增大所致. 由此, 可以发现阈下谐波

的产生过程中, 确实有两种量子通道的贡献, 不同

激光强度下, 每一阶谐波产生的通道选择不同, 而

且通道的选择对激光强度非常敏感. 

4   结　论

γ > 1

I5 I7 I9

γ < 1

I1.5

本文利用广义含时伪谱方法, 精确数值求解了

三维 H原子在强激光场中的 TDSE, 研究了低于

电离阈值的谐波的发射和激光强度的依赖关系. 研

究发现 , 在   的多光子电离机制下 ,  H5, H7,

H9谐波和激光强度的依赖关系分别为  ,   和 

(I 为激光场强度), 而在   的隧穿电离机制下,

依赖关系变为   . 通过结合经典轨迹分析、时频

分析和激光强度依赖的量子通道分析, 发现低于电

离阈值的谐波发射确实存在两种量子路径, 即广义

的长路径和短路径, 路径的选择与激光强度相关,

且不同激光强度下两种路径对低阶谐波发射产生

的贡献不同, 背后的物理机制是电离机制对激光强

度的依赖性.

参考文献

 McPherson  A,  Gibson  G,  Jara  H,  Johann  U,  Luk  T  S,
McIntyre I A, Boyer K, Rhodes C K 1987 J. Opt. Soc. Am.
B. 4 595

[1]

 Ferray  M,  L’Huillier  A,  Li  X  F,  Lompre  L  A,  Mainfray  G,
Manus C 1988 J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 21 31

[2]

 Brabec T, Krausz F 2000 Rev. Mod. Phys. 72 545[3]
 Takahashi  E  J,  Kanai  T,  Ishikawa  K  L,  Nabekawa  Y,
Midorikawa K 2008 Phys. Rev. Lett. 101 253901

[4]

 

4.0 4.5 5.0 5.5 6.0

Harmonic order

20

16

12

8

4

0

T
im

e
 (

o
p
ti
c
a
l 
c
y
c
le

)

(a)
-1

-2

-3

B1

B2

A

H5

6.0 6.5 7.0 7.5 8.0

Harmonic order

20

16

12

8

4

0

T
im

e
 (

o
p
ti
c
a
l 
c
y
c
le

)

(b)
-1

-2

-3

-4

B1

B2

A

H7

8.0 8.5 9.0 9.5 10.0

Harmonic order

20

16

12

8

4

0

T
im

e
 (

o
p
ti
c
a
l 
c
y
c
le

)

(c) -1

-2

-3

-5

-4

B1

B2

A

H9

800 nm I = 6.6× 1013 W/cm2图 5    波长为   , 强度为   激光

脉冲下, 低于电离阈值的时频分析　(a) H5; (b) H7; (c) H9

800 nm
I = 6.6× 1013 W/cm2

Fig. 5. Time-frequency analysis of below-threshold harmon-

ic,  in  a      laser  wavelength  with  the  intensity

 : (a) H5; (b) H7; (c) H9.
 

 

-2 0 2 4 6 8

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

In
te

n
si

ty
/
1
0

1
4
 W
S
c
m

-
2

/units of p

1

0

-1

-2

-3

-4

-5
H5

(a)

-2 0 2 4 6 8

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

In
te

n
si

ty
/
1
0

1
4
 W
S
c
m

-
2

/units of p

1

0

-1

-2

-3

-4

-6

-5
H7

(b)

-2 0 2 4 6 8

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

In
te

n
si

ty
/
1
0

1
4
 W
S
c
m

-
2

/units of p

0

-1

-2

-3

-4

-7

-6

-5

H9

(c)
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Fig. 2.): (a) H5; (b) H7; (c) H9. 
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Abstract

3.17Up + Ip Ip

Up

High-order-harmonic generation (HHG) is a fundamental atomic and molecular process in strong laser fields

and plays a crucial role in the development of ultrafast science and technology. The essential features in HHG,

such as  the above-threshold harmonic plateau and cutoffs,  can be well  understood by the semiclassical  three-

step model. The HHG cutoff occurs approximately at the energy    , where     is the atomic ionization

potential, and    is the ponderomotive potential.

In the past, most studies focused on the HHG above the ionization threshold, and the general pattern of

the HHG spectrum can be qualitatively explained by means of the strong field approximation (SFA) and the

quantum  treatment  of  three-dimensional  time-dependent  Schr?dinger  equation  (TDSE).  However,  the  SFA

results in inadequate description for the process in the harmonic generation below the ionization threshold since

it  neglects  the  Coulomb  potential  and  the  detailed  electronic  structure  of  atoms.  Recently,  as  a  promising

method to  produce vacuum-ultraviolet  frequency comb,  the  HHG in the near-  and below-ionization threshold

has been increased considerably. However, the dynamical origin of in these lower harmonics is less understood

and largely unexplored.

Here  we  perform  an  ab  initio  quantum  study  of  the  near-  and  below-threshold  harmonic  generation  of

hydrogen  atom  by  means  of  the  time-dependent  generalized  pseudospectral  method.  We  study  the  intensity

dependence of the harmonic spectra below the ionization threshold of hydrogen atom in the intense laser field.

The high-order harmonic spectra are calculated by the Fourier transform of the atom induced dipole moment in

the laser field. The below-threshold harmonic spectra yield is scaled as a function of the laser peak intensity. We

find that the spectra yield in below-threshold harmonic generation (BTHG) dependents on the light intensity in

the  multiphoton  ionization  regime.  And  the  laser  intensity  plays  an  important  role  in  the  channel  selection

process for BTHG. There are mainly two kinds of quantum channels to be responsible for the BTHG. Namely,

the generalized short trajectories and the long trajectories, in which the long trajectories are more sensitive to

the laser field intensity. Combining with wavelet time-frequency transform, semiclassical trajectories simulation,

and  quantum  channel  analysis  associated  with  the  laser  intensity,  the  dynamical  origin  of  the  BTHG  is

uncovered.
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