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地下黏弹性介质波动方程及波场数值模拟*

宋利伟 1)†    石颖 2)    陈树民 3)    柯璇 2)    侯晓慧 1)    刘志奇 2)

1) (东北石油大学物理与电子工程学院, 大庆　163318)

2) (东北石油大学地球科学学院, 大庆　163318)

3) (大庆油田有限责任公司勘探开发研究院, 大庆　163712)

(2021 年 1 月 2日收到; 2021 年 1 月 25日收到修改稿)

实际介质普遍具有黏弹性, 波在传播过程中常伴有能量的耗散、相位畸变和频带变窄等, 对于含有液体

和气体的介质, 衰减现象尤为突出. 由于经典的波动理论未考虑介质的黏弹性效应, 基于完全弹性假设的模

拟波场和实际传播特征之间的差异明显, 波动理论在工程技术中的应用效果还有提升的空间. 在岩石物理中,

品质因子 Q 是量化地震衰减强度的参数, 为了研究波在地下介质中的传播规律, 本文从常 Q 理论出发, 在黏

弹性介质频散关系中, 利用多项式拟合和 Taylor展开法将频率的分数阶转化为整数阶, 进而推导了时间域复

数形式的地下黏弹性介质波动方程. 该近似处理避免了频散关系经域转换后出现分数阶时间微分项, 能有效地

降低计算成本. 最后, 采用有限差分法联合伪谱法对均质模型实现了波场的数值模拟, 验证了方程的有效性.

关键词：黏弹性介质, 波动方程, 数值模拟, 伪谱法
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1   引　言

地下介质普遍具有黏弹性, 波在传播过程中部

分能量转变成热, 波场特征会发生明显变化, 如振

幅衰减、相位畸变和频带变窄等. 当地层中含有气

体或液体时, 黏弹性效应更加突出. 忽略黏弹性的

波场模拟易导致波场描述失真, 不利于工程技术中

的应用 [1−4], 因此有必要开展黏弹性介质波动理论

及波场数值模拟的研究.

在岩石物理中, 品质因子 Q 用于计算应力与

应变之间的相位差, 是度量地震波衰减特征的参

数. Liu等 [5] 利用广义标准线性体建立了不依赖频

率的 Q 模型, 解释了地震波能量衰减和相位畸变

的原因, 理论上 Q 值与实际介质的匹配度取决于

线性体的数目和组合方式 [6,7]. Kjartansson[8] 在衰

减系数和频率成线性关系的假设下建立了常 Q 模

型, 由于频散关系的数学形式简单, 在地震资料处

理中得到了广泛关注. 从常 Q 模型的本构关系出

发, Carcione等 [9,10] 推导了黏弹性介质波动方程,

并采用 Grünwald-Letnikov近似实现了地震波场

数值模拟, 由于方程中分数阶时间微分项的计算依

赖于历史时刻波场, 因此需要保存全时程波场, 计

算成本较高. 虽然短时截断法和内部变量法能降

低内存的占用 [11,12], 但依然难以应对大尺度模型.

Yang和 Zhu[13] 推导了分数阶拉普拉斯算子的黏

弹性介质波动方程, 并应用于地下构造成像中.

波动方程是双曲线偏微分方程 [14−17], 常用的

数值模拟方法有伪谱法、有限元法和有限差分法.

有限差分法无需数据域的转换, 且计算效率高, 是

波动方程数值模拟中最常用的算法 [18,19], 为了在相

同计算量的情况下提高数值模拟精度, 先后发展了
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交错网格和旋转交错网格 [20,21]. 伪谱法通过 Fourier

变换实现, 相当于无限阶差分算子精度, 计算效率

不及有限差分法 [22]. 有限元法的优势是网格剖分

灵活, 能模拟复杂介质中的波传播, 但计算成本较

高 [23].

本文基于 Kjartansson提出的常 Q 模型, 建立

了黏弹性介质波动方程, 研究了波动方程的数值模

拟方法, 通过数值实验分析了品质因子 Q 对波场

振幅、相位和频带的影响. 

2   波动方程建立

M(ω)

在 Kjartansson[8] 提出的常 Q 模型中 , 模量

 在频率域的形式为 

M(ω) = i2γω2γω−2γ
0 M0, (1)

ω0 M0 ω i
γ

其中   是参考频率;    是模量;    是频率;    是虚

数单位;   与品质因子 Q 相关, 可通过下式确定 [8]: 

1

Q
= tan(πγ). (2)

πγ式中 ,    的物理意义是介质应力和应变之间相

位差.

vc M(ω)在地下黏弹性介质中波速  与量  的关系

为 [24]
 

vc =

√
M(ω)

ρ
, (3)

ρ vp式中,   为介质密度. 相速度  可利用下式计算, 

vp =
ω

kR
, (4)

kR k i=cos(π/2)

+i sin (π/2)/2 k kR kI

式中,   是波数  的实部, 利用等价关系 

 ,    的实部   和虚部   根据 (5)式和

(6)式确定, 

kR = Re
(
ω

vc

)
= ω1−γωγ

0 v
−1
0 , (5)

 

kI = Im
(
ω

vc

)
= − tan

(γπ
2

)
ω1−γωγ

0 v
−1
0 , (6)

v0 =式中 , Re和 Im分别为取实部和虚部算子 ;   

√
M0/ρcos−1(γπ/2) , 是在参考频率处的相速度. 将

(5)式代入 (4)式可得 

vp = v0ω
γω−γ

0 . (7)

类似于弹性介质, 在黏弹性介质中波的频散关

系可表示为 

ω2

v2c
= k2. (8)

将 (1)式和 (3)式代入 (8)式有 

ω2−2γω2γ
0 cos(γπ)− iω2−2γω2γ

0 sin(γπ) = v2k2. (9)

v2 = M0/ρ v式中,   ,   是 Q 趋于无穷大时的相速度,

即介质趋于弹性介质时波的相速度. 若将 (9)式从

频率-波数域变换至时间-空间域, 可得含有分数阶

时间微分的波动方程, 虽然采用Grünwald-Letnikov

近似能实现分数阶微分项的计算, 但该方法需保存

历史时间波场. 为此, 将 (9)式等号左侧第一项进

行多项式拟合有 

ω2−2γω2γ
0 cos(γπ) = a1ω

2 + a2ω + a3. (10)

a1 a2 a3式中,   ,   和  为拟合系数, 表 1提供了参考频

率为 50 Hz时不同品质因子 Q 对应的拟合系数.

当 Q = 30时, (10)式拟合曲线如图 1所示, 图中

实心点是理论数值, 实线为拟合曲线, 以上拟合均

是将频率转换至圆频率所得.

iω

ω1−2γ

(9)式中等号左侧第二项中  经 Fourier变换

是时间的一阶微分算子, 为了使剩余的  易于
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图 1    拟合曲线 (Q = 30)

Fig. 1. Fitting curve (Q = 30). 

表 1    不同 Q 值拟合系数
Table 1.    Fitting coefficients of different Q values.

Q 5 10 20 30 60 100 5000

a1 0.8144 0.9081 0.9545 0.9698 0.9850 0.991 0.9998

a2 58.452 30.728 15.662 10.499 5.276 3.1716 0.0636

a3 –2078.2 –1133.1 –587.58 –396.08 –200.14 –120.57 –2.4255
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k2γ−1计算, 先对  进行处理,
 

k2γ−1 = (kR + ikI)
2γ−1 = k2γ−1

R

(
1 + i

kI

kR

)2γ−1

.

(11)

将 (5)式和 (6)式代入 (11)式得
 

k2γ−1 = k2γ−1
R

(
1− i tan

γπ
2

)2γ−1

. (12)

γ ≪ 1

[1− i tan(γπ/2)]2γ−1

对于弱衰减介质有   , 利用 Taylor展开可将

 表示为
  (

1− i tan
γπ
2

)2γ−1

= 1 + i
γπ
2

+ o(r)2. (13)

忽略 (13)式的高阶无穷小量后代入 (12)式有
 

k1−2γ
R = k1−2γ

(
1 + i

γπ
2

)
. (14)

(4)式的等价形式为
 

ω1−2γ = v1−2γ
p k1−2γ

R . (15)

vp ≈

v0

根据 (7)式, 当参考频率接近于波的频率时, 有 

 , 将 (14)式代入 (15)式为
 

ω1−2γ = v1−2γ
0 k1−2γ

(
1 + i

γπ
2

)
. (16)

将 (10)式和 (16)式代入 (9)式有
 

a1ω
2 + a2ω + a3 − iτωk1−2γ

+ γπτωk1−2γ/2 = v2k2, (17)

τ = ω2γ
0 v1−2γ

0 sin(γπ)其中  .
 

F [ω2 ω iω kξ ]

=

[
− ∂2

∂t2
−i

∂

∂t

∂

∂t

(
−∇2

) ξ
2

]
. (18)

∇

根据 Fourier变换的微分性质, (18)式给出了

算子在频率-波数域和时间-空间域的对应关系 ,

F 为 Fourier变换算子 ,    是拉普拉斯算子 . 将

(17)式乘频率-波数域波场后, 经域转换可得时间-

空间域地下黏弹性介质波动方程:
 

a1
∂2u

∂t2
+ ia2

∂u

∂t
− a3u+ τ

(
−∇2

)0.5−γ ∂u

∂t

+ i
γπτ

(
−∇2

)0.5−γ

2

∂u

∂t
= v2∇2u , (19)

u(19)式中,   是复数波场, 取其实部即物理意义上

的波场. 为了在数值模拟中研究波动方程中各项对

波场的主控因素, 可将 (19)式改写为
 

∂2u

∂t2
+ λ

[
(a1 − 1)

∂2u

∂t2
+ ia2

∂u

∂t
− a3u

]

+ µ

[
τ
(
−∇2

)0.5−γ ∂u

∂t
+ i

γπτ
(
−∇2

)0.5−γ

2

∂u

∂t

]

= v2∇2u. (20)

λ µ

λ = 1, µ = 1

λ = 0, µ = 0

(20)式中参数  和  的取值为 1或 0, 两参数组合可

形成四个方程, 当  时, (20)式和 (19)式

等价; 当   时, (20)式退化为声波方程. 

3   波场递推公式

本文采用二阶精度有限差分法求解 (19)式中

的时间微分项, 其离散格式为 

∂2

∂t2
un =

un+1 − 2un + un−1

∆t2
, (21)

 

∂

∂t
un =

un − un−1

∆t
. (22)

n ∆t式中,   为时间节点;   是时间采样间隔.

k

(19)式中的空间微分项采用伪谱法计算, 先通

过 Fourier变换将时间 -空间域波场转换至波数

域, 与波数  和拉普拉斯算子的阶数作用后, 再经

反 Fourier变换即可实现求解 [25,26]. 以上过程可用

(23)式表示:  (
−∇2

)ξ
u = F−1

[
k2ξF (u)

]
. (23)

结合 (21)式、(22)式和 (23)式, 波动方程 (19)式

的波场递推公式为 

un+1 =
∆t2

a1

{
v2F−1[−K2F (u)]− i

(
a2

un − un−1

∆t

+
γπτ
2

F−1

(
K1−2γF

(
un − un−1

∆t

)))
+ a3u

n − τF−1

(
K1−2γF

(
un − un−1

∆t

))}
+ 2un − un−1. (24)

 

4   数值实验

为研究地下黏弹性介质中波的传播规律, 设计

水平和垂直方向的距离为 3.8 km的均质模型, 空

间网格间距为 10 m, 波在参考频率 50 Hz处的相

速度为 2216 m/s. 利用主频是 20 Hz的 Ricker子

波作为激发震源, 其振幅峰值为 1 Pa, 时间采样间
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隔 1 ms, 子波的函数形式为 

Ricker(t)=[1− 800π2(t− 0.1)2]e−400π2(t−0.1)2 . (25)

震源位于模型中央位置, 距离震源 0.6 km处布置

检波器, 数值实验模型如图 2所示. 设置模型品质

因子 Q 为 20, 编程验证 (19)式的有效性和数值模

拟方案的可行性. 图 3为 600 ms的波场, 由于介

质中不含波阻抗界面, 因此波场特征是外扩的圆.

在模型垂直方向 1.9 km处, 水平方向 0—3.8 km

范围分别提取 500和 600 ms波场 , 如图 4所示 ,

随着时间推移, 波场的能量由 1.9 km处向外传递,

受到介质的吸收衰减, 波场的振幅明显变小.

介质的黏弹性不仅衰减波场的振幅, 而且影响

相位和频带. 现采用不同 Q 值实施波场模拟, 检波

器从震源激发时开始采集信息, 直至 1000 ms结

束, 在模拟区域外侧添加吸收衰减层以避免边界

产生虚假反射. 图 5是在相同传播路径下, 不同

Q 值所对应的记录, 由于检波器接收的信息集中

在 380 ms, 排除无效信息仅对 200至 600 ms记录

显示, Q 值由 30变为 10后, 波场的振幅明显减小,

相位发生畸变 . 图 5中两记录的归一化频谱如

图 6所示, Q 值影响了记录频带的特征, 主频由初

始的 20 Hz分别降至 15和 10 Hz. 在 Kjartansson

提出的常 Q 模型中, Q 的减小对应着应力和应变

之间的滞后变大, 进而介质对波场的吸收衰减变

强, 此外该模型的假设是衰减系数与波场的频率成

正比关系, 即低频成分的衰减比高频成分弱, 通过

数值实验表明, 建立的波动方程能够准确地描述波

场的衰减规律, 且数值模拟方案可行.

λ µ

λ = 0, µ = 0 λ = 0,

为了对比分析 (20)式中各项对波场的主控因

素, 采用控制参数   和   的方式对方程实施数值

模拟, 图 7(a)—(d)分别对应   ,   
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图 2    数值模拟模型

Fig. 2. Numerical simulation model. 
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Fig. 4. One dimensional wavefield at different times. 

 

200 300 400 600500

时间/ms

45

30

15

0

-15

-30

振
幅
/
P
a

=10

=30

图 5    波场记录

Fig. 5. Wavefield record. 
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µ = 1 λ = 1, µ = 0 λ = 1, µ = 1 ,    和   的截取波场 ,

图 7(a)与图 7(b)和图 7(c)的差异分别在于振幅

和相位, 图 7(a)和图 7(d)在振幅和相位上均有差

异. 基于以上研究, (20)式中等号左侧第二项主控

相位畸变, 第三项主控振幅衰减. 图 8为 4个波场

的局部 (图 2中 A 点至 B 点)单道显示, 该图展示

了弹性介质波场经振幅衰减和相位畸变后演变为

黏弹性介质波场的过程.
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图 7    组合波场

Fig. 7. Combined wavefield.
 

为了测试数值方法对于复杂模型的有效性, 进

行了波场数值模拟. 采用模型在水平和垂直方向的

网格点数分别为 401和 301, 网格间距为 10 m, 即

水平距离为 4 km, 垂直深度为 3 km, 模型速度分

布在 2500至 3500 m/s区间, 以层状构造为主, 如

图 9(a)所示, 品质因子 Q 取 25. 震源布置在模型

中央, 三个不同时刻的波场如图 9(b),(c)所示. 随

着时间递增, 波场能量逐步外扩, 由于介质的黏滞

性效应, 波场振幅出现了衰减特征. 通过测试表明,

构建的黏弹性介质波动方程能刻画波传播至波阻

抗界面所产生的透射波和反射波.
 

5   结　语

本文在常 Q 理论基础上, 建立了黏弹性介质

波动方程, 该方程能解耦振幅衰减和相位畸变效

应, 有助于分析介质中的复杂波场现象, 可为地震
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Fig. 8. Part wavefield. 
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图 9    复杂模型波场模拟　(a) 速度模型; (b) 0.3 s波场; (c) 0.4 s波场; (d) 0.5 s波场

Fig. 9. Wavefield simulation for the complex model: (a) Velocity; (b) wavefield at 0.3 s; (c) wavefield at 0.4 s; (a) wavefield at 0.5 s. 
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资料处理提供理论基础. 需要注意的是方程中拉普

拉斯算子的阶数是 Q 的函数 , 伪谱法仅能处理

Q 场为常数的情况, 对于 Q 场较平滑的介质, 可

将 Q 场的平均应用至全局. 为了应对 Q 场具有强

非均质性的波场模拟, 如何将 Q从拉普拉斯算子

的阶数中分离值得深入研究.
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Abstract

The energy of wavefield is gradually attenuated in all  real materials,  which is a fundamental feature and

more  obvious  in  the  media  containing  liquid  and  gas.  Because  the  viscosity  effect  is  not  considered  in  the

classical wave theory, the actual wavefield is different from the simulated scenario based on the assumption of

complete  elasticity  so  that  the  application  of  wavefield  does  not  meet  the  expectations  in  engineering

technology, such as geophysical exploration. In the rock physics field, the well-known constant-Q theory gives a

linear description of attenuation and Q is regarded as independent of the frequency. The quality factor Q is a

parameter  for  calculating  the  phase  difference  between  stress  and  strain  of  the  media,  which,  as  an  index  of

wavefield  attenuation  behavior,  is  inversely  proportional  to  the  viscosity.  Based  on  the  constant-Q  theory,  a

wave equation can be directly obtained by the Fourier transform of the dispersion relation, in which there is a

fractional time differential operator. Therefore, it is difficult to perform the numerical simulation due to memory

for  all  historical  wavefields.  In  this  paper,  the  dispersion  relation  is  approximated  by  polynomial  fitting  and

Taylor expansion method to eliminate the fractional power of frequency which is uncomfortably treated in the

time  domain.  And  then  a  complex-valued  wave  equation  is  derived  to  characterize  the  propagation  law  of

wavefield  in  earth  media.  Besides  the  superiority  of  numerical  simulation,  the  other  advantage  of  this  wave

equation  is  that  the  dispersion  and  dissipation  effects  are  decoupled.  Next,  a  feasible  numerical  simulation

strategy  is  proposed.  The  temporal  derivative  is  solved  by  the  finite-difference  approach,  moreover,  the

fractional spatial derivative is calculated in the spatial frequency domain by using the pseudo-spectral method.

In  the  process  of  numerical  simulation,  only  two-time  slices,  instead  of  the  full-time  wavefields,  need  to  be

saved,  so  the  demand  for  data  memory  significantly  slows  down  compared  with  solving  the  operator  of  the

fractional  time  differential.  Following  that,  the  numerical  examples  prove  that  the  novel  wave  equation  is

capable  and  efficient  for  the  homogeneous  model.  The  research  work  contributes  to  the  understanding  of

complex wavefield phenomena and provides a basis for treating the seismology problems.
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