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采用线性耦合 Brusselator模型和 Lengyel-Epstein模型, 数值研究了双层耦合非对称反应扩散系统中振

荡图灵斑图的动力学, 并分析了图灵模、高阶模以及霍普夫模之间的相互作用及其对振荡图灵斑图的影响.

模拟结果表明, 在 Lengyel-Epstein模型激发的超临界图灵模   的激励下, Brusselator模型中处于霍普夫区域

的高阶模   被激发, 这两个模式相互作用从而产生了同步振荡六边形斑图. 随着控制参数 b 的增加, 该振

荡六边形斑图首先经历倍周期分岔进入双倍振荡周期, 经历多倍振荡周期后, 在霍普夫模式的参与下, 最终

进入时空混沌态. 同步振荡六边形斑图形成的条件是 Brusselator模型中的次临界图灵模   的本征值高度低

于处于霍普夫区域的高阶图灵模   的本征值高度, 且两个图灵模之间不存在空间共振关系. 当两个图灵

模满足空间共振时, 系统优先选择空间共振模式, 从而产生超点阵斑图. 霍普夫模和图灵模共同作用下只能

产生非同步振荡图灵斑图. 此外, 耦合强度对振荡图灵斑图也有重要的影响.

关键词：非对称耦合反应扩散系统, 振荡图灵斑图, 图灵模, 高阶模, 霍普夫模
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1   引　言

自组织斑图是非线性动力学系统的一个典型

特征, 普遍存在于自然界以及众多非线性系统中,

例如物理、化学以及生物系统等 [1−7]. 在过去的大

半个世纪内, 人们对斑图形成机理的认识有了突飞

猛进的发展. 众所周知, 非线性系统中时空斑图的

形成源于系统的失稳, 且总是伴随着相应的对称性

破缺现象 , 不同的对称性破缺 (或者说分岔类

型)对应着不同的时空斑图类型. 其中最为常见的

分岔类型有三种: 霍普夫分岔、图灵分岔以及短波

分岔, 产生的斑图分别为时序振荡态、静态图灵斑

图以及时空振荡斑图 [1,4].

近年来, 时空振荡斑图由于其丰富的动力学行

为而越来越受到人们的关注 [2,8,9]. 产生时空振荡斑

图的方式有很多, 除了上面提到的短波分岔外, 不

同分岔引发的模式之间的相互作用也可以形成时

间上和空间上均具有周期性的斑图结构. 例如当系

统处于图灵和霍普夫切空间点时, 就可以形成行

波 [10]、驻波 [11]、振荡四边形 [12]、振荡六边形、螺旋

波等 [13].

2π/3

2π/3

耦合反应扩散系统是目前研究不同模式之

间相互作用的一种最为常用的方法 [14−16]. 例如,

2002年 Yang等 [17] 在研究两个图灵模相互作用时

发现, 当一个图灵长波模的次谐波处于霍普夫区域

时, 通过次谐波图灵模与霍普夫模相互作用, 可以

形成一种由三套子六边形相互嵌套的弛豫型振荡

的振荡六边形斑图, 其中三个子六边形之间的相位

相差  . 2003年, 该小组还详细研究了图灵和短

波模之间的相互作用, 获得了一种眨眼六边形斑

图, 同样, 该斑图由三套相位相差  的六边形相
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互嵌套而成, 但是其振荡属于正弦振荡. 除了眨眼

六边形斑图外, 还获得了各种相互嵌套的其他类

型的时空振荡斑图, 例如螺旋波和同心圆波混合

但是呈现六边形分布的时空斑图 [18]. Anguelov和

Stoltz[19] 对比了单层和双层耦合反应扩散系统中

图灵-霍普夫相互作用的区别, 得到了反六边形振

荡以及反条纹振荡斑图, 并给出了各种时空斑图的

空间相图. 最近, Li等 [20] 通过非线性耦合双层反

应扩散模型, 获得了振荡四边形斑图. Pal等 [21] 研

究发现在两个耦合反应系统中也存在着时空反共

振现象.

然而, 这些研究大多集中于相同反应扩散模型

之间的耦合, 对于不同模型之间耦合的研究还比较

少. 在实际的非线性系统中, 不同系统的局部动力

学行为是不同的 [22−24]. 例如, 在生物系统中, 热带

鲶鱼的皮肤结构主要由表层表皮和底层真皮组成.

由于不同皮肤层是由不同类型的细胞构成的, 即不

同皮肤层的局部动力学行为是不同的 [22]. 在复杂

网络系统中, 系统是由具有不同功能的动态单元

(例如大脑中的神经元或社会中的个体)间的耦合

相互作用而成 [23]. 介质阻挡放电系统也是一种典

型的多层耦合斑图形成系统 [24−26]. 它由放电层和

电介质层组成, 放电产生的体电荷部分积累到介质

表面形成表面电荷, 反过来表面电荷也会直接影响

体放电, 两者相互耦合, 从而可以产生丰富多彩的

时空斑图, 例如, 四边形斑图、六边形斑图、超点阵

斑图、螺旋波斑图等 [27−29]. 研究表明, 气体放电系

统一种特殊的反应扩散系统, 可以唯象地用反应扩

散模型来描述 [25,26,30]. 为了进一步弄清介质阻挡放

电系统中各类时空斑图形成的机理, 尤其是体电荷

和表面电荷之间的耦合, 最近本小组线性耦合了两

种不同的反应扩散模型, 获得了许多与实验相符合

的模拟结果 [31]. 除此以外, 还发现了一种新型的振

荡六边形结构, 与以前发现的振荡六边形不同, 该

振荡六边形是由图灵模与处于霍普夫区域的高阶

模相互作用而成的, 但耦合机制还不甚清楚 [31]. 为

了进一步研究其动力学行为以及产生条件, 本文通

过线性耦合两个不同的反应扩散模型, 系统研究了

超临界图灵模、次临界图灵模、高阶图灵模以及霍

普夫模之间的相互作用, 并分析了它们对振荡图灵

斑图形成机理和时空动力学行为的影响. 

2   物理模型

线性耦合两个不同的反应扩散模型, 构建一个

非对称的双层耦合反应扩散系统模型. 在无量纲的

情况下, 该模型具有以下形式 [17]:  

∂u1

∂t
= f1(u1, v1) + α(u2 − u1) +Du1∇2u1,

∂v1
∂t

= g1(u1, v1) +Dv1
∇2v1,

∂u2

∂t
= f2(u2, v2) + α(u1 − u2) +Du2∇2u2,

∂v2
∂t

= g2(u2, v2) +Dv2
∇2v2,

(1)

(u1, v1) (u2, v2)

Du Dv

∇2 α

f(u, v) g(u, v)

其中,    和   分别表示第一层和第二层

的子反应扩散系统, 这里 u 和 v 分别为反应扩散系

统中的活化子浓度和阻塞子浓度,   和  分别为

它们的扩散系数,   为拉普拉斯算符.   为两个子

系统活化子之间的耦合强度, 方程  和 

为每层的子反应扩散系统的局部动力学方程, 不

同的反应系统有着不同的具体表达式. 本文选取

Brusselator模型和 Lengyel-Epstein模型来分别充

当两个子系统. 在无量纲的情况下, Brusselator模

型的局部动力学方程具有下列形式 [32]:  {
f1(u1, v1) = a− (b+ 1)u1 + u1

2v1,

g1(u1, v1) = bu1 − u1
2v1,

(2)

其中, 系数 a 和 b 是系统的控制参数.

Lengyel-Epstein模型在无量纲情况下形式

如下 [33]:  
f2(u2, v2) = c− u2 − 4

u2v2
1 + u2

2
,

g2(u2, v2) = d

(
u2 −

u2v2
1 + u2

2

)
,

(3)

(u10, v10) =

(a, b/a) (u20, v20) =

(
c

5
, 1 +

c2

25

)
式中, 系数 c 和 d 是系统的控制参数. 对于子系

统 1和子系统 2, 其均匀定态解分别为 

 和   . 通过系统的色

散关系可以分析失稳模的性质以及系统的分岔类

型. 对于模型以及数值算法的详细描述可参见文

献 [31].

图 1(a)为双层线性耦合反应扩散系统的色散

关系曲线图, 而图 1(b)和图 1(c)分别给出了单层

Brusselator模型和单层 Lengyel-Epstein模型的色
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k1 h1

k2 h2

散关系图. 可以看出, 双层耦合系统中存在着两个

图灵模式: 一个为超临界图灵模, 其波数较小 (长

波模), 我们称其为  , 相应的本征值大小为  , 此

模式是由第二层子系统 Lengyel-Epstein模型所激

发的失稳模; 另一个为次临界图灵模, 其波数较大

(短波模), 我们称其为  , 相应的本征值大小为  ,

此模式是由第一层子系统 Brusselator模型所激发

的稳定模. 对于图灵模, 其波数大小与系统变量的

扩散系数成反比, 而本征值高度则与系统内阻塞子

和活化子的扩散系数之比正相关, 所以通过调节模

型中各变量的扩散系数, 可以改变两个图灵模的大

小和本征值高度. 

3   模拟结果与讨论

128× 128

∆t = 0.01

∆x = ∆y = 1.0

Du Dv

Du Dv

Du Dv

采用欧拉向前差分的方法进行积分, 数值模拟

在一个含有  个空间格点的二维平面上进

行, 取时间积分步长  个时间单位, 取空间

积分步长  个空间单位, 扩散项在数

值计算中选择五点差分格式. 边界条件选用周期性

边界条件, 初始条件为均匀定态加上一个很小的随

机扰动. 扩散参数   和   的乘积决定图灵模波

数 k 的大小, 而  和  的相对大小决定图灵模的

本征值高度. 本文先确定波数 k 的大小, 再通过改

变  和  的相对大小来调节相应的本征值高度. 

3.1    同步振荡六边形斑图的基本性质

u2 u2

u1

k1 = 0.2

u1

T = 2.37

ω = 2.66

ω = 2.66
√
3k1√

3k1

k1

k1

k1√
3k1

图 2给出了双层非对称耦合反应扩散系统在

图 1(a)色散关系下的同步振荡六边形斑图. 图 2(a)

为该同步振荡六边形斑图的振幅分布图, 显然, 振

幅呈现六边形阵列排布, 并且幅值大小跟第二层活

化子浓度   成反比, 也就是说图灵模   的静态效

应会抑制  的振幅. 该振幅六边形阵列的空间波数

为  , 由于六边形阵列中的每一个斑点的振

荡都是同相位的, 所以图 2(b)给出了六边形阵列

中任意一个斑点处 (图 2(a)中 A 点)活化子   随

时间 t 的变化图, 可以看出该同步振荡六边形斑图

呈现正弦式的振荡, 振荡周期  , 相应的圆

频率   . 从单层 Brusselator模型的色散关

系图 (图 1(b))可知, 圆频率   对应的波数

为 0.33, 此波数约为  , 因此我们判断时间振荡

来源于   模式. 在单层 Brusselator模型中, 此

模式是次临界模, 原本是稳定的, 但是由于受到另

一层 Lengyel-Epstein系统中   模式的驱动, 而被

激发出来了. 也就是说, 受到 Lengyel-Epstein系

统中的超临界图灵模   的激励, Brusselator系统

中同时激发了图灵模  和处于霍普夫区域的高阶

超临界图灵模   , 此两种模式相互作用形成了

同步振荡六边形斑图.
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(a, b) = (3, 9) (c, d) =

(15, 9) Du1 = 2.2 Dv1 = 4.0 Du2 = 21.9 Dv2 =

400, α = 0.15

图 1    双层线性耦合系统以及单层系统的色散关系　(a) 双

层 线 性 耦 合 系 统 ; (b)  单 层 Brusselator模 型 ; (c)  单 层

Lengyel-Epstein模型. 参数取值为:   ,  

 ,    ,    ,    ,   

   

(a, b) = (3, 9)

(c, d) = (15, 9) Du1 = 2.2 Dv1 = 4.0 Du2 = 21.9 Dv2 =

400 α = 0.15

Fig. 1. Dispersion relationship  of  two-layered  linear   coup-

ling system and single layer system: (a) Two-layered linear

coupling system; (b) single layer Brusselator model; (c) single

layer  Lengyel-Epstein  model.  Parameter:    ,

 ,   ,   ,   ,  

 ,   . 
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t1 = 1.48

t2 = 1.78

t5 = 2.38

t6 = 2.75

图 2(c)给出了该同步振荡六边形斑图在半个

振荡周期内的时空演化过程. 在  时刻, 六

边形亮斑结构中心处浓度最低, 外围浓度最高, 再

向外浓度降低, 从而形成了一种具有圆环结构的超

六边形斑图. 在  时刻, 中心斑点处浓度最

高, 从中心向外浓度逐渐降低, 形成了一种超点阵

六边形斑图. 随着时间演化, 中心斑点处浓度开始

降低, 在   时刻, 从中心斑点向外, 浓度先

降低再升高, 呈现白眼六边形斑图. 在  时

刻, 中心斑点处浓度降至最低, 远远低于最外环浓

度, 此时形成了简单的蜂窝状六边形斑图.
 

3.2    霍普夫模式对振荡六边形斑图的影响

k2 h2 k1

h1 h2

k2 k1

k2 h2 8.5 < b < 9.33

为了研究霍普夫模式在同步振荡六边形斑图

形成过程中所起的作用, 固定其他参数不变, 通过

改变控制参数 b 来调节霍普夫模本征值的大小.

图 3(a)为不同参数 b 下的色散关系曲线图及其局

部放大图. 控制参数 b 的改变, 除了可以调节霍普

夫本征值的大小, 还对图灵模  和  有影响, 对 

和  影响很小. 但由于  的值非常小, 也就是说图

灵模  的作用很微弱, 因此这里主要考虑图灵模 

与霍普夫之间的相互作用, 后面将详细讨论图灵

模   和   对斑图的影响. 在   范围内,
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u1图 2    同步振荡六边形斑图 (参数与图 1相同)　(a) 振幅分布; (b) A 点  的时间变化关系图; (c) 半个振荡周期内的斑图演化过程

u1Fig. 2. Synchronous oscillatory hexagon pattern: (a) Amplitude distribution; (b) time variation of    at position A; (c) evolution of

pattern in half an oscillating period. Parameters are the same as those in Fig. 1. 
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图 3    参数 b 对时空斑图的影响　(a) 不同参数 b 下的色散关系曲线; (b1)静态蜂窝状六边形斑图,   ; (b2)单倍周期同步

振荡六边形斑图,   ; (b3) 2倍周期非同步振荡六边形斑图,   ; (b4) 5倍周期非同步振荡六边形斑图,   ; (b5) 3倍

周期非同步振荡斑图,   ; (b6)时空混沌,  

b = 8.5 b = 9

b = 9.25

b = 9.33 b = 9.5 b = 10

Fig. 3. Influence of parameter bon spatio-temporal patterns: (a) Dispersion curves under different parameters b; (b1) static honey-

comb hexagon pattern at   ; (b2) single-period synchronous oscillation hexagon pattern at   ; (b3) non-synchronous oscil-

lation hexagon pattern of 2 times the period at   ; (b4) non-synchronous oscillation hexagon pattern of 5 times the period at

 ; (b5) non-synchronous oscillation pattern of 3 times the period at   ; (b6) spatio-temporal chaos at   . 
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9.33 < b < 10

u1

b = 8.5

k1
√
3k1

8.86 < b < 9.32

√
3k1

k1√
3k1

T0

T = 2T0 9.32 < b < 9.33

T = T1 + T2 + T3+

T4 + T5 ≈ 5T0

9.33 <

b > 9.7

b = 9.5

T =

T1 + 2T2 ≈ 3T0 b > 9.7

霍普夫模本征值的大小随着参数 b 的增大呈现下

降趋势; 在   范围内, 霍普夫模本征值

的大小随着参数 b 的增大而增大. 图 3(b)为不同

参数 b 下获得的时空斑图及相应的活化子浓度  

随时间 t 的变化图. 当  时, 系统距离霍普夫

分岔点还比较远, 霍普夫模本征值比较小, 此时图

灵模   及其高阶模   均处于图灵区域内, 此时

系统产生了静态蜂窝状六边形斑图, 如图 3(b1)所

示. 这与介质阻挡放电系统中的静态蜂窝状六边形

斑图一致 [34,35]. 在  范围内, 随着参数

b 的增大, 霍普夫模本征值的大小呈现下降趋势,

但是高阶图灵模   进入到霍普夫区域内, 此时

系统产生了振荡六边形斑图 (图 3(b2)和图 3(b3)),

这就说明该振荡六边形斑图是由超临界图灵模  

与处于霍普夫区域的高阶模  相互作用而成的.

当 b < 9.23时, 振荡六边形具有单一的振荡周期

 , 如图 3(b2)所示. 此斑图与介质阻挡放电实验

中得到的点环斑图相符合 [5,28]. 当 b > 9.23时, 振

荡六边形经历倍周期分岔而进入双倍周期振荡, 即

 , 如图 3(b3)所示. 在   这个

很小的范围内, 系统处于近似 5倍周期振荡, 但

每次振荡的周期各不相同, 即  

 , 尽管振幅依然呈现六边形阵列排

布, 但是振荡相位各不相同, 即系统产生的是非同

步六边形斑图 , 如图 3(b4)所示 . 在参数  

 范围内, 霍普夫模本征值的大小随着参数

b 的增大而增大 , 霍普夫模式开始被激发 . 当

 时, 非同步斑图的六边形空间结构开始破

缺 , 其振荡周期呈现为近似三倍周期 , 且有  

 , 如图 3(b5)所示. 当   时, 霍

普夫模式引起的振荡起主导作用, 此时无论是空间

上还是时间上, 都进入到混沌状态 (图 3(b6)). 目

前人们已经在介质阻挡放电系统中实验观测到了

辉光模式下的倍周期分岔和混沌现象 [36,37], 尽管斑

图模式下还未见有实验报道, 但是在等离子体流体

模拟中获得了相似的结果 [38]. 

h23.3    图灵模强度   对振荡六边形斑图的
影响

k1√
3k1

h2

由前文可知, 振荡六边形斑图是由图灵模  与

其高阶模  相互作用而成. 接下来研究 Brusse-

lator系统的图灵模强度  对振荡六边形斑图的影

响. 分两种情况来讨论: 一是两个图灵模之间满足

Du2 = 21.9 Dv2
= 400

k1 = 0.2 h1 = 0.3

α = 0.15 Du1 Dv1

k2 = 1 h2

h2

h2

h2 < −4.8

−4.8 < h2 < −0.74

h2 > −0.74

h2 = −5.5 h2

k2√
3k1

h2

√
3k1

h2

k1√
3k1

h2 h2 = −0.56

h2

√
3k1

k2 k1

k2

h2

k2

0 < h2 < 0.6

k2

k2

k1

h2

k2

空间共振关系; 二是不满足空间共振关系. 首先

讨论不满足空间共振的情况. 以波数比为 1∶5为

例, 固定参数  ,   , 使图灵模始

终保持   ,    , 并且固定耦合强度

 . 通过调节参数  和  的大小, 保证图

灵模   不变, 而只改变图灵模强度   的大小,

探究图灵模强度  对振荡六边形斑图的影响. 图 4

给出了不同  下的各种时空斑图. 从图 4(b)可以

看出: 在  范围内, 形成的是静态图灵斑图;

在   范围内, 形成的是动态斑图;

在   范围内, 形成的是静态图灵斑图. 当

 时, 本征值高度   很低, 系统中的次临

界图灵模   不能被激发出来, 且此时高阶图灵模

 处于图灵区域内, 所以系统形成了静态蜂窝

状六边形斑图, 如图 4(b1)所示. 增大本征值高度

 至–3.44时, 系统中的高阶图灵模  处于霍普

夫区域内, 且其本征值高于次临界图灵模的本征值

 , 此时系统呈现如图 4(b2)所示的同步振荡六边

形斑图, 同样证实了振荡六边形斑图是由图灵模 

与其高阶模   相互作用而成的. 继续增大本征

值高度  , 当  时, 次临界图灵模的本征

模  高于高阶模  , 尽管高阶模也处于霍普夫

区域, 但是系统优先选择  , 因此在两个图灵模 

和  的相互作用下形成了一种具有两种空间尺度

的静态超六边形斑图, 该斑图中每个晶胞均由四个

相邻的暗点排列而成, 如图 4(b3)所示. 该斑图与

介质阻挡放电实验中观察到的超六边形斑图相类

似 [39]. 继续升高  至–0.21, 与前面所述相同, 系统

仍然优先选择  , 此时系统呈现六边形和条纹混合

的静态叠加斑图, 晶胞整体呈现六边形排列, 其内

部有两种结构, 一种是六边形结构, 另一种是条纹

结构, 如图 4(b4)所示. 在   范围内, 此

时图灵模   转变为失稳模, 因此 Brusselator模型

的斑图类型主要由图灵模  决定, 但是依然受到图

灵模  的影响, 因此系统中呈现斑点与条纹的静态

混合斑图, 如图 4(b5)所示. 继续增大本征值高度

 , 系统呈现单一波长的静态条纹斑图, 即系统完

全由其自身的本征模  所决定, 如图 4(b6)所示.

√
3k1

k2 √
3k1

由此可知, 在非共振条件下, 要想形成振荡六

边形斑图, 除了系统中的高阶图灵模   处于霍

普夫区域内外, 还需满足 Brusselator模型中的次

临界图灵模  对应的本征值高度低于处于霍普夫

区域的高阶图灵模   的本征值高度. 此外, 在
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√
2k1某些参数条件下, 处于霍普夫区域   模式也可

能被激发, 它与基模相互作用可以形成振荡四边形

斑图, 但是该振荡四边形是不稳定的, 最终会演变

为振荡六边形斑图.

Du2 = 21.9 Dv2
= 400

k1 = 0.2 h1 = 0.3

α = 0.15 Du1 Dv1

h2

h2

接下来讨论图灵模满足空间共振的情况. 固

定参数   ,    , 保证图灵模大小

 及其相应的本征值高度   不变, 并

且固定耦合强度  . 通过调节参数  和 

的大小, 探究图灵模强度   对振荡六边形斑图的

影响. 图 5给出了不同   下的各种时空斑图. 当

h2 < −1.5 h2
√
3k1 k1

h2 −1.5 < h2 < 0

√
3k1 k2

k1 k2

h2 k2

 时, 本征值高度   比较低, 且此时高阶

模   处于图灵区域内, 因此在超临界图灵模  

的调制下 , 系统形成了静态蜂窝状六边形斑图

(图 5(b1)). 增大本征值高度   , 在  

范围内, 两个子系统中均呈现六边形阵列排布, 对

称性相同, 满足空间共振关系. 此时虽然高阶图灵

模  被激发, 并高于次临界图灵模  , 但是由于

空间共振作用, 系统依然优先选择   和   两个图

灵模间的相互作用, 因此在系统中呈现静态黑眼斑

图, 如图 5(b2)所示. 在    > 0范围内, 图灵模  
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图 4    非共振时不同本征值   下的时空斑图　(a) 不同本征值   下的色散关系曲线; (b1) 静态蜂窝状六边形斑图,   ,

 ,    ; (b2) 同步振荡六边形斑图 ,    ,    ,    ; (b3) 超六边形斑图 ,    ,

 ,    ; (b4) 叠加斑图 ,    ,    ,    ; (b5)混合斑图 ,    ,    ,   

 ; (b6) 条纹斑图,   ,   ,  

h2 h2

h2 = −5.50 Du1 = 5.25 Dv1 = 6.5

h2 = −3.44 Du1 = 3.62 Dv1 = 5 h2 = −0.56 Du1 = 2.2 Dv1 = 4.6

h2 = −0.21 Du1 = 2.1 Dv1 = 4.8 h2 = 0.26 Du1 = 2.03 Dv1 = 5.3

h2 = 0.62 Du1 = 1.98 Dv1 = 5.8

Fig. 4. Complex  patterns  under  different  eigenvalues     at  non-resonance:  (a)  Dispersion  curves  under  different  eigenvalues    ;

(b1)  static  honeycomb  hexagon  pattern,    ,    ,    ;  (b2)  synchronous  oscillation  hexagon  pattern,

 ,    ,    ;  (b3) super-hexagon pattern,    ,    ,    ; (b4) superposition pat-

tern,    ,    ,    ;  (b5)  hybrid  pattern,    ,    ,    ;  (b6)  stripe  pattern,

 ,   ,   .
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k2为失稳模, 此时系统完全由其自身的本征模   决

定, 形成了如图 5(b3)所示的具有单一波长的条纹

斑图, 该条纹斑图与介质阻挡放电系统中观察到的

条纹斑图相符合 [25,28]. 

3.4    耦合强度对振荡六边形斑图的影响

α = 0.1

√
3k1

0.12 < α < 0.42

√
3k1

k1√
3k1

耦合强度也是影响不同模式之间相互作用的

一个重要因素. 图 6(a)给出了不同耦合强度下的

色散关系曲线图及其局部放大图. 可以看出, 霍普

夫模本征值的大小随着耦合强度的增大先减小后

增大. 图 6(b)给出了不同耦合强度下获得的相应

的时空斑图. 当耦合强度  时, 与图 3(b1)的

情况类似, 系统距离霍普夫分岔点还比较远, 霍普

夫模本征值比较小, 且高阶图灵模   处于图灵

区域内, 因此系统形成静态蜂窝状六边形斑图, 如

图 6(b1)所示. 在   范围内, 霍普夫

模本征值的大小随着耦合强度的增大呈现下降趋

势, 但是高阶图灵模  进入到霍普夫区域内, 系

统产生了振荡六边形斑图 (图 6(b2)和图 6(b3)).

这再一次证实了振荡六边形斑图是由图灵模  与

其高阶模  相互作用而成. 继续增大耦合强度,

0.42 < α < 1 k1

k1

在     范围内, 系统中的   由原来的超临

界图灵模变为了次临界图灵模, 系统呈现均匀态.

因此系统要想产生振荡六边形斑图,   必须是超临

界图灵模, 且形成六边形阵列排布. 

3.5    振荡黑眼斑图

k1 k2

u1

T = 2.84

接下来讨论两个图灵模   ,    以及霍普夫模

共同作用下生成的振荡复杂斑图. 图 7给出了两个

图灵模满足空间共振时获得的振荡黑眼斑图. 色散

关系如图 7(a)所示. 图 7(b)为该振荡黑眼斑图的

振幅分布图, 可以看出, 振幅呈现六边形阵列排布,

且振幅中心斑点处的浓度远小于外围浓度. 由于该

振荡黑眼斑图为非同步振荡, 所以在图 7(c)给出

了 3个不同斑点处 (分别标记为 A, B, C )活化子

 随时间 t 的变化图, 可以看出该振荡黑眼斑图呈

现正弦型时间振荡, 3个位置处的振荡周期相同,

均为  , 但是相位不相同, A, B, C 相位依次

延迟, 且 3点的振荡幅度也不相同, A 点的振荡幅

度最大. 图 7(d)为该振荡黑眼斑图的时空演化过

程, 显然, 在振荡过程中, 各个斑点为非同步振荡,

但在整体上呈现六边形阵列排布.
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图 5    共振时不同本征值   下的时空斑图　(a) 不同本征值   下的色散关系曲线 ; (b1)静态蜂窝状六边形斑图 ,   ,

 ,   ; (b2) 静态黑眼斑图,   ,   ,   ; (b3) 条纹斑图,   ,   ,  

h2 h2

h2 = −1.7 Du1 = 14.55 Dv1 = 24 h2 = −1.1

Du1 = 13.6 Dv1 = 25 h2 = 1.0 Du1 = 12 Dv1 = 40

Fig. 5. Spatiotemporal patterns under different eigenvalues     at resonance: (a) Dispersion curves under different eigenvalues    ;

(b1)  static  honeycomb  hexagon  pattern,    ,    ,    ;  (b2)  static  black  eye  pattern,    ,

 ,   ; (b3) stripe pattern,   ,   ,   .
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图  6    不同耦合强度下的时空斑图 (其他参数同图 1)　(a) 不同耦合强度下的色散关系曲线图 ; (b1)静态蜂窝状六边形斑图 ,

 ; (b2)同步振荡六边形斑图,   ; (b3)非同步振荡六边形斑图,   ; (b4)均匀态,  

α = 0.1

α = 0.17 α = 0.3 α = 0.6

Fig. 6. Spatio-temporal patterns under different coupling intensities at non-resonance: (a) Dispersion relationship curve diagram un-

der different coupling intensities; (b1) static honeycomb hexagon pattern at   ; (b2) synchronous oscillation hexagon pattern

at    ; (b3) non-synchronous oscillation hexagon pattern at    ; (b4) uniform state at    . Other parameters are

the same as those in Fig. 1. 
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图 7    振荡黑眼斑图 (  ,   ,   ,   ,   ,   ,   )　(a) 耦合

系统的色散关系曲线; (b) 振幅分布; (c) 3个位置处   的时间变化关系图; (d) 斑图演化过程

(a, b) = (3, 10.5) (c, d) = (15, 9) Du1 = 15 Dv1 = 23 Du2 = 21.9 Dv2 = 400

α = 0.45 u1

Fig. 7. Oscillatory  black-eye  pattern  (  ,    ,    ,    ,    ,    ,

 ): (a) Dispersion curve of coupled system; (b) amplitude distribution; (c) time variation of    at three positions; (d) evolu-

tion of pattern. 
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k1

k2

该振荡黑眼斑图的形成机理与图 5(b2)的黑

眼斑图有所不同. 与图 5(b2)相比, 在这种情况下,

系统经历了霍普夫分岔, 激发了霍普夫模式, 因此

该振荡黑眼斑图是在超临界图灵模   、次临界图

灵模  以及霍普夫模的共同作用下形成的. 

4   结　论

k1

k1√
3k1

k2 √
3k1

通过线性耦合 Brusselator模型和 Lengyel-

Epstein模型, 数值研究了双层耦合非对称反应扩

散系统中振荡图灵斑图的动力学行为. 模拟结果表

明, 时空振荡图灵斑图的形成和选择取决于霍普夫

模、图灵模及其高阶模之间的相互作用. Lengyel-

Epstein模型中激发的超临界图灵模   , 不仅在

Brusselator模型中产生了图灵模   , 还激励了处

于霍普夫区域的次临界模   , 在这两个模式的

相互作用下产生了同步振荡六边形斑图. 此振荡六

边形斑图形成的条件是 Brusselator模型中的次临

界图灵模  的本征值高度低于处于霍普夫区域的

高阶图灵模   的本征值高度, 且两个图灵模之

间不存在空间共振关系. 随着控制参数 b 的增加,

该振荡六边形斑图首先经历倍周期分岔进入双倍

振荡周期, 经历多倍振荡周期后, 在霍普夫模式的

参与下, 最终进入时空混沌态. 当系统的两个图灵

模满足空间共振时, 系统优先选择空间共振模式,

从而产生静态超点阵斑图. 霍普夫模和图灵模共同

作用下只能产生非同步振荡图灵斑图, 例如振荡黑

眼斑图. 此外, 耦合强度也是影响振荡图灵斑图的

一个重要因素. 耦合强度不仅可以影响斑图的振幅

大小, 还影响空间结构的具体形式, 随着耦合强度

逐渐增大, 系统依次经历了静态蜂窝状六边形斑

图、同步振荡六边形斑图以及非同步振荡六边形斑

图, 最终进入均匀状态.

本文的研究结果有助于人们进一步认知各种

非线性系统中不同模式之间的相互作用及相应的

斑图选择机理.
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Pattern  formation  and  self-organization  are  ubiquitous  in  nature  and  commonly  observed  in  spatially

extended non-equilibrium systems. As is well known, the origin of spatio-temporal patterns can be traced to the

instability of the system, and is always accompanied by a symmetry breaking phenomenon. In reality, most of

non-equilibrium  systems  are  constructed  by  interactions  among  several  different  units,  each  of  which  has  its

unique  symmetry  breaking  mechanism.  The  interaction  among  different  units  described  by  coupled  pattern

forming system gives rise to a variety of self-organized patterns including stationary and/or oscillatory patterns.

In  this  paper,  the  dynamics  of  oscillatory  Turing  patterns  in  two-layered  coupled  non-symmetric  reaction

diffusion  systems  are  numerically  investigated  by  linearly  coupling  the  Brusselator  model  and  the  Lengyel-

Epstein  model.  The  interaction  among  the  Turing  modes,  higher-order  harmonics  and  Hopf  mode,  and  their

effects on oscillatory Turing pattern are also analyzed. It is shown that the supercritical Turing mode    in the

Lengyel-Epstein model is excited and interacts with the higher-order harmonics    located in the Hopf region

in the Brusselator  model,  and thus giving rise  to  the synchronous oscillatory hexagon pattern.  The harmonic

  that can also be excited initially is some parameter domain, but it is unstable and vanishes finally. As the

parameter  b  is  increased,  this  oscillatory  hexagon  pattern  first  undergoes  period-doubling  bifurcation  and

transits into two-period oscillation, and then into multiple-period oscillation. When the Hopf mode participates

in the interaction, the pattern will eventually transit into chaos. The synchronous oscillatory hexagon pattern

can only be obtained when the subcritical Turing mode     in the Brusselator model is weaker than the higher-

order  harmonics      located  in  the  Hopf  region  and  neither  of  the  two  Turing  modes  satisfies  the  spatial

resonance condition. The system favorites the spatial resonance and selects the super-lattice patterns when these

modes interact with each other. The interaction between Hopf mode and Turing mode can only give rise to non-

synchronous oscillatory patterns. Moreover, the coupling strength also has an important effect on the oscillatory

Turing  pattern.  These  results  not  only  provide  a  new pattern  forming  mechanism which  can  be  extended  to

other  nonlinear  systems,  but  also  gives  an opportunity for  more in-depth understanding the nature  and their

relevance to technological applications.
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