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温度反馈控制棘轮的最优控制*

刘天宇 1)    曹佳慧 1)    刘艳艳 1)    高天附 1)†    郑志刚 2)‡

1) (沈阳师范大学物理科学与技术学院, 沈阳　110034)

2) (华侨大学信息科学与工程学院, 厦门　361021)

(2021 年 3 月 17日收到; 2021 年 5 月 20日收到修改稿)

基于 Cao的误差棘轮模型, 通过引入温度因子进一步对反馈棘轮实施控制. 本文详细讨论了温度因子、

温度相位差和温度频率对耦合布朗粒子定向输运的影响. 研究发现, 温度因子并不总是减小温度反馈棘轮的

定向输运, 这意味着在一定条件下温度因子还可以增强反馈棘轮的定向输运. 此外, 在小温度振幅范围内耦

合粒子的质心平均速度和 Pe 数随温度频率的变化都呈多峰结构. 这一结果表明, 合适的温度变化频率能够

使反馈棘轮的定向输运获得多次的增强. 本文所得结论不仅能够启发实验上通过选取合适的温度反馈信息

来优化布朗棘轮的定向输运, 还可为实验上的数据分析与处理特别是误差分析提供理论参考.
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1   引　言

生物分子马达是将化学能转化为机械能的酶

蛋白大分子. 实验研究表明, 生物分子马达的定向

运动充分参与了细胞内的物质输运过程, 如胞膜穿

梭、信号传导和病毒包装等 [1−3]. 最新的实验研究

还发现, 肌球蛋白的突变与扩张性或肥厚性的心肌

病、视网膜色素变性和失聪等症状有关; 动力蛋白

的失活是导致男性不育的原发性纤毛运动障碍的

原因之一. 随着生物分子马达的高持续免洗快速检

测技术的日渐成熟, 实验者们可以把标记物 (如荧

光探针)快速移动到探测窗口, 这一操作省却了传

统检测方法中标记物的清洗步骤, 进而实现了生物

分子马达的快速定量探测 [4]. 由此可见, 生物分子

马达定向输运的研究对生物学、医学乃至未来分子

机器的研发等都具有十分重要的意义 [5−7].

γ
dx
dt

= −dV (x− vt, s)

dx
− F + ξ (t)

v

γẋi (t) = −z (t)
∂Ui (xi)

∂xi
+ k (xi+1 − 2xi + xi−1) +

√
2Dξi (t) , i = 1, 2, · · · , N

z (t)

理论上, 生物分子马达的定向运动都可用棘轮

模型进行研究 [8−12]. 然而, 其中大多数的研究模型

都是不依赖于系统状态的开环棘轮. 如 Rosalie和

Fabrice[13] 详细讨论了外势变化时的开环棘轮, 模

型为   . 本模型描

述了经典过阻尼布朗粒子在外势、外力和高斯白噪

声作用下的随机运动, 发现粒子流随外势驱动速度

 的增加能够呈现最大值. Pawel和 Felix[14] 还研

究了振荡周期势中的开环布朗棘轮, 发现粒子流会

随外力的增加而增大. 通过对开环棘轮的不断探

索, 理论上人们又提出了依赖于棘轮状态的闭环棘

轮 [15−18]. 对于这种控制策略, Wang和 Bao[19] 对反

馈闪烁棘轮进行了研究, 耦合粒子的运动方程为

 . 该模型主要研究受反馈

控制  、外势、耦合力及噪声作用下布朗马达的
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z (t) = 1 z (t) = 0

p

p

定向运动. 这种闭环控制方式主要通过判断耦合粒

子受到外势的平均作用而实现反馈控制. 当耦合粒

子受到的平均作用力大于零时, 外势处于打开状

态 (  ); 反之, 外势处于关闭状态 (  ).

Wang和 Bao[19] 发现闪烁周期是影响粒子流大小

的关键因素. 此外, Feito等 [20] 还详细研究了反馈

摇摆棘轮, 发现在外力振幅和频率的共同作用下粒

子的定向输运速度能够呈现多峰结构. 这种闭环棘

轮的整流作用主要依赖于系统随时间的演化, 也就

是说外势的调制与系统的状态有关. 如果知道任意

时刻粒子的位置, 根据上述开关的控制方式布朗粒

子能够产生定向运动 (几率流). 实验上为了实现上

述控制方法, 研究者们通过监测溶液中胶体粒子

的状态, 进而可以对外势的打开或关闭实施反馈

控制 [21]. 然而, 在大多数反馈棘轮的控制中, 如文

献 [15−18]的反馈控制, 并没有考虑外界因素对实

验操控的影响, 特别是实验上不可避免的随机误

差、系统误差和人为误差等因素对实验操作的影

响. 由此, 为了进一步研究误差因素对反馈棘轮的

影响, Feito 和 Cao[22] 开创性地提出了误差概率  

这一思想, 并讨论了误差概率存在下反馈棘轮的输

运行为. 研究结果表明, 粒子流会随误差概率的增

加而减小. 误差概率  的引入打破了人们对固有反

馈棘轮的认识, 为反馈控制棘轮模型的研究提供了

新方向.

p

p

p

p

然而, 在早期关于误差概率存在下反馈棘轮的

研究中, Cao的研究组仅讨论了误差概率  存在下

棘轮的定向输运问题, 有关误差概率究竟是由什么

因素引起的, 特别是  在实验中会受哪些实际因素

的影响并不是十分清楚. 因此, 深入探索   的产生

条件以及由此带来的影响是十分必要的. 此外, 实

验研究还发现, 生物分子马达在微管间的运动要受

介质环境的作用, 特别是温度会对分子马达的定向

运动有较大影响. 例如, Jayannavar研究组 [23] 讨

论了热浴环境中的反馈布朗粒子, 发现热噪声强度

是影响粒子流大小的主要因素. 我们研究小组也讨

论了双阱棘轮势中的反馈布朗粒子, 发现在一定条

件下粒子流呈周期性变化, 且这种周期性会随热噪

声强度的增大而变得越来越不明显 [24]. 最近的实

验研究表明, 环境温度越高, 粒子的运动越剧烈,

实验上对粒子进行的反馈控制就越不容易实现, 因

此误差   的产生概率也会随之增大. 由此可见, 上

述和温度相关的反馈控制棘轮的研究实例为分析

不同温度下布朗马达的反馈操控问题提供了理论

启发. 进而深入讨论由温度变化带来的实验误差概

率的影响更具实际意义. 这一理论研究还可为反馈

棘轮的实验操控、数据分析以及误差分析等提供强

有力的理论支撑.

Deff

Pe

本文主要研究了不同临界温度、温度频率和相

位差等作用下反馈棘轮的定向输运, 讨论了这些因

素对耦合布朗马达质心平均速度、质心扩散系数 

及  数的影响. 研究发现, 合适的温度相位差、频

率和临界温度都能促进温度反馈棘轮的定向输运.

此外还发现, 在温度振幅及温度频率的共同作用

下, 耦合布朗粒子的定向运动会出现多峰结构. 本

文所得结论不仅能为实验上的反馈操控提供理论

依据, 还可为后续的数据分析与处理、误差来源分

析与计算提供理论启发. 

2   温度反馈棘轮模型

V (xi)

U0 (x1, x2) βi (t)

本文主要研究受周期外势  、相互作用势

 、反馈控制  及噪声作用条件下的耦

合布朗马达, 其动力学行为可由过阻尼朗之万方程

描述: 

γẋi (t) = − βi (t)
∂V (xi)

∂xi
− ∂U0 (x1, x2)

∂xi

+
√

2γkBTiξi (t) , (1)

t x1 (t)

x2 (t) γ −∂V (xi)

∂xi

(i = 1, 2)

V (xi)

其中,   时刻两个耦合布朗粒子的位置分别为 

和   ;    是介质的阻尼系数; 方程中  

 项表述的是耦合粒子受到的棘轮作用 ,

 是棘轮的周期外势, 其表达式为 

V (x) = −V0 sin
(
2π
L
x

)
, (2)

L V0 U0 (x1, x2)式中  为棘轮势的周期,   是势垒高度;  

是两个耦合布朗粒子的相互作用势, 表述如下: 

U0 (x1, x2) =
1

2
k(x1 − x2 − a)

2
, (3)

k a其中  为耦合强度,   是弹簧的自由长度.

在生物分子马达的实验中, 发现驱动蛋白马达

的步进具有持续性, 并且马达的两个头部是交替步

进的, 进而相应的 ATP水解过程也会交替进行.

例如, 马达前导头的 ATP水解放热提高了其所在

的环境温度, 然后温度再传到后随头上并且能够继

续进行 ATP水解. 正是这种水解方式使结构相同
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ξi (t)

的马达的两个头部间出现了温度差和相位差. 这一

现象为研究处于不同细胞环境温度下布朗马达的

输运特性提供了参考. 由此, 方程 (1)中高斯白噪

声  满足如下统计特性 [25]:
 

⟨ξi (t)⟩ = 0, (4)
 

⟨ξi(t)ξj(t′)⟩ = 2γkBTiδijδ(t− t′), i, j = 1, 2, (5)

kB Ti其中   是玻尔兹曼常数,    为布朗马达头部所处

的环境温度, 其变化形式可写为
 

T1 = T0(1 +A sinωt)2, (6)
 

T2 = T0[1 +A sin (ωt+ θ)]
2
, (7)

A T0 ω

θ

式中  和  是温度变化的振幅,   是温度变化的频

率,   是两个温度间的相位差.

βi (t)

β (t) = 1

β (t) = 0

方程 (1)的   是控制棘轮势打开或关闭的

有效开关. 一般情况下, 当耦合布朗粒子受到棘

轮的平均作用力大于零时, 棘轮势处于打开状态

(  ); 反之, 当布朗粒子受到的平均作用力

小于等于零时, 棘轮势处于关闭状态 (  ).

因此, 通常的反馈棘轮的控制开关可表示为 [16]
 

β (t) =

{
1, F (t) > 0,

0, F (t) ⩽ 0,
(8)

β (t) F (t)

V (x)

其中   是反馈棘轮的开关,    是耦合布朗粒

子在棘轮势  中受到的平均作用力, 即
 

F (t) = −1

2
[V ′ (x1) + V ′ (x2)] . (9)

p

p

然而, Cao的研究组 [22,26] 在上述反馈棘轮基

础上引入一个新的想法, 即存在  的误差概率影响

外势开关的判断, 误差概率  的取值范围如下:
 

p ∈
[
0,

1

2

]
. (10)

p

(1− p)

p

p

相应地, 棘轮势的控制开关也将受到影响, 不再是

(8)式的形式. 也就是说, 当棘轮势的平均作用力

大于零时, 棘轮的控制开关将并不完全处于打开状

态, 即存在   的误差概率使棘轮处于关闭状态, 则

此时棘轮势处于打开状态的有效概率变为  ;

类似地, 当棘轮势的平均作用力小于等于零时, 棘

轮也并不是完全处于关闭状态, 即存在  的误差概

率将使棘轮处于打开状态, 则此时棘轮势处于打开

状态的概率为   . 根据上述分析, 反馈棘轮处于打

开状态的概率变为:
 

σ (t) =

{
1− p, F (t) > 0,

p, F (t) ⩽ 0,
(11)

σ (t)其中  是粒子处于不同位置时棘轮打开的实际

概率.

ATP

αi αi

由于分子马达在生物体内水解   时会受环

境温度的影响, 温度越高, 粒子运动越剧烈, 对粒

子进行的反馈控制便越不容易实现, 相应地实验上

也越容易产生随机误差. 因此, 本文提出利用温度

因子   进一步对反馈棘轮的开关实施控制,    的

表达式为 

αi =


0, Ti ⩽ TC,

TC

Tmax
, Ti > TC,

(i = 1, 2), (12)

TC i

Ti TC

TC

TC

Tmax
Tmax Ti

式中  是临界温度. 也就是说, 当第  个布朗粒子

的环境温度   小于等于临界温度   时, 棘轮的开

关较易操作, 且实验上不容易产生误差, 此时温度

因子几乎为 0. 然而, 当环境温度一旦大于临界温

度  时, 布朗粒子的运动较为剧烈, 相对低温情况

而言实验上棘轮开关的操作容易产生误差, 且其温

度因子可表为  ,   为环境温度  的最大值.

综合 (11)式与 (12)式的分析 , 朗之万方程

(1)中总的有效控制开的概率可写成如下形式: 

βi (t) =

{
1− αip, fi (t) > 0,

αip, fi (t) ⩽ 0,
(13)

fi (t) = −V ′ (xi) (i = 1, 2) αip

i

i (1− αip)

αip

i

αip

(1− αip)

式中   ,    表示的是误差

概率, 即如果第  个布朗粒子受到外势的作用力大

于零, 第   个粒子棘轮势的状态有   的概率

是打开的, 同时还伴随   的概率是关闭的; 类似

地, 如果第  个布朗粒子受到外势的作用小于等于

零, 那么棘轮势的状态有   的概率是打开的, 同

时还有  的概率棘轮处于关闭状态. 因此无

论粒子处于空间中的什么位置, 即粒子受到棘轮的

作用无论是大于零还是小于等于零, 实际上每个粒

子所处的棘轮势都有打开的概率. 对于同一时刻、

同一位置来说, 每个粒子的反馈开关同时存在两种

状态, 即: 正确的开、错误的关或者正确的关、错误

的开. 因此, 方程 (1)描述的是误差概率存在下受

温度信息控制的反馈布朗棘轮模型.

为了研究耦合粒子的定向输运, 本文采用耦合

布朗粒子的质心平均速度来描述反馈棘轮的输运

行为, 即 [27]: 
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⟨Vcm⟩ = lim
S→∞

1

2S

2∑
i=1

∫ S

0

ẋi (s) ds, (14)

⟨·⟩ S

Deff

其中,   表示系综平均,   为耦合布朗粒子的演化

时间. 由于布朗粒子在一段时间内会产生扩散现

象, 因此本文进一步引入质心扩散系数  来描述

耦合粒子位移的涨落, 表述如下 [28]: 

Deff = lim
S→∞

⟨
xi(s)

2
⟩
−

⟨
xi (s)

⟩2
2S

, (15)

xi =
x1 + x2

2
其中  表示耦合布朗粒子的质心位置.

Pe

对于温度反馈棘轮来说, 仅知道质心扩散系数

还不能对反馈棘轮的定向输运进行全面了解, 为此

进一步引入  数, 如下式 [11,29,30]: 

Pe =
⟨Vcm⟩L
Deff

. (16)

Pe

⟨Vcm⟩ Deff

Pe < 1

Pe > 1

Pe

  数描述的是棘轮的平均速度与质心扩散系数的

比, 表示粒子的定向运动   与随机扩散   之

间的竞争关系. 当  , 定向输运只起很小的作

用; 当   时, 输运以漂移为主. 因此反馈棘轮

的  数越大, 表明耦合布朗粒子的定向输运越强 [13].

8× 103 104

10−3 γ = 1.0 V0 = 1.0

kB = 1.0 k = 300 L = 1.0 a = 0.3

本文采用龙格-库塔算法对方程 (1)进行数值

模拟, 研究布朗粒子的定向输运行为. 文中模拟了

 条轨道, 每个轨道演化   步, 时间步长取

 . 无特别说明时, 模型参数取  ,   ,

 ,    ,    ,    . 为方便计算,

所有物理量已经过无量纲化处理. 

3   结果与讨论
 

θ3.1    温度相位差  的影响

⟨Vcm⟩ Deff Pe

为了研究反馈棘轮在不同温度环境下的定向

输运, 本文详细讨论了温度棘轮的质心平均速度

 、质心扩散系数  及  数随棘轮不同参量

的变化行为.

αi (i = 1, 2) ⟨Vcm⟩
θ

A ω T0 θ

Ti Tmax αi ∝ TC

αi Tc

θ

如图 1(a)所示, 本文详细讨论了不同温度因

子  下质心平均速度  随温度相位差

 的变化关系. 由 (6)式、(7)式和 (12)式可知, 对

于固定的  ,   ,   和  值, 耦合粒子所处的环境温

度   有相同的最大温度   , 进而有   . 因

此, 对   的研究相当于对临界温度   的研究. 由

(7)式可知, 粒子的定向输运随相位差   的增加呈

周期性变化. 为了便于分析, 本文仅画出质心平均

αi = 0.2

θ αi

αi = 0.3 ⟨Vcm⟩ θ

αi ⟨Vcm⟩
αi

θ

θ

αi

速度变化的一个周期图像, 如图 1(a)所示. 有趣的

是, 当温度因子较小时, 如  , 平均速度随温

度相位差  的变化曲线会产生一个波谷; 随着  的

增加, 如   时,    随   的变化会变为一个

波峰曲线; 随着  的继续增加,   的变化曲线出

现了两个完整的波峰, 且随  的增加双峰结构越来

越显著, 曲线峰值对应   的最优值也向两侧移动.

产生上述现象的原因主要是在温度相位差  和温度

因子   这两个和温度有关的因子相互协作和竞

争作用下, 耦合粒子的定向运动将被促进或抑制,
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⟨Vcm⟩ Deff

Pe θ ω = 0.1π A =

1.0 T0 = 0.7

图  1    (a) 质心平均速度   , (b) 质心扩散系数   和

(c)   数随温度相位差   的变化曲线, 其中   ,  

 ,  

⟨Vcm⟩
Deff Pe

θ

ω = 0.1π A = 1.0 T0 = 0.7

Fig. 1. Curves of (a) the center-of-mass mean velocity   ,

(b) the center-of-mass diffusion coefficient    and (c)  

number varying with the phase different of temperature    ,

where   ,   ,   . 
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⟨Vcm⟩
θ = π θ

αi

因而温度反馈棘轮能够存在一个或两个极值. 更为

有趣的是, 通过图 1(a)可看出, 质心平均速度 

关于  对称. 由此可见, 在温度相位差  和温度

因子  的共同作用下, 可通过选择一个或多个合适

的温度相位差增强反馈棘轮的定向输运.

αi

Deff θ

Deff θ

Deff θ = π

T2 =

T0[1 +A sin (ωt+ θ)]
2 θ = π

T2

θ = π Deff

θ = π θ

Deff αi αi

图 1(b)给出温度因子  不同时温度反馈棘轮

的质心扩散系数   与温度相位差   的变化关系.

研究发现,    随   的增加先减小后增大, 而且在

这个变化过程中  的最小值几乎都出现在 

附近 . 产生这一结果的原因可由 (7)式即  

 进行分析 . 当   时 , 温度

 随时间的变化能够取到最小值, 这意味着此时耦

合棘轮的温度最低, 粒子越不容易发生扩散. 因此,

在相位差变化的一个周期内, 温度棘轮的扩散会在

 处出现最小值. 此外, 与图 1(a)类似,   曲

线也是关于   对称. 同时, 研究还发现, 当   固

定时  并不随  单调变化, 说明温度因子  对粒

子的质心扩散也具有显著的影响.

αi

Pe θ Pe

θ

θ ⩽ π Pe θ

θ > π Pe θ

θ Pe

Pe

Deff

Pe ∝ 1

Deff
Pe

Deff

θ

图 1(c)表示不同温度因子  下耦合布朗粒子

的  数和温度相位差  的函数关系. 可以发现 

数同样不随  单调变化, 与图 1(b)的变化趋势刚好

相反, 当   时,    数随着   的增加而增大; 当

 时,    数随着   的增加而减小. 因此温度棘

轮存在一个最优  值能使耦合粒子的  数达到最

大. 根据 (16)式,    数表示平均速度与扩散系数

 的比. 如图 1(a)所示, 在速度变化范围不太大

的情况下 , 近似有   , 因此   数图像与

 图像的变化行为正好相反. 这意味着可通过改

变温度相位差   的方法来增强温度棘轮的定向输

运特性. 

Tc3.2    临界温度  的影响

αi

Tmax αi

TC TC

αi

A ω θ T0

Ti Tmax

TC

图 1的研究结果已表明, 温度因子  会对温度

棘轮的定向输运产生影响. 此外, 根据 (12)式可

知, 当环境温度的最大值  一定时,   与临界温

度   成正比. 因此, 通过研究不同临界温度   时

的输运情况可间接地讨论  对温度反馈棘轮定向

输运的影响. 此外, 由 (6)式、(7)式和 (12)式可知,

对于固定的   ,    和   值, 不同的温度振幅   将使

耦合粒子所处的环境温度  有不同的最大值  ,

因此图 2中每条曲线最右端  变化范围的最大值

(临界值)也是不同的.

T0 TC

⟨Vcm⟩ TC

TC ⟨Vcm⟩
T0 TC

TC = 0 αi = 0

βi (t) = 1

图 2(a)是不同温度振幅  作用下临界温度 

对棘轮平均速度   的影响. 可以看出, 随着  

的增加, 温度棘轮的平均速度先减小后增加且在某

一合适的   处   产生一个波谷. 同时, 对于同

一  来说, 当  取最小值 0和相应的最大值时, 平

均速度都能获得最大值. 产生上述现象的原因可

由 (12)式和 (13)式分析得到. 当  时,   ,

此时反馈棘轮不存在误差概率, 即  , 进而

反馈棘轮处于打开状态的概率最大. 因此, 反馈信
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⟨Vcm⟩ Deff

Pe TC ω = 0.1π A =

1.0 θ = 0.2π

图  2    (a) 质心平均速度   , (b) 质心扩散系数   和

(c)   数随临界温度   的变化曲线 , 其中   ,  

 ,  

⟨Vcm⟩
Deff Pe

TC

ω = 0.1π A = 1.0 θ = 0.2π

Fig. 2. Curves of (a) the center-of-mass mean velocity   ,

(b) the center-of-mass diffusion coefficient    and (c)  

number  varying  with  the  critical  temperature    ,  where

 ,   ,   . 
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TC

Tmax αi = 1

T0

TC T0

TC

息棘轮的平均速度能够产生最大值. 同理, 当  取

环境温度的最大值   时, 即   , 这种条件下

反馈棘轮处于错误打开的概率也是最大的, 进而粒

子的质心平均速度也能获得最大值. 然而, 当临界

温度在两个极值区间变化时, 粒子的平均速度必然

会产生最小值, 因此温度棘轮的输运会有波谷的产

生. 同时, 研究还发现, 随着  的增加, 温度反馈棘

轮的整体输运也随之增大, 且粒子达到波谷时所需

的  也随之增大. 这是因为随着  的增大, 粒子所

处溶液环境的整体温度升高, 粒子运动更剧烈, 进

而粒子越过棘轮势形成定向运动的概率增加, 促进

了棘轮中粒子质心平均速度的增大. 上述结果进一

步表明, 在一定条件下通过选取合适的临界温度

 (即实验上合适的误差概率的产生)还能够使温

度反馈棘轮的质心平均速度达到极值. 这一结论可

为实验上反馈棘轮的数据分析特别是误差分析提

供一定的理论启发.

T0

Deff TC

Deff TC

Deff

Deff TC

⟨Vcm⟩ TC

⟨Vcm⟩

Deff

Deff TC ⟨Vcm⟩
TC T0

Deff Deff

TC

图 2(b)给出温度振幅  不同时耦合布朗粒子

的质心扩散系数   与临界温度   的变化关系.

研究发现,   随  的变化先增加后减小, 由此在

 的变化过程中能够产生扩散的最大值. 同时,

与图 2(a)比较可以发现,    峰值对应的   值和

 波谷对应的  值大致相同. 上述现象可由扩

散公式 (15)式进行解释. 由于质心扩散系数反映

的是质心涨落速度变化的物理量, 从图 2(a)已知

质心平均速度的变化过程中将有极小值的产生, 也

就是说在整个  从极大值到极小值或从极小值

到极大值的变化过程中, 质心速度的变化存在最大

值, 相应地, 质心涨落的速度即  也必然存在最

大值, 且   产生极值处的   与相应   波谷处

的  大致相等. 研究还发现, 随着  的升高耦合粒

子的  也随之增大, 且达到最大  值所对应的

优化临界温度   值右移 (变大). 产生这一现象的

原因是环境温度越高, 耦合粒子运动越剧烈, 因此

温度棘轮的扩散现象也越显著.

T0

Pe TC

Pe TC

Pe

⟨Vcm⟩
Deff

图 2(c)给出不同温度振幅  下耦合布朗粒子

的  数随临界温度  变化的函数关系. 显而易见,

图 2(c)与图 2(b)的曲线变化趋势正好相反. 结果

表明, 温度棘轮的   数不随   单调变化, 而会出

现最小值. 产生这一结果主要是因为  数的变化

将依赖于平均速度与扩散系数的变化情况. 根据

图 2(a)与图 2(b)的分析, 当   达到最小值时

 近似达到最大值, 因此这两个量的比值会有最

T0

Pe

T0

小值的产生. 特别地, 随着  的增加, 发现温度反

馈棘轮中粒子的  数也随之降低, 这一现象说明

实验上由于不可避免的误差概率的存在, 利用较小

的温度振幅  便能有效促进耦合粒子的定向运动,

从而达到增强温度棘轮定向输运的效果. 

ω3.3    温度频率  的影响

A ω

A = 1.0

ω

ω Ti

ω → 0

ω

ω

Ti

⟨Vcm⟩

⟨Vcm⟩

A ω

由于耦合布朗粒子的定向运动受温度的影响

较大, 因此本文进一步讨论了 (6)式中不同温度振

幅   下反馈棘轮的定向输运随温度频率   的变化

情况, 如图 3(a)所示. 插图给出   时反馈棘

轮的整体变化行为. 结果表明, 整体上温度棘轮的

平均速度随温度变化频率   的增加先减小后增加

最后趋于稳定. 这是因为当  趋于 0时, 在温度 

变化的每个周期内耦合粒子接触环境温度的时间

非常长, 这样会导致耦合粒子越过势垒形成定向运

动的概率增加, 因此当   时平均速度较大; 同

理可分析, 当  在较小的范围内增加时, 耦合粒子

越过势垒形成定向运动的概率减小, 相应地平均速

度会变小. 然而, 当   非常大时, 粒子接触环境温

度  的时间非常短暂且非常频繁, 近似地可看成耦

合粒子处于恒温环境中, 这样会使耦合粒子越过势

垒形成定向运动的概率达到最大, 因此反馈棘轮的

定向输运能够达到最大并趋于稳定. 由上述讨论,

可进一步分析当平均速度从最小值到最大值的变

化过程中  一定是增加的. 因此, 平均速度总体

的变化趋势是先减小后增加最终趋于稳定. 此外,

更为有趣的是在小频率变化范围内, 如图 3(a)所

示, 温度棘轮的平均速度呈现多峰结构, 且随温度

频率的增加   峰值变化的幅度逐渐减小. 这种

多峰结构的产生主要是温度振幅   和温度频率  

这两个温度因子之间相互协作和竞争的结果, 使耦

合布朗粒子的定向输运将被促进或抑制, 因而温度

反馈棘轮能够产生多个极值.

A

Deff ω

ω

Deff

A ω

本文进一步研究了不同温度振幅   条件下温

度反馈棘轮的扩散   随温度频率   的变化关系,

如图 3(b)所示. 研究结果表明, 在图 3(a)所示的

小频率变化范围, 随着温度变化频率  的增加温度

反馈棘轮的  仍呈多峰结构. 这一现象的产生同

样是由   和   这两个温度因子之间的相互协作和

竞争所导致. 理论上同样可从扩散公式 (15)式进

行分析, 质心扩散系数只和质心涨落的速度有关,

因此一定条件下当平均速度呈现多峰结构时, 扩散
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Deff

ω

ω

Deff A

系数   也相应地随之产生多峰结构. 也就是说,

合适的温度变化频率   也能使温度反馈棘轮的扩

散达到最强 . 此外 , 研究还发现 , 对于同一   值 ,

 随温度振幅  的增加而增大, 这是因为温度越

高反馈棘轮的扩散越明显.

Deff Pe

ω Pe A

类似地, 由上述分析同理可得, 温度反馈棘轮

的平均速度和  的多峰结构同样还会导致  数

多峰结构的产生, 如图 3(c)所示. 此外, 研究还发

现, 对于同一  值,   数随温度振幅  的增大而减

小, 这是因为在速度变化范围不太大的条件下, 近

Pe Deff Deff A

Pe A

ωopt

Pe

似地有   与   成反比. 由于   随   的增加而

增大, 进而会导致  随  的增加而减小. 如图 1(b)

与图 1(c), 图 2(b)与图 2(c)所示, 类似地也存在

同样的结论. 此外, 在小温度频率变化范围内反馈

棘轮存在多个最优温度频率值   能够使耦合粒

子的  数达到极大值, 这也意味着一定条件下温

度信息棘轮的定向输运能够获得多次的增强. 

4   总　结

Pe

TC

Pe

βi (t)

本文研究了处于不同温度下反馈棘轮中耦合

布朗粒子的定向输运问题, 详细讨论了温度相位

差、临界温度及温度变化频率对耦合粒子的质心平

均速度、扩散系数及  数的影响. 研究发现, 温度

因子并不总是减小布朗粒子的定向输运, 这也意味

着在某一变化区间内温度因子 (即临界温度  )的

存在还能增强反馈棘轮的定向输运. 研究还发现,

在小温度振幅范围内, 粒子的输运随温度频率的变

化呈现多峰结构, 即存在多个温度变化频率能使耦

合粒子的质心平均速度、质心扩散系数及  数都

能达到极值, 这也意味着合适的温度变化频率可以

使反馈棘轮的定向输运获得多次增强. 此外, 本文

研究还发现, 温度反馈棘轮的质心平均速度随耦合

强度 k 的增加能够出现极值, 这也说明合适的耦合

强度能够促进温度反馈棘轮的定向输运. 由于篇幅

所限, 本文讨论的仅是两个耦合粒子的情形, 且每

个粒子的控制开关   都不同. 若系统的粒子数

增加, 实验操作上每个粒子的误差产生率会随之变

大, 因此温度误差棘轮的粒子流也会相应地减小.

αi

p

p

此外, 本文主要基于 Cao的开创性模型, 即在

误差棘轮的基础上通过提出温度因子  进而对反

馈棘轮实施控制的. 实验上, 在棘轮的具体操作过

程中研究者可以通过监控布朗粒子的实时温度, 并

与环境的最大温度进行比较, 进而可以在原有反馈

棘轮的控制方式中加入对温度的判断过程. 通过这

种实验操控能够深入了解温度对误差棘轮输运的

影响. 然而, 本文讨论的内容仅关注于分子马达所

处的溶液环境即温度信息对误差概率   造成的影

响. 当然, 在具体实验操作中还有其他因素, 如外

势结构, 时间延迟等因素仍会对误差概率  (随机误

差、系统误差等因素)造成一定影响, 这也是今后

误差棘轮研究的方向. 本文所得结论不仅可以通过

调节温度信息 (如临界温度、温度振幅、频率等参
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Pe ω T0 = 0.7 θ =

0.2π αi = 0.8

图  3    (a) 质心平均速度   , (b) 质心扩散系数   和

(c)    数随温度频率   的变化曲线 , 其中   ,   

 ,  

⟨Vcm⟩
Deff Pe

ω

T0 = 0.7 θ = 0.2π αi = 0.8

Fig. 3. Curve of (a) the center-of-mass mean velocity   ,

(b) the center-of-mass diffusion coefficient    and (c)  

number varying with the temperature frequency    ,  where

 ,   ,   . 
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量)来优化反馈棘轮的输运特性, 更可为实验上的

数据的分析与处理特别是误差来源的分析与计算

提供理论启发.
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Abstract

Biomolecular motors are macromolecules of enzyme proteins that convert chemical energy into mechanical

energy.  Experimental  studies  have  shown  that  the  directed  movement  of  the  biomolecular  motor  fully

participates in the material transport process in the cell. Theoretically, the directed movement of biomolecular

motors can be studied by the ratchet model. However, in most of feedback control ratchet models, none of the

influences of external factors on experimental manipulation is considered, especially the inevitable random error,

systematic error and human error in the experiment. Therefore, in order to further study the influences of error

factors  on  feedback  control  ratchets,  Cao's  research  group  (Feito  M,  Cao  F  J  2007 Eur.  Phys.  J.  B  59  63)
pioneered the idea of error probability and discussed the transport behavior of feedback ratchets in the presence

of error probability.

Based on Cao's error ratchet model, in this paper the temperature factor in introduced to further control

the  feedback  ratchets,  and  the  directed  transport  characteristics  of  the  coupled  Brownian  particles  in  the

temperature feedback ratchets are studied. The effects of temperature factor, phase difference and temperature

frequency on the directed transport of coupled Brownian particles are discussed in detail. It is found that the

temperature factor does not always reduce the directed transport  of  Brownian particles.  There is  a minimum

value  which  means  that  the  temperature  factor  can  enhance  the  directed  transport  of  the  feedback  ratchets

within a certain change interval. In addition, in a small temperature amplitude range, the directed transport of

the coupled particles exhibits a multi-peak structure with the change of temperature frequency. It is means that

the  appropriate  temperature  change  frequency  can  enhance  the  directed  transport  of  the  feedback  ratchets

multiple times. The conclusions obtained in this paper can not only inspire experimental selection of appropriate

temperature feedback information to optimize the directed transport of the Brownian ratchets, but also provide

theoretical references for analyzing and processing the experimental data, especially error analysis.
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