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基于机器学习 J1-J2 反铁磁海森伯自旋链
相变点的识别方法*

王伟    揭泉林†

(武汉大学物理科学与技术学院, 武汉　430000)

(2021 年 4 月 14日收到; 2021 年 6 月 27日收到修改稿)

通过序参量来研究量子相变是比较传统的做法, 而从机器学习的角度研究相变是一块全新的领域. 本文

提出了先采用无监督学习算法中的高斯混合模型对 J1-J2 反铁磁海森伯自旋链系统的态矢量进行分类, 再使

用监督学习算法中的卷积神经网络鉴别无监督学习算法给出的分类点是否是相变点的方法, 并使用交叉验

证的方法对学习效果进行验证. 结果表明, 上述机器学习方法可以从基态精确找到 J1–J2 反铁磁海森伯自旋

链系统的一阶相变点、无法找到无穷阶相变点, 从第一激发态不仅能找到一阶相变点, 还能找到无穷阶相变点.
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1   引　言

机器学习算法的改进和更快更强的硬件能

够让研究者从庞大的数据中提取出有用的信息, 现

在已广泛应用于许多研究领域, 这些发展对物理科

学也产生了广泛的影响, 特别是在分类量子相变

上 [1−10]. 量子相变是系统在绝对零度下发生的一种

相变, 它仅仅由系统的哈密顿量变化带来的量子扰

动引起 [11,12]. 在量子力学中, 系统的物理状态可以

表示为希尔伯特空间的一个矢量, 由于量子态通常

已经归一化, 研究者经常使用保真度 (两个量子态

的内积)来研究量子相变, 它能反映两个态之间的

相似程度, 保真率反映的是这种变化的速率, 这是

一个纯粹几何学上的概念, 分析认为机器学习方法

应该也能从态矢量中提取信息来反映系统相变, 其

与保真度不同的是, 输出结果是该态矢量与模型训

练数据中的所有同类态矢量的相似程度. 研究量子

相变, 除了能进一步丰富人们对低温磁性材料、铁

电材料、超导体的认识外, 对其他学科和量子计算

技术早期的实践都具有重要意义. 在一个很大的晶

格中, 计算序参量来判断相变需要很大的计算量,

也需要有先验知识来构造一个合适的序参量. 机器

学习为我们提供了一种新的识别相变点的方法.

Walker等 [13] 使用无监督机器学习有效识别

了材料结构变化的转变温度, Jadrich等 [14] 研究表

明不需要有任何先验知识来构造一个合适的序参

量, 使用主成分分析法就能自动发现序参量来分类

相, 从而简化了对相的常规分析. Canabarro等 [15]

使用无监督机器学习识别了轴向次近邻伊辛模型

的 3个主要相. Carrasquilla等 [16] 研究表明神经网

络能够被用来编码物质相和识别强关联多体系统

的相变. Ahmadreza等 [17] 使用卷积神经网络高精

度的定位了二维伊辛模型的相变点.

大量研究表明机器学习能够有效识别相变点,

然而当面对一个全新的系统时, 使用无监督学习得
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到的分类点是否是相变点仍需要计算序参量加以

佐证, 当不知道相变点时, 也无法选择合适的分类

点, 给训练数据集贴上标签, 训练神经网络模型.

这时就需要将非监督学习和监督学习结合起来, 可

以先使用无监督学习算法找到分类点, 再使用稍微

远离分类点的两侧数据集进行训练. 发现如果无监

督学习得到的分类点为相变点, 通过增加分类点一

侧的训练数据或者调整训练集的分布区域, 该点位

置一般不会发生变化, 若其不是相变点, 其位置必

发生变化, 由此, 就可以不需要任何先验知识, 不

需要计算任何序参量, 直接通过机器学习的方法找

到相变点. 本文采用上述机器学习方法可以从基态

精确找到海森伯 J1-J2 模型的一阶相变点、无法找

到无穷阶相变点, 从第一激发态不仅能找到一阶相

变点, 还能找到无穷阶相变点. 

2   模　型

本文研究的系统是一维反铁磁海森伯自旋链.

其哈密顿量是: 

H = J1

N∑
⟨i,j⟩

Si · Sj + J2

N∑
⟨⟨i,j⟩⟩

Si · Sj , (1)

⟨i, j⟩
⟨⟨i, j⟩⟩

其中, J1 表示最近邻相互耦合作用, J2 表示次近邻

相互耦合作用 ,    表示取遍所有的最近邻 ,

 表示取遍所有的次近邻, N 表示链长. 选择

周期性边界条件 . 此模型最近邻和次近邻之间

存在竞争, 在热力学极限下有两个相变点. Qian

等 [18−21] 研究表明在 J2/J1 = 0.5时, 此模型发生一

阶相变, 该模型变为Majumdar-Ghosh模型, 此相

变是由平移对称性破缺引起的, 在 J2/J1 = 0.241

时, 此模型发生无穷阶相变, 当 J2/J1 > 0.241时,

体系是二聚化相, 当 J2/J1 < 0.241时, 体系是自旋

液体相. 由图 1可知, 此相变点对应于第一激发态

的能级交叉点, 此时基态无能级交叉, 无法反映此

相变. 需要特别说明的是, 本文计算的是有限长的

系统, 因此由于系统的局限性, 从图 1可以看出,

除了在此模型的相变点处有能及交叉外, 不同链长

的系统在不同的地方也出现了能级交叉点, 这些假

的相变点并没有反映真实的物理, 本文不做讨论.

下文讨论的机器学习方法的输出结果也反映了此

情况, 这虽然在一定程度上对研究造成了干扰, 但

并没有妨碍对系统真实相变点的识别.
 

3   无监督学习和深度学习方法

采用无监督学习识别分类点的方法为高斯混

合模型 (GMM), GMM是单一高斯概率密度函数

的延伸 [22,23], 一维高斯分布模型的概率密度函数为
 

f (x) =
1√
2πσ

exp

(
− (x− µ)

2

2σ2

)
, (2)
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图 1    不同链长的 J1-J2 海森伯自旋链系统基态与第一激发态能量随 J2/J1 的变化　(a) N = 8; (b) N = 10; (c) N = 12; (d) N = 16

Fig. 1. Ground and first excited energy level diagram in J1-J2 Heisenberg spin chain system with chain length: (a) N = 8; (b) N =

10; (c) N = 12; (d) N = 16. 
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其中µ为数据均值, s 为数据标准差, 多维高斯分布

模型的概率密度函数如下: 

N (x;µ,Σ) =
1

(2π)D/2|Σ|1/2
e
[
− 1

2 (x−Σ)TΣ−1(x−µ)
]
,

(3)

其中µ为数据均值 , ∑为数据协方差 , D 为数据

维度.

GMM是由 K 个单高斯模型组合而成的模型,

其概率密度函数为 

p (x) =

k∑
i=1

πkN (x;µk, Σk) , (4)

∑k

i=1
πk = 1其中 πk 为混合系数, 满足  .

GMM类似于聚类, 每一个高斯模型可以看作

一种类别, 输入一个样本, 即可通过高斯概率密度

函数计算其值, 然后通过比较其属于每个高斯模型

的概率大小来判断高斯模型的类别. 使用 GMM

是因为高斯分布具备很好的物理性质以及良好的

计算性能.

先通过 GMM找到分类点, 然后通过卷积神

经网络 (CNN)进一步验证该点是否为相变点. CNN

包括: 输入层、卷积层、池化层、全连接层和输出

层. 数据集进入网络与卷积层多个卷积核卷积生成

特征图, 池化层对特征图下采样, 生成新特征图,

全连接层将池化层生成的多个特征图融合、分类,

输出分类结果.

本文采用的 CNN共包含 5层 [24,25], 第 1层为

输入层, 输入数据为一维反铁磁海森伯模型的态矢

量, 第 2层为卷积层 (卷积核大小为 4 × 4), 卷积

后生成 16个大小为 2N/2 × 2N/2 的特征图 (本文采

用 Relu激活函数). 第 3层是池化层, 采用最大池

化操作 (采样窗口大小为 2 × 2, 步长为 2), 所以输

出特征图尺寸减半, 即此刻特征图大小为 2N/4 ×

2N/4, 但特征图数量仍为 16个, 池化层的输出数据

展为一维矢量后输入第 4层全连接层 (神经元个数

设置为 128). 为了避免系统参数更新过快导致过

拟合 , 本文在全连接层添加了 dropout (dropout

率设为 0.5), 全连接层输出数据输入第 5层输出

层, 输出层神经元个数设置为 n (n 为类别数, 选取

的训练数据为无监督学习得到的分类点两侧的数

据, 采用独热编码 (one-hot)将分类点一侧的训练

数据标记为 0, 另一侧标记为 1, 因此本文 n 为 2),

激活函数采用 softmax函数 [11], 表达式为 

f (xj) =
exj∑n

i=1
exi

. (5)

为了得到泛化能力较好的模型, 采用交叉验证

的策略. 在交叉验证中, 将样本集随机划分为 10

等份, 使用其中的 1份作为验证集而其余 9份作为

训练集, 通过正确率和交叉熵损失函数来衡量模型

对于未知样本的预测能力.

采用远离相变点的训练集和验证集数据来训

练和评估模型, 使用训练好的模型对测试数据进行

预测. 

4   结果与讨论
 

4.1    从基态寻找相变点

∈ ∈
∈

使用 J2/J1  [0, 1)(链长 N = 16的取 J2/J1 

[0, 0.53), 因为取 J2/J1  [0, 1)会优先识别随系统

尺寸变化而改变的相变点 J2/J1 = 0.534)的海森

伯 J1-J2 模型基态态矢量作为训练集 , 生成 n 为

2的 GMM, 再用该模型对海森伯 J1-J2 模型基态

态矢量分类, 得到如图 2(a)所示的分类结果, 可以

看出 J2/J1 = 0.5是它的一个分类点, 其不随系统

尺寸变化而改变.

∈ ∈

∈ ∈

∈
∈
∈ ∈

接下来采用稍微远离 J2/J1 = 0.5的数据集作

为训练集和验证集, 对该点是否是相变点进一步验

证. 我们采用标记分别为 0(采用 one-hot编码)的

J2/J1  [0.35, 0.45)和为1的J2/J1  [0.55, 0.65)的基

态态矢量作为训练数据和验证数据 (链长 N = 16

的取 J2/J1  [0.51, 0.61), 因为取 J2/J1  [0.55, 0.65)

会识别随系统尺寸变化而改变的 J2/J1 = 0.534相

变点), 训练 CNN模型. 之后使用该模型对海森

伯 J1-J2 模型基态态矢量进行预测 , 预测结果如

图 2(b)所示, 发现神经元输出在 J2/J1 = 0.5 处发

生跳变, 接下来采用标记分别为 0的 J2/J1  [0.3, 0.4)

和为 1的 J2/J1  [0.55, 0.65)的基态态矢量和标记

分别为 0的 J2/J1  [0.2, 0.3)和为 1的 J2/J1  [0.55,

0.65)的基态态矢量作为训练数据, 分别训练两个

CNN模型, 再用模型对基态态矢量进行预测, 预测

结果如图 2(c)和图 2(d)所示, 发现前后使用不同

训练数据集训练的 CNN对测试数据集的预测结

果几乎没有发生变化, 因此, 基本就能确定 J2/J1
= 0.5为该系统相变点. 这样就在没有任何先验知

识, 不知道系统哈密顿量, 能量的条件下从基态态
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矢量中直接找到了 J1-J2 海森伯自旋链系统的一阶

相变点.

∈

∈
∈

∈
∈

∈
∈

同样使用 J2/J1  [0, 0.5)的海森伯 J1-J2 模型

基态态矢量作为训练集 (GMM模型给出的不同链

长的分类点不尽相同, 但其结果基本一样, 所以仅

以链长 N = 10的态矢量的分类结果为例进行讨

论), 生成 n = 2的 GMM, 再用该模型对海森伯

J1-J2 模型基态态矢量分类, 得到如图 3(a)所示的

分类结果, 其在 J2/J1 = 0.305处出现分类点. 然

后, 分别采用标记分别为 0的 J2/J1  [0.25, 0.3)和

为 1的 J2/J1  [0.35, 0.4)的基态态矢量作为训练

数据 , 采用标记分别为 0的 J2/J1  [0.2, 0.25)和

为 1的 J2/J1  [0.35, 0.4)的基态态矢量作为训练

数据, 和采用标记分别为 0的 J2/J1  [0.2, 0.25)和为

1的 J2/J1  [0.35, 0.4)的基态态矢量作为训练数据

(标记为 1的数据是标记为 0数据的 5倍), 分别训

练 3个 CNN模型, 之后使用模型对系统基态的态

矢量进行预测, 预测结果如图 3(b)—(d)所示. 可

以看出, CNN给出的分类点随训练数据集数据的

变化而发生改变, 不能给出确定的相变点, 因此不

能通过该方法从基态态矢量中找到无穷阶相变点,

但能够有效排除无监督学习给出的假的相变点.
 

4.2    从第一激发态寻找相变点

∈

∈
∈

∈
∈

∈
∈

同样, 使用 J2/J1  [0, 1)的海森伯 J1-J2 模型

第一激发态态矢量作为训练集, 生成 n 为 2的GMM,

再用该模型对海森伯 J1-J2 模型第一激发态态矢量

分类, 得到如图 4(a)所示的分类结果, 可以观察

到 J2/J1 = 0.24和 J2/J1 = 0.5可能是它的相变

点. 接下来, 采用稍微远离 J2/J1 = 0.5数据集作为

训练集和验证集, 对该点是否是相变点进一步验

证. 采用标记分别为 0的 J2/J1  [0.35, 0.45)和为

1的 J2/J1  [0.55, 0.65)的第一激发态态矢量作为

训练数据, 采用标记分别为 0的 J2/J1  [0.3, 0.4)

和为 1的 J2/J1  [0.55, 0.65)的第一激发态态矢量

作为训练数据, 和采用标记分别为 0的 J2/J1  [0.35,

0.45)和为 1的 J2/J1  [0.55, 0.65)的第一激发态

态矢量作为训练数据 (标记为 0的数据是标记为

1数据的 5倍), 分别训练 CNN模型, 训练得到的

3个 CNN模型预测结果如图 4(b)—(d)所示, 发

现训练好的 CNN可以从测试数据中精确找到一

阶相变点, 且其对测试数据集的预测结果几乎没有

发生变化, 由此, 也可以通过第一激发态态矢量数

据, 在没有任何先验知识, 不知道系统哈密顿量,

能量的条件下, 确定 J2/J1 = 0.5为 J1-J2 海森伯自

旋链系统相变点.
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图 2    (a) 训练数据为 J2/J1  [0, 1)的海森伯 J1-J2 模型基态矢量生成的 GMM对基态矢量的分类结果; (b)采用标记为 0的 J2/J1
 [0.35, 0.45)和为 1的 J2/J1  [0.55, 0.65); (c)标记为 0的 J2/J1  [0.3, 0.4)和为 1的 J2/J1  [0.55, 0.65); (d)标记为 0的 J2/J1  [0.2,

0.3)和为 1的 J2/J1  [0.55, 0.65)的基态态矢量作为训练数据, 训练所得的 CNN模型对基态态矢量的预测结果

∈ ∈ ∈
∈ ∈ ∈ ∈

Fig. 2. (a) Ground state vector classification results of the GMM generated by the Heisenberg J1-J2 model ground state vector with

the  training  data  of J2/J1    [0,  1);  (b)  using  the  ground  state  vector  of J2/J1  [0.35,  0.45)  marked  as  0 and J2/J1  [0.55,  0.65)

marked as 1; (c) J2/J1  [0.3, 0.4) marked as 0 and J2/J1  [0.55, 0.65) marked as 1; (d) J2/J1  [0.2, 0.3) marked as 0 and J2/J1 

[0.55, 0.65) marked as 1 as training data, the prediction results of the ground state vector by the trained convolutional neural net-

work model. 
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图 3    (a) 训练数据为 J2/J1  [0, 0.5)的海森伯 J1-J2 模型基态态矢量生成的 GMM对基态态矢量的分类结果; (b) 分别为采用标

记为 0的 J2/J1  [0.25, 0.3)和为 1的 J2/J1  [0.35, 0.4); (c)标记为 0的 J2/J1  [0.2, 0.25)和为 1的 J2/J1  [0.35, 0.4); (d)标记为

0的 J2/J1  [0.2, 0.25)和为 1的 J2/J1  [0.35, 0.4)(标记为 1的数据是标记为 0的 5倍)的基态态矢量作为训练数据 , 训练所得的

CNN模型对基态态矢量的预测结果

∈ ∈ ∈
∈ ∈ ∈

∈

Fig. 3. (a) Ground state vector classification results of the GMM generated by the Heisenberg J1-J2 model ground state vector with

the training data of J2/J1   [0, 0.5); (b) respectively usingthe ground state vector of J2/J1  [0.25, 0.3) marked as 0 and J2/J1  [0.35,

0.4)  marked  as  1;  (c) J2/J1  [0.2,  0.25)  marked  as  0 and J2/J1  [0.35,  0.4)  marked  as  1;  (d) J2/J1  [0.2,  0.25)  marked  as  0 and

J2/J1  [0.35, 0.4) marked as 1 (the data marked as 1 is 5 times as much as the data marked as 0)as training data, the prediction

results of the ground state vector by the trained convolutional neural network model. 
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图 4    (a) 训练数据为 J2/J1  [0, 1)的海森伯 J1-J2 模型第一激发态态矢量生成的 GMM对第一激发态态矢量的分类结果; (b)分

别为采用标记为 0的 J2/J1  [0.35, 0.45)和为 1的 J2/J1  [0.55, 0.65); (c)标记为 0的 J2/J1  [0.3, 0.4)和为 1的 J2/J1  [0.55, 0.65);

(d)标记为 0的 J2/J1  [0.35, 0.45)和为 1的 J2/J1  [0.55, 0.65) (标记为 1的数据是标记为 0的 5倍)的第一激发态态矢量作为训

练数据, 训练所得的 CNN模型对第一激发态态矢量的预测结果

∈ ∈
∈ ∈ ∈ ∈

∈

Fig. 4. (a)  The  first  excited  state  vector  classification  results  of  the  GMM generated  by  the  Heisenberg J1-J2 model  first  excited

state vector with the training data of J2/J1     [0, 1); (b) using the first excited state vector of J2/J1  [0.35, 0.45) marked as 0 and

J2/J1  [0.55,  0.65)  marked  as  1;  (c)  J2/J1  [0.3,  0.4)  marked  as  0 and  J2/J1  [0.55,  0.65)  marked  as  1;  (d)  J2/J1  [0.35,  0.45)

marked as 0 and J2/J1  [0.55, 0.65) marked as 1 (the data marked as 1 is 5 times as much as the data marked as 0)as training data,

the prediction results of the first excited state vector by the trained convolutional neural network model. 
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同样, 采用稍微远离 J2/J1 = 0.24数据集作为

训练集和验证集, 对该点是否是相变点进一步验

证. 采用标记分别为 0的 J2/J1  [0.1, 0.2)和为 1

的 J2/J1  [0.3, 0.4)的第一激发态态矢量作为训练

数据, 训练 CNN模型, 再用训练好的 CNN模型对

海森伯 J1-J2 模型第一激发态态矢量的类别进行预

测, 预测结果如图 5(a)所示, 我们发现训练好的

CNN可以从测试数据中精确找到无穷阶相变点,

接着我们又采用标记分别为 0(的 J2/J1  [0, 0.1)

和为 1的 J2/J1  [0.3, 0.4)的第一激发态态矢量作

为训练数据, 训练 CNN模型. 再用训练好的 CNN

模型对海森伯 J1-J2 模型第一激发态态矢量的类别

进行预测, 预测结果如图 5(b)所示, 发现训练好

的 CNN对测试数据集的预测结果几乎没有发生

任何变化. 由此基本就能确定 J2/J1 = 0.24为 J1-J2
海森伯自旋链系统相变点. 这样就在没有任何先验

知识, 不知道系统哈密顿量, 能量的条件下从第一

激发态态矢量中找到了该系统无穷阶相变点.

∈

∈
∈

∈
∈

使用 J2/J1  [0, 0.24)的海森伯 J1-J2 模型第一

激发态态矢量作为训练集 (GMM模型给出的不同

链长的分类点不尽相同, 但其结果基本一样, 所以

仅讨论链长 N = 10的态矢量的分类结果), 生成

n 为 2的 GMM, 再用该模型对海森伯 J1-J2 模型

第一激发态态矢量分类, 得到如图 6(a)所示的分

类结果, 可以观察到 J2/J1 = 0.125可能是该模型

的相变点. 采用标记分别为 0的 J2/J1  [0.05, 0.1)

和 1的 J2/J1  [0.15, 0.2)的第一激发态态矢量作

为训练数据, 采用标记分别为 0的 J2/J1  [0, 0.05)

和 1的 J2/J1  [0.15, 0.2)的第一激发态态矢量作为

训练数据, 分别训练 CNN模型, 训练得到的两个

CNN模型对测试集的预测结果如图 6(b), 图 6(c)

∈
所示 , 我们观察得到 CNN模型的预测结果在

J2/J1  [0, 0.24)区域内未出现明显的间断点, 且预

测结果随训练数据集的变化发生改变, 因此 J2/J1
= 0.125不是该模型的相变点. 说明监督学习能够

有效排除无监督学习模型提供的假相变点, 有效提

高仅通过机器学习找系统相变点的准确率.

∈

∈

使用 J2/J1  [0.25, 0.5)的海森伯 J1-J2 模型第

一激发态态矢量作为训练集, 生成 n 为 2的 GMM,

再用该模型对海森伯 J1-J2 模型第一激发态态矢量

分类, 得到如图 6(d)所示的分类结果, 可以观察

到 J2/J1 = 0.385可能是该模型的相变点. 仍采用

上述方法, 使用不同训练数据分别训练 CNN模型,

用训练所得的 CNN模型对测试集进行预测, 同样

可观察得到 CNN模型的预测结果在 J2/J1  [0.25,

0.5)区域内未出现明显的间断点, 且预测结果随训

练数据集的变化发生改变, 因此 J2/J1 = 0.385不

是该模型的相变点. 

4.3    可视化态矢量

采用线性函数归一化方法将态矢量里的值都

转换到 [0, 255]的范围, 公式为 

X =
X −Xmin

Xmax −Xmin
· 255. (6)

将得到的每一个数据转换为 2N/2 × 2N/2 (N 为链

长, 本文 N = 10)的灰度图 (全黑为 0, 全白为 255).

J2/J1 = 0.44, 0.49, 0.51, 0.58的基态态矢量

灰度图如图 7所示, 观察发现基态矢量灰度图在相

变点前和相变点后都变化缓慢, 但在相变点前后发

生了突变. 第一激发态态矢量灰度图如图 8所示,

观察得到第一激发态态矢量灰度图在无穷极相变

点和一阶相变点前后也都发生了突变. 由此能通过
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∈ ∈ ∈ ∈图  5    (a)采用标记为 0的 J2/J1  [0.1, 0.2), 标记为 1的 J2/J1  [0.3, 0.4); (b)标记为 0的 J2/J1  [0, 0.1), 标记为 1的 J2/J1  [0.3,

0.4)的第一激发态态矢量作为训练数据, 训练所得的 CNN模型对第一激发态态矢量的预测结果

∈ ∈ ∈
∈

Fig. 5. (a) Using the first excited state vector of J2/J1  [0.1, 0.2) marked as 0 and J2/J1  [0.3, 0.4) marked as 1; (b)J2/J1  [0, 0.1)

marked as 0 and J2/J1  [0.3, 0.4) marked as 1 as training data, the prediction results of the first excited state vector by the trained

convolutional neural network model. 
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图 6    (a) 训练数据为 J2/J1  [0, 0.24)的海森伯 J1-J2 模型第一激发态态矢量生成的 GMM对第一激发态态矢量的分类结果; (b),

(c)分别为采用标记为 0的 J2/J1  [0.05, 0.1)和为 1的 J2/J1  [0.15, 0.2); 标记为 0的 J2/J1  [0, 0.05)和为 1的 J2/J1  [0.15, 0.2)的

第一激发态态矢量作为训练数据, 训练所得的 CNN模型对第一激发态态矢量的预测结果; (d) 训练数据为 J2/J1  [0.25, 0.5)的海

森伯 J1-J2 模型第一激发态态矢量生成的 GMM对第一激发态态矢量的分类结果

∈ ∈
∈ ∈ ∈

∈

Fig. 6. (a)  The  first  excited  state  vector  classification  results  of  the  GMM generated  by  the  Heisenberg J1-J2 model  first  excited

state vector with the training data of J2/J1    [0, 0.24); (b) (c) respectively using the first excited state vector of J2/J1  [0.05, 0.1)

marked as 0 and J2/J1  [0.15, 0.2) marked as 1; J2/J1  [0, 0.05) marked as 0 and J2/J1  [0.15, 0.2) marked as 1 as training data,

the prediction results of the first excited state vector by the trained convolutional neural network model; (d) he first excited state

vector classification results of the GMM generated by the Heisenberg J1-J2 model first excited state vector with the training data of

J2/J1  [0.25, 0.5). 
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图 7    海森伯 J1-J2 模型基态态矢量变换而来的灰度图　(a) J2/J1 = 0.44; (b) J2/J1 = 0.49; (c) J2/J1 = 0.51; (d) J2/J1 = 0.58

Fig. 7. Gray scale images transformed from the ground state vector of the Heisenberg J1-J2 model:  (a) J2/J1 = 0.44; (b) J2/J1 =

0.49; (c) J2/J1 = 0.51; (d) J2/J1 = 0.58. 
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态矢量灰度图直接观测到一维次近邻海森伯 J1-J2
模型的相变点. 机器学习方法也正是因为能提取出态

矢量这些特征信息的变化, 才能够有效找到相变点. 

5   结　论

本文将无监督学习与监督学习结合起来, 从一

维次近邻海森伯 J1-J2 模型的基态中找到了该模型

的一阶相变点, 从第一激发态不仅找到了一阶相变

点, 还找到了无穷阶相变点, 间接说明了第一激发

态可能比基态蕴含更多信息, 将态矢量可视化说明

了机器学习算法的可靠性.

研究结果表明, 机器学习能够在没有任何先验

知识、不知道系统哈密顿量、能量的条件下, 直接

从庞大的态矢量样本集合中找出一些可能存在的

相变点, 这可能为研究未知系统时提供一些帮助;

监督学习能够对无监督学习给出的相变点加以验

证, 去除假的相变点.

由于本文仅研究了一维海森伯 J1-J2 模型, 此

方法的鲁棒性和推广能力还未知, 需要进一步研究.
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图 8    海森伯 J1-J2 模型第一激发态态矢量变换而来的灰度图　(a) J2/J1 = 0.24; (b) J2/J1 = 0.25; (c) J2/J1 = 0.49; (d) J2/J1 = 0.51

Fig. 8. Gray scale images transformed from the first excited state vector of the Heisenberg J1-J2 model: (a) J2/J1 = 0.24; (b) J2/J1 =

0.25; (c) J2/J1 = 0.49; (d) J2/J1 = 0.51. 
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Abstract

Studying quantum phase transitions through order parameters is a traditional method, but studying phase
transitions  by  machine  learning  is  a  brand new field.  The  ability  of  machine  learning  to  classify,  identify,  or
interpret  massive  data  sets  may  provide  physicists  with  similar  analyses  of  the  exponentially  large  data  sets
embodied  in  the  Hilbert  space  of  quantum many-body  system.  In  this  work，we  propose  a  method  of  using
unsupervised  learning  algorithm  of  the  Gaussian  mixture  model  to  classify  the  state  vectors  of  the  J1-J2
antiferromagnetic  Heisenberg  spin  chain  system,  then  the  supervised  learning  algorithm  of  the  convolutional
neural network is used to identify the classification point given by the unsupervised learning algorithm，and the
cross-validation  method  is  adopted  to  verify  the  learning  effect.  Using  this  method,  we  study  the  J1-J2
Heisenberg spin chain system with chain length N = 8,  10,  12,  16 and obtain the same conclusion.  The first
order  phase  transition point  of J1-J2 antiferromagnetic  Heisenberg  spin  chain system can be  accurately  found
from the  ground state  vector,  but  the  infinite  order  phase  transition  point  cannot  be  found from the  ground
state  vector.  The first  order  and the infinite  order  phase transition point  can be found from the first  excited
state vector，which indirectly shows that the first excited state may contain more information than the ground
state of J1-J2 antiferromagnetic Heisenberg spin chain system. The visualization of the state vector shows the
reliability of the machine learning algorithm, which can extract the feature information from the state vector.
The result reveals that the machine learning techniques can directly find some possible phase transition points
from a large set of state vectorwithout prior knowledge of the energy or locality conditions of the Hamiltonian，
which may assists us in studying unknown systems. Supervised learning can verify the phase transition points
given by unsupervised learning, thereby indicating that we can discover some useful information about unknown
systems only through machine learning techniques. Machine learning techniques can be a basic research tool in
strong quantum-correlated systems, and it can be adapted to more complex systems, which can help us dig up
hidden information.

Keywords: Heisenberg J1-J2 model, machine learning, neural network, phase transition
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