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量子弱测量过程中适当的弱值可用于放大微弱物理参数并提高参数评估的精度, 这种参数评估精度的

提高可能来源于体系中的纠缠. 本文借助 Fisher信息研究了系统中的纠缠和系统与探针间的纠缠对弱测量

过程中系统与探针间耦合参数的评估精度的影响. 分析了系统初态分别为类 GHZ态的纠缠纯态和受退极化

噪声影响的纠缠混态的纠缠 , 以及系统和探针间的纠缠对参数评估的影响 . 研究表明 , 当系统初态为类

GHZ态的纠缠纯态和受退极化噪声影响的纠缠混态时, Fisher信息随系统初态纠缠度的增大而增大, 且系统

初末态均为最大纠缠态时, Fisher信息和后选择概率均达到最大; 但系统与探针的纠缠越弱, 测量能获得的

Fisher信息越多, 参量估计的精度越高. 此研究结果表明系统中的纠缠会提高参数评估精度, 而系统与探针

间的纠缠则会降低参数评估的精度.
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1   引　言

在量子物理中量子测量必然会对系统造成扰

动, 根据对系统扰动的大小可以把量子测量分为强

测量和弱测量, 其中对系统扰动较大的量子测量被

称为强测量, 反之称为弱测量. 强测量后系统状态

会被不可逆地投影到测量基上, 而且测得观察量的

平均值会介于观察量算符最小本征值和最大本征

值之间. 而弱测量是由 Aharanov[1] 于 1988年提出

的概念, 其测量过程通常分为 3个步骤: 系统和探

针初态的制备、系统和探针的相互作用、对系统的

后选择. 在系统和探针相互作用过程中系统和探针

之间的耦合通常很弱, 因此对系统的扰动很小. 并

且在后选择过程中会抛弃大量的数据, 仅保留少量

的数据, 但是几乎所有待评估参数的信息都集中在

这些少量数据中. 例如, 测量小的光束偏转时, 仅

收集 1%的光子就可以获得 99%的 Fisher信息 [2].

而且后选择之后, 会有一个有趣的现象, 此时测得

的“观察量”, 即观察量算符在系统初末态之间的平

均值, 往往是超出特征值范围的复数, 这个复数

被称为弱值, 这种测量过程又被称为弱值放大 [3,4].

到目前为止, 弱值放大技术应用于精密测量领

域的诸多方面. 如利用弱值能远远超出观察量本征

值范围这一特性, 弱值放大能被应用于放大小的物

理量, 如对光束的横向偏移 [5,6]、激光的频率 [7]、角

旋转 [8]、纵向速度 [9]、温度 [10,11] 以及系统和探针之

间耦合参数的测量 [12−17]. 测量这些小的物理量时

人们通常关注于对这些小物理量的放大倍数、灵敏

度、精度和信噪比. 如在文献 [15]中白光也能用于

测量纵向相移, 并且灵敏度是阿秒量级. 在文献 [16]

测量纵向相移过程中, 在系统探针相互作用之前引

入一个预耦合, 会使得测量灵敏度高于文献 [15]所

得灵敏度两个量级. 在文献 [17]中非幺正演化相较
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于幺正演化有更高的参数评估精度和信噪比. 虽然

弱值放大能够放大很多小参数, 但几乎正交的系统

初末态会导致较低的后选择概率, 目前有几种方案

来解决这个问题. 如文献 [18]在 Sagnac干涉仪中

利用弱值放大技术测量光束的横向偏移, 通过在亮

端口放置一个部分反射的功率镜, 可以将亮端口丢

弃的数据反射, 再经过一个空间滤波镜片将光的横

向轮廓刷新后回到弱值放大过程中, 此方案在提高

后选择概率的同时也能提高信噪比, 并且在实验上

实现了功率循环的弱值放大 [19]. 另一种方法是利

用纠缠系统态来提高后选择概率 [20,21].

文献 [20, 21]表明, 增大系统维度能够有效地

增大后选择概率, 本文详细研究了在弱测量中系统

纠缠以及系统探针之间的纠缠对参数评估精度的

影响. 首先把系统初态选择为纠缠态, 探针初态选

择为高斯态, 两者在弱相互作用后对系统进行后选

择, 通过分析系统初态的纠缠度和后选择后耦合参

数总的 Fisher信息来讨论系统纠缠对参数评估的

影响. 其次在弱测量过程中, 系统和探针要进行弱

相互作用, 弱相互作用会使得系统和探针纠缠起

来, 这里把系统选择为单个比特, 进而度量系统与

探针之间的纠缠来分析系统与探针的纠缠对耦合

参数 Fisher信息的影响.

在分析系统纠缠对参数评估精度的影响时, 我

们的研究表明耦合参数的 Fisher信息随着系统纠

缠度的增大而增大. 而在分析系统和探针间的纠缠

对参数评估精度的影响时发现, 随着系统和探针之

间的耦合参数 g 的增大, 系统和探针间的纠缠度越

大, 能获得的耦合参数的 Fisher信息反而越小. 换

句话说 , 系统中的纠缠有助于提高耦合参数的

Fisher信息, 而系统与探针之间的纠缠会抑制耦合

参数 Fisher信息的获得.

本文的结构如下: 第 2节简洁地介绍弱测量的

理论框架; 第 3节讨论在弱测量中系统纠缠对参数

评估精度的影响, 其中 3.1节讨论系统初态为类

GHZ态的纠缠纯态时的情况, 3.2节讨论系统初态

为受退极化噪声影响的纠缠混态时的情况, 3.3节

对直积系统初态和纠缠系统初态做了对比分析;

第 4节讨论系统和探针之间的纠缠对参数评估精

度的影响; 第 5节给出了本文的结论. 

2   弱值放大的理论框架

|Si⟩ ⊗ |T ⟩ |Si⟩
首先简洁地介绍弱值放大基本原理. 如图 1所

示 , 初始态被制备成   ,    是系统初态 ,

|T ⟩ =
∫

T (p) |p⟩ dp

P (p) = |T (p)|2

T (p) = (
√
2πδ)−

1
2 exp

(
− p2

4δ2

)

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint Ĥ0

Ĥint = g(t)Â⊗ p̂ ℏ = 1

Û=exp(−igÂ⊗ p̂) g =

∫
g(t)dt

Â =
∑n

i=1
σ̂i
z σ̂i

z= |0⟩⟨0|−|1⟩⟨1|

 是探针初态, 在动量空间中探

针初始的动量分布可以写成  的形式.

探针初态中的   , 其中

p 和 d 分别是探针的动量及动量的方差. 初始态制

备之后系统和探针会通过弱相互作用耦合起来. 总

的哈密顿量为   , 其中   是系统和

探针的自由哈密顿量,    (  )是

系统探针的相互作用哈密顿量. 在相互作用绘景中

演化算符可写成  (  ),

这里  , 其中    是第 i 个

系统比特观察量算符. 因此系统和探针弱耦合之后

的联合态可以写成: 

|Ψ⟩ = Û(|Si⟩ ⊗ |T ⟩). (1)

|Sf⟩ Π̂f = |Sf⟩ ⟨Sf|
对相互作用后的系统进行后选择, 后选择到态

 . 根据测量理论, 把投影算子  作用

到 (1)式可以得到归一化的探针末态 

|T ⟩f =
1√
Pd

⟨Sf| Û (|Si⟩ ⊗ |T ⟩) , (2)

Pd =
⟨
Ψ |Π̂f|Ψ

⟩
|Sf⟩其中   是成功投影到后选择态   的

概率. 对后选择之后的探针态在动量空间进行测量

可以得到以下形式: 

Tf(p) =
1√
Pd

⟨p|⟨Sf| exp(−igÂ⊗ p̂)(|Si⟩ ⊗ |T ⟩). (3)

g |Aw| δ ≪ 1在弱相互作用条件  下, (3)式可以重新

写成: 

Tf(p) ≈ 1√
Pd

⟨Sf|Si⟩ exp (−igAwp)T (p), (4)

Aw = ⟨Sf| Â |Si⟩/⟨Sf|Si⟩ Â其中  是算符  的弱值. 当预

 

U

… …

……

|i>

|> |f>

|f>


|Si⟩ |T ⟩ Û

|Sf⟩ |Tf⟩

图  1    n 量子比特系统弱测量的原理图 . 系统初始态为

 , 探针初始态为   . 系统和探针之间的演化算符为   .

演化后对系统做   的后选择. 探针末态为  

|Si⟩
|T ⟩

Û

|Sf⟩
|Tf⟩

Fig. 1. Schematic diagram of the weak measurement of the

n qubit system. The initial state of the system is    , and

the initial state of the pointer is   . The evolution operator

is     between the system and the pointer. After the evolu-

tion,  the  system is  selected to    .  The final  state  of  the

pointer is   .
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选择态和后选择态几乎正交时, 弱值会很大, 但随

之而来的是较低的后选择概率. 

3   在弱测量中系统纠缠对参数评估的
影响

下面分两部分研究系统纠缠对参数评估的影

响, 3.1节研究系统初态为类 GHZ态的纠缠纯态

时对参数评估的影响, 3.2节研究系统初态为受退

极化噪声影响的纠缠混态时对参数评估的影响,

3.3节对比分析直积系统初态与最大纠缠系统初态

对耦合参数 Fisher信息的影响. 

3.1    系统初态为纠缠纯态

|Si⟩= cos θ|0⟩⊗n
+ sinθ|1⟩⊗n

|T ⟩ =
∫

T (p) |p⟩ dp

Û = exp(−igÂ⊗ p̂)

首先讨论系统初态为类 GHZ态的纠缠纯态的

情况, 设定系统初态为 n 体的类 GHZ态的纠缠纯

态   , 探针为动量空间的

高斯态   , 两者通过弱相互作用

 耦合起来. 耦合后的联合态可

以写成以下形式: 

|Φ⟩=
∫ (

cos θe−ingp|0⟩⊗n
+sinθeingp|1⟩⊗n)

T (p)|p⟩dp.

(5)

|Sf⟩ = cosφ|0⟩⊗n−

sinφe−iε |1⟩⊗n |Sf⟩
接着对系统进行后选择  

   . 成功后选择到态  的概率为
 

Pd=
1

2

(
1+cos 2θ cos 2φ−e−2g2n2δ2 sin 2θ sin 2φ cos ε

)
.

(6)

后选择之后的探针末态可以写成: 

Tf(p) =
1√
Pd

⟨p|⟨Sf|Û(|Si⟩ |T ⟩) =

1√
Pd

[
cos θ cosφe−ingp− sin θ sinφei(ngp+ε)

]
T (p).

(7)

接着对后选择之后的探针在动量空间探测, 在探测

器上能得到归一化的分布为 

P (g, p) =
1

2Pd

[
1 + cos 2θ cos 2φ

− cos (2gnp+ ε) sin 2θ sin 2φ
]
P (p). (8)

∆g ⩾ 1/
√
NFtot

Ftot

信息论中对 g 的最优估计由CR边界 (Cramer-

Rao bound)  给出 , 这里 N 是独立

实验的次数,    是总的 Fisher信息. 总的 Fisher

信息包含两部分 [22], 其中一部分为后选择概率中

FPd=
1

Pd

(
∂Pd

∂g

)2

P (g, p)

g 的 Fisher信息   , 另一部分是动

量分布  中 g 的 Fisher信息 

F1 = Pd

∫
1

P (g, p)

(
∂P (g, p)

∂g

)2

dp.

Ftot Pd

Ftot

由 (6)式和 (8)式可知, 后选择概率以及后选择后

探针分布中均含有 g 的 Fisher信息, 因此可以求

得总的 Fisher信息  . 这里分析后选择概率  和

总的 Fisher信息  随 q 和 j 的变化情况.

θ + φ =

π/2
θ = φ = 0 θ = φ = π/2

|0⟩⊗n |1⟩⊗n

θ+ φ = π/2
θ = φ = 0

θ = φ = π/2

从图 2(a)可以得知 , 后选择概率在  

 附近时, 预选择态和后选择态几乎正交, 此时

的后选择概率最小; 在  或    时,

系统初末态均为  或  , 此时的后选择概率

最大. 而从图 2(b)可以看出, 在     时, 能

获得参数 g 的 Fisher信息最大 ; 在   或

 时几乎不能得到任何信息. 从以上结

果可以得知弱测量以牺牲后选择概率为代价来获

得更多参数 g 的 Fisher信息.

φ = π/2−

θ |S′
f⟩ = sin θ|0⟩⊗n−

cos θe−iε|1⟩⊗n

为了对参数 g 进行最优评估, 选取  

 进行分析 , 此时系统末态为  

 , (6)式和 (8)式改写成以下形式:
 

 

0.50
(a)

0.25

p

p

0
0 0.25 0.50

0

0.2

0.4

0.6

0.8


d

1.0

0.50
(b)

0.25

p

p

0
0 0.25 0.50

0

0.5

1.0

1.5

2.0


to

t/
1
0

1
0

2.5

Pd

Ftot

θ + φ = π/2 n = 2 δ = 4× 104 m−1 ε =

0.01 g = 0.88 μm

图  2    (a)后选择概率   随 q 和 j 的变化趋势 ; (b)总的

Fisher信息   随 q 和 j 的变化趋势 . 图中红色的线表示

 . 参数选取为   ,    ,   

 ,  

Pd

Ftot

θ + φ = π/2
n = 2 δ = 4× 104 m−1 ε = 0.01 g = 0.88 μm

Fig. 2. (a) Post-selection probability     as  a function of q
and j;  (b) total Fisher information     as a function of q
and j. The red line represent    . Parameters se-

lection:   ,   ,     ,   . 
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Pd =
1

2
sin2(2θ)(1− e−2g2n2δ2 cos ε),

P (g, p) =
sin2(2θ)

Pd
sin2

(
ngp+

ε

2

)
P (p). (9)

ngδ cot ε ≪ 1

P (g, p)

在弱相互作用条件  下, 又可以把 (9)式

中的  重写成以下形式: 

P (g, p) ≈ sin2(2θ)
Pd

sin2
ε

2
P
(
p− 2ngδ2 cot

ε

2

)
. (10)

P (p) p̄ = 0

∆p̄ = 2gδ2 |Aw|
Aw = in cot (ε/2) P (g, p)

⟨p⟩

初始探针分布   中 p 的平均值   . 由

(10)式可以得到平均值偏移量   , 与

弱值   的虚部成正比 . 测量  

下 p 的平均值  可以用来估计 g, 而参数的估计精

度可以用 Fisher信息来衡量. 通过 (9)式可以求得

后选择概率和探针末态中的 Fisher信息分别为 

FPd =
8sin2(2θ)n4g2δ4cos2ε

e4n2g2δ2 − e2n2g2δ2 cos ε
,

F1 = 2sin2(2θ)n2δ2

×
[
1+

(
e−2n2g2δ2 − 4n2g2δ2

e2n2g2δ2 − cos ε

)
cos ε

]
, (11)

参数 g 总的 Fisher信息为 

Ftot=2sin2(2θ)n2δ2[1 + e−2n2g2δ2(1− 4n2g2δ2) cos ε].
(12)

由 CR边界可知, Fisher信息越大, 理论上能

获得 g 的精度越高. 为了研究系统初态的纠缠度对

参数评估精度的影响, 首先需要度量系统初态的

纠缠度. 这里运用对数负纠缠来度量系统初态的

纠缠度 [23]: 

E(p)
s = log2(1 + sin 2θ), (13)

其中下标“s”表示系统, 上标“p”表示纯态. 这里需

要强调的是系统末态也具有相同的纠缠度. 接下来

分析系统初态的纠缠度随参数 q 的变化, 如图 (3)

所示.

θ = π/4

|Sm
i ⟩ = (|0⟩⊗n

+|1⟩⊗n
)/
√
2

从图 3可以看出, 系统初态的纠缠度随 q 角先

增大后减小, 当参数   时系统初态的纠缠度

最大, 此时系统的初态  为

最大纠缠态.

n = 2 E
(p)
s

为了进一步分析后选择概率和耦合参数 g 的

Fisher信息与系统初态纠缠度的关系 , 绘制了

 时后选择概率和 Fisher信息随纠缠度  的

变化曲线.

从图 4可看出, 后选择概率和参数 g 的 Fisher

信息随系统初末态纠缠度的增大而增大. 当系统初

|S0⟩ = |0⟩⊗n

|S1⟩ = |1⟩⊗n

|Sm
i ⟩ =

(|0⟩⊗n
+|1⟩⊗n

)/
√
2 |Sm

f ⟩ = (|0⟩⊗n−

e−iε|1⟩⊗n
)/
√
2

态纠缠度为零时, 系统的初态为直积态 

或   , 此时得不到参数 g 的 Fisher信

息. 然而当系统的纠缠度最大时, 系统初态 

 和 系 统 的 末 态  

 均为最大纠缠态, 此时的 Fisher信

息和后选择概率均达到最大, 即在弱测量中, 增大

系统内的纠缠度对参数 g 的评估精度有很好的

增益.

|Sm
f ⟩

从以上的分析可知, 系统初末态均为最大纠缠

态时后选择概率和 Fisher信息均达到最大. 然而

在实验上制备最大纠缠态时难免会受到噪声的干

扰, 因此接下来选定系统末态为  来讨论系统初

态为纠缠混态时, 系统初态的纠缠度对参数评估的

影响.
 

 

0 0.1 0.2 0.3

/p


s(p
)

0.4 0.5
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0.6

0.8

1.0

E
(p)
s

θ = {0, π/2}
图 3    类 GHZ态的纠缠纯态的纠缠度   随参数 q 的变

化曲线, 绘制了   的范围

E
(p)
s

θ

θ = {0, π/2}

Fig. 3. Entanglement      of  the  entangled  pure  states  of

GHZ-like states as a function of the parameter    . we have

plotted the range of   .
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δ = 4× 104 m−1 ε = 0.01 g =

0.88 μm n = 2

图  4    蓝色曲线表示后选择概率随纠缠度   的变化曲

线 , 橙色曲线表示耦合参数 g 的 Fisher信息随纠缠度  

的变化曲线 . 参数选取 :    ,    ,   

 ,   .

E
(p)
s

E
(p)
s

δ = 4× 104 m−1 ε = 0.01 g = 0.88 μm n = 2

Fig. 4. Blue  curve  represents  the  post-selection  probability

as  a  function  of  entanglement    ,  and the  orange  curve

represents the Fisher information of  the coupling paramet-

er g  as  a  function  of  entanglement    . Parameter   selec-

tion:   ,   ,   ,   . 
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3.2    系统初态为纠缠混态

ρ̂n
pre =

Q

2n
Î + (1−Q) |Sm

i ⟩ ⟨Sm
i |

σ̂ = |T ⟩ ⟨T |

在制备最大纠缠的系统初态时, 会受到噪声的

影响, 这里仅考虑退极化噪声的影响. 此时的系统

初态为混合态  , 这里

的 Q 是纯度参数. 同时把探针初态写成密度矩阵

的形式  , 因此总的初态为 

ρ̂n
pre ⊗ σ̂=

[
Q

2n
Î+(1−Q)|Sm

i ⟩⟨Sm
i |
]
⊗ |T ⟩⟨T |. (14)

系统和探针经过弱相互作用后的态可以写成以下

形式 

ρ̂n
U = Û(ρ̂pre ⊗ σ̂)Û+ =

Û

{[
Q

2n
Î+(1−Q)|Sm

i ⟩⟨Sm
i |
]
⊗|T ⟩⟨T |

}
Û+. (15)

|Sm
f ⟩ =

1√
2

(
|0⟩⊗n−

e−iε|1⟩⊗n)对演化后的系统做后选择  

 , 成功后选择的概率为
 

Pd = tr(Π̂+
f Π̂fρ̂

n
U )

= (1−Q)
(
1− e−2g2n2δ2 cos ε

)
+ 2−nQ. (16)

后选择之后, 对探针末态测量可以得到一个在动量

空间的概率分布: 

P (g, p)=
1

Pd

[
Q

2n
+2(1−Q) sin2

(
ngp+

ε

2

)]
P (p).

(17)

ρ̂n
pre

根据 (16)式和 (17)式能够得到总的 Fisher信息.

而对于系统初态为纠缠混态  的情况, 同样使用

对数负纠缠来度量其纠缠度 [23], 得到的纠缠度为 

E(m)
s = log2

(
2− 2n−1 + 1

2n−1
Q

)
, (18)

n = 2

其中下标“s”表示系统, 上标“m”表示混态. 图 5给

出了   时系统初态的纠缠度随纯度参数 Q 的

变化曲线.

Q ⩽ 2/3 Q > 2/3

图 5表明纠缠度随着纯度参数的增大而减小,

当   时, 系统初态是纠缠态, 当   , 系

统初态已不再纠缠.

n = 2, 4, 6

接下来分析系统初态的纠缠度对参数评估精

度的影响, 并画了   时后选择概率以及

Fisher信息随系统初态纠缠度的变化曲线.

从图 6可以看出, 当系统初态为受退极化噪声

影响的纠缠混态时, 参数的 Fisher信息随初态纠

缠度的增大而增大. 当初态的纠缠度达到 1时, 参

数 g 的 Fisher信息能够达到最大. 而且可以看出

n = 2 n = 4 E
(m)
s

n = 6

系统中纠缠的比特数越大, 参数 g 的 Fisher信息越

大. 后选择概率在  和  时随着纠缠度 

的增大而减小, 而在  时反而随着纠缠度的增
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s(m
)

n = 2 E
(m)
s图 5      时, 系统初态的纠缠度   随纯度参数 Q 的

变化曲线

E
(m)
s

n = 2

Fig. 5. Entanglement      of the  initial  state  of  the   sys-

tem as a function of the purity parameter Q. Parameter se-

lection:   . 
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图 6    蓝色曲线表示后选择概率随纠缠度   的变化曲

线, 橙色曲线表示参数 g 的 Fisher信息随纠缠度   的变

化曲线. 参数选取:   ,   ,  

E
(m)
s

E
(m)
s

δ = 4× 104 m−1 ε = 0.01 g = 0.88 μm

Fig. 6. Blue  curve  represents  the  post-selection  probability

as a function of entanglement    ,  and the orange curve

represents  the  Fisher  information  of  the  parameter  g  as  a

function  of  entanglement    .  Parameter  selection:

 ,   ,   . 
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大而增大, 这是由于当比特数小时, 后选择的概率

主要是由极化噪声导致的, 而纠缠度与纯度参数

Q 是呈负相关的, 因而后选择概率随着纠缠度的增

大而减小. 随着比特数的增大, 系统比特对后选择

概率的影响要比极化噪声的大, 因而后选择概率随

着纠缠度的增大而增大.
 

3.3    系统初态为直积态与最大纠缠态对参数
评估影响的比较

|Sm
i ⟩ = (|0⟩⊗n

+|1⟩⊗n
)/
√
2

∣∣S(P)
i

⟩
=

|si⟩⊗n |si⟩ = (|0⟩+ |1⟩)/
√
2

|Sm
f ⟩ = (|0⟩⊗n−

e−iε|1⟩⊗n
)/
√
2

本节对最大纠缠初态方案和直积初态方案

在参数评估方面做了对比分析, 这里最大纠缠态

选为  , 直积态选为 

 , 这里的   . 为了突出纠缠

系统初态的优势, 在系统和指针演化之后, 对系统

做后选择 , 后选择到同一个态  

 上. 两种方案的后选择概率和后选

择后指针分布总结如表 1所列.

n ⩾ 2当  时, 纠缠系统初态方案的后选择概率

要大于直积系统初态方案. 但后选择后指针具有相

n = 2

同的分布形式. 与此同时我们又比较了两种方案在

 时的 Fisher信息.

从图 7可以看出, 当系统初态为最大纠缠态时

参数 g 的 Fisher信息要大于系统初态为直积态时

参数 g 的 Fisher信息. 综上可以得出结论, 在参数

评估精度及后选择概率方面纠缠系统初态的方案

要优于直积系统初态方案. 

4   量子弱测量中系统和探针之间的
纠缠对参数评估的影响

|si⟩ = (|0⟩+ |1⟩)/
√
2

σ̂ = |T ⟩ ⟨T |
Û

弱测量中弱相互作用会使得系统和探针纠缠

起来, 但不同的相互作用强度会导致系统和探针之

间的纠缠度不同, 进而导致加载到探针上关于参

数 g 的 Fisher信息也会有所不同. 因此本节研究

系统和探针之间的纠缠对耦合参数 g 评估精度的

影响 . 首先把系统初态选为   ,

探针初态选为  . 系统和探针的联合态经

过弱相互作用  可以写成以下形式: 

ρ̂U = Û(|si⟩ ⟨si| ⊗ σ̂)Û+

=
1

2

∫∫
T (p)T (p′)

(
â+ b̂+ ĉ+ d̂

)
dpdp′, (19)

â, b̂, ĉ, d̂  分别为 

â = e−ign(p−p′) |a1⟩ ⟨a1| ⊗ |p⟩ ⟨p′| ,

b̂ = e−ign(p+p′) |a1⟩ ⟨a2| ⊗ |p⟩ ⟨p′| ,

ĉ = eign(p+p′) |a2⟩ ⟨a1| ⊗ |p⟩ ⟨p′| ,

d̂ = eign(p−p′) |a2⟩ ⟨a2| ⊗ |p⟩ ⟨p′| , (20)

|a1⟩ = |0⟩ |a2⟩ = |1⟩ σ̂z

|sf⟩=
1√
2

(
|0⟩ − e−iε |1⟩

)这里的   和   是   的本征基矢. 且

后选择到  后的概率分布为
 

P (g, p) =
1

Pd
sin

(
gp+

ε

2

)
P (p), (21)

Pd=
1

2
(1− e−2g2δ2 cos ε)这里的  为后选择概率. 通过

后选择概率及后选择后探针的概率分布可以求得

总的 Fisher信息为 

表 1    两种方案后选择概率和后选择后指针分布的比较
Table 1.    Comparison of the post-selection probability and the post-selection pointer distribution of the two schemes.

系统初态 后选择概率 后选择后指针分布

∣∣Sm
i
⟩

 Pd =
1

2

(
1− e−2g2n2δ2 cos ε

)
 

1

Pd
sin2

(
ngp+

ε

2

)
P (p) 

∣∣∣S(P)
i

⟩
 Pd

′ = 2−n
(
1− e−2g2n2δ2 cos ε

)
 

1

2n−1Pd
′ sin

2
(
ngp+

ε

2

)
P (p) 
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图 7    浅蓝色曲线表示初态为纠缠态时参数 g 的 Fisher信

息随耦合参数 g 的变化曲线 , 深蓝色曲线表示初态为直积

态时参数 g 的 Fisher信息随耦合参数 g 的变化曲线 . 参数

选取:   ,   ,  

n = 2 δ = 4× 104 m−1 ε =

0.01

Fig. 7. Light blue curve represents Fisher information of the

parameter g as a function of the coupling parameter g when

the  initial  state  is  entangled,  and  dark  blue  curve  repre-

sents Fisher information of the parameter g as a function of

the  coupling  parameter g when the  initial  state  is  product

state.  Parameter  selection:    ,    ,   

 . 
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Ftot = 2δ2[1 + e−2g2δ2(1− 4g2δ2) cos ε]. (22)

Est

Est

这里仍然使用对数负纠缠来度量系统和探针之间

的纠缠度, 并画了系统探针间的纠缠度  随参数

g 的变化曲线以及参数 g 的 Fisher信息随  的变

化曲线, 如图 8所示.

Est

Est

从图 8(a)可以看出, 纠缠度  随着耦合参数

g 的增大而增大, 也就是说系统和探针的耦合越强,

系统和探针之间的纠缠度越大. 而从图 8(b)可以看

出, 参数总的 Fisher信息随纠缠度  的增大先减

小后增大, 下降部分在弱相互作用域, 上升部分为

强相互作用域. 而且在弱测量过程中, 系统和探针

之间的耦合很弱, 由图 8(a)可知此时系统和探针

之间的纠缠也很弱. 由下降的这一段可以看出, 随

着系统与探针间纠缠度的增大, 参数 g 的 Fisher

信息反而减小, 即系统与探针之间的纠缠对参数评

估精度是具有抑制作用的. 虽然文献 [16]通过系统

和探针预耦合可以提高灵敏度, 但是系统和探针之

间的预耦合会使得系统和探针先纠缠起来, 然后再

经过弱相互作用, 这样会使得系统和探针之间的纠

缠更大, 能够获得参数 g 的 Fisher信息会更小, 不

利于提高参数的评估精度. 

5   结　论

本文在弱值放大过程利用 Fisher信息研究了

系统中的纠缠以及系统与探针间的纠缠对耦合参

数评估精度的影响. 在研究系统的纠缠对耦合参数

评估的影响时, 把系统的初态分为类 GHZ态的纠

缠纯态和受退极化噪声影响的纠缠混态两种情况.

结果表明, 耦合参量的 Fisher信息随着系统初态

纠缠度的增大而增大; 当系统初末态处于最大纠缠

态时, 后选择概率和耦合参数的 Fisher信息能够

达到最大. 此结果说明, 系统中的纠缠有助于提高

耦合参数评估的精度. 在研究系统和探针的纠缠时

却发现, 随着系统与探针之间的纠缠度的增大, 耦

合参数评估的 Fisher信息反而减小. 结合文献 [16]

中关于系统与探针间的预纠缠有助于提高参数评

估的灵敏度, 得到如下结论: 虽然系统与探针间的

纠缠能够增大探针偏移量提高耦合参数评估的灵

敏度, 但系统与探针间的纠缠不利于提高耦合参数

的评估精度. 本文研究选取的参数均在合理的范围

内 [24], 可以应用于光学系统, 分别用动量空间的高斯

态和路径自由度作为探针和系统, 路径自由度可以

把系统初末态编码为最大纠缠态 [21]. 最后我们希

望系统纠缠的弱测量方案能在离子阱中有所应用.
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Abstract

An appropriate weak value can be used to amplify weak physical parameters and improve the precision of

parameter  estimation  in  the  process  of  quantum weak  measurement.  The  increase  of  the  precision  of  such  a

parameter estimation may originate from the entanglement in the system. This paper uses Fisher information to

study  the  influence  of  the  entanglement  in  the  system  and  the  entanglement  between  the  system  and  the

pointer  on  the  estimation  precision  of  the  coupling  parameters  between  the  system  and  the  pointer  in  the

process  of  weak  measurement.  The  entanglement  of  the  entangled  pure  state  of  the  GHZ-like  state  and  the

entangled mixed state affected by the depolarization noise and the influence of the entanglement between the

system and the pointer on the parameter estimation are analyzed. The results show that the Fisher information

quantity increases with the increase of the initial state entanglement degree of the system when the initial state

of the system is an entangled pure state or an entangled mixed state affected by depolarization noise, and both

the Fisher information quantity and the post-selection probability reach their maximum values when the initial

and final state of the system are both the maximum entangled states; but the weaker the entanglement between

the  system  and  the  pointer,  the  more  the  Fisher  information  obtained  in  the  measurement  will  be  and  the

higher the accuracy of parameter estimation. These research results show that the entanglement in the system

will improve the precision of parameter estimation, while the entanglement between the system and the pointer

will reduce the precision of parameter estimation.
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