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四稳系统的双重随机共振特性*

俞莹丹    林敏†    黄咏梅    徐明

(中国计量大学计量测试工程学院, 杭州　310018)

(2020 年 8 月 16日收到; 2020 年 9 月 17日收到修改稿)

提出了一类 8次势函数并讨论了其分岔特性, 得到由左、右 2个小尺度双稳势和中间势垒构成的对称四

稳系统. 建立了在周期力和随机力共同作用下四稳系统输出响应的近似解析表达式, 并从能量角度引入功这

一过程量来刻画大、小不同尺度双稳势之间的作功能力, 发现四稳势中存在着双重随机共振现象. 理论分析

与数值仿真结果表明, 当中间势垒高度大于左右 2个小尺度双稳势的势垒高度时, 四稳系统的响应随着噪声

强度的变化由束缚在小尺度双稳系统中做小幅振动转变为跨越中间势垒的大幅振动, 功随噪声强度的变化

出现了双峰曲线, 存在着双重随机共振, 且小尺度随机共振能增强大尺度随机共振的效应.

关键词：四稳系统, 随机能量共振, 双重随机共振, 功
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1   引　言

随机共振 (stochastic resonance, SR)是 1981

年由 Benzi等 [1] 在研究周期性回归冰川期问题时

提出的. 经过 30多年的深入研究, SR的内涵 [2−5]

不断扩展, SR的应用领域 [6−10] 也不断拓宽. SR将

单一频率的有序周期运动与噪声的极度无序运动

联系在一起, 展示了周期性和随机性之间的合作效

应实际上是可能的, 表明噪声可以提高系统响应中

的周期性程度, 并在一定的条件下增大了响应的

幅度.

双稳系统 [11−14] 是研究 SR的经典模型, 人们

相继研究了耦合双稳 [15]、分段线性双稳 [16]、指数型

双稳 [17] 等双稳类系统, 分别采用将两个双稳系统

通过非线性方式耦合为一个多稳态系统, 将经典双

稳势函数的内外侧改为一次的线性形式和将二次

项和指数项结合构成指数型双稳系统的方式来改

变经典双稳系统的结构, 丰富其动力学特性的同时

也提升了双稳 SR的性能. 近年来, 人们又相继研

究了对称三势阱 [18−21]、非对称三势阱 [22]、复合三

稳 [23] 等三稳类系统, 这些研究表明在由三个势阱

和两个势垒构成的三稳系统中, 粒子每周期来回运

动跃迁次数增加, 噪声与非线性的作用也加强了,

这有助于提高噪声利用率; 且由高斯势模型与混合

双稳模型结合构成的复合三稳系统因保留了高斯

势模型和能独立调整中间势阱的形态, 其性能优

于三稳系统. 因此, 非线性势函数结构对 SR效应

具有重要影响, 而增加稳态个数是改变结构的方法

之一.

1997年, Vilar和 Rubi[24] 提出一类复合系统

模型, 并发现此类系统的输出信噪比可在不同的噪

声值处呈现出多个极大值, 从而产生多重 SR现象,

这引起了学者们的广泛关注. 此后, 研究人员相继

在余弦信号和高斯噪声驱动下的双稳系统 [25]、余

弦信号和色噪声驱动下的双稳系统 [26] 及周期矩形

信号和色噪声共同作用下的时滞非对称双稳系统 [27]

中都发现了多重 SR现象. 然而, 这些研究侧重于
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 11872061)资助的课题.

†  通信作者. E-mail: linm@cjlu.edu.cn

© 2021 中国物理学会  Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 4 (2021)    040501

040501-1

http://doi.org/10.7498/aps.70.20201346
mailto:linm@cjlu.edu.cn
mailto:linm@cjlu.edu.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


分析系统的特征参量 (如噪声强度、噪声关联时间

和关联强度等)对 SR的影响, 并未对多个共振峰

之间的关系展开研究, 也未涉及 SR效应的增强与

控制.

动力学系统的共振是由作用到系统的外力激

发的, 不同类型的外力导致各自独特的共振状态,

而共振效应的强弱可用振动幅度的大小或具有的

作功能力来度量. 噪声与非线性的作用主要体现在

势垒的跃迁上, 从双稳到三稳既增加了稳态的个数

也增加了可跃迁的势垒个数, 用作功 [28,29] 这一过

程量更能细致刻画 SR过程中的能量变化. 如何提

高非线性振动系统的响应能力, 将噪声作为一种重

要的动力学因素, 增强噪声与非线性相互作用产生

的 SR效应是近年来人们关注的研究热点.

鉴于目前的研究都是围绕双稳系统和三稳系

统展开且发现三稳系统的性能优于双稳系统, 本文

研究了四稳系统的 SR现象. 提出一类 8次势函数

并讨论了其分岔特性, 得到由左、右 2个小尺度双

稳势和中间势垒构成的对称四稳系统. 根据绝热近

似理论 [30], 推导了四稳系统在周期力和噪声力协

同作用下的输出响应的近似解析表达式, 并引入功

作为 SR度量指标, 讨论了噪声强度对输出响应和

周期力对系统作功的影响, 发现功随噪声强度的变

化可以呈现双重 SR, 进而从能量的角度, 讨论了

噪声诱导的四稳系统双重 SR机理. 

2   四稳势函数及随机能量共振
 

2.1    四稳势函数及其动力学特性

V (x)

s(t) Γ (t) V ′(x)

单位质量的布朗粒子束缚在势场   中, 受

到周期力   、热随机力   和势场力   的共

同作用, 其动力学方程为  {
ẍ+ Υ ẋ = −V ′ (x) + s (t) + Γ (t)

⟨Γ (t)⟩ = 0, ⟨Γ (t) , Γ (0)⟩ = 2Dδ (t) ,
(1)

Γ (t) D

s (t) = Asin (2πft) A f

Υ

Υ = 1 V (x)

其中,    为强度为   、均值为 0的高斯白噪声,

 表示幅值为   、频率为   的周期

驱动力,   是单位质量的阻尼系数, 选取合适的单

位  ,   为非线性势函数, 且 

V (x) =
1

8
x8 −

(
a2 + b2 + c2

)
6

x6

+

(
a2b2 + b2c2 + a2c2

)
4

x4 − a2b2c2

2
x2, (2)

a b c V (x)式中 ,    、   、   为势函数参数 , 对   求一阶导

数, 得 

V ′ (x) = x (x− a) (x+ a) (x− b)

× (x+ b) (x− c) (x+ c) , (3)

k (0 < k < 6)

a b c k

为便于分析, 引入参数   , 将 3个

参数 (  、  、  )减少到 1个参数  , 设  

a =

√
−k (k − 2)

2

b =

√
−k (k − 4)

2

c =

√
−k (k − 6)

2
,

(4)

将其代入 (2)式, 得 

V (x, k) =
k3 (k − 2) (k − 4) (k − 6)

128
x2

+
k2
(
3k2 − 24k + 44

)
64

x4 +
k (k − 4)

8
x6 +

1

8
x8,

(5)

∂V (x)/∂x = 0解方程  , 得势函数的不动点为 

x0 = 0, (6a)
 

x1 = −x3 = c =
1

2

√
−k (k − 6), (6b)

 

x2 = −x4 = b =
1

2

√
−k (k − 4), (6c)

 

x5 = −x6 = a =
1

2

√
−k (k − 2). (6d)

k

0 < k < 2

x0

k k = 2

x5 x6

x0 k

k = 4 x2

x4 x0

图 1给出了 (5)式的分岔图, 表明了不动点对

参数  的依赖性, 实线表示稳定不动点, 虚线表示

不稳定不动点. 从图 1可以看出, 当   时,

有 3个不稳定不动点和 4个稳定不动点, 原点  

是不稳定不动点. 增大参数  , 在  处发生了第

一次分岔, 在分岔后, 稳定不动点  、  对称成对

地消失, 原点   变得稳定. 随着参数   继续变大,

在   处发生了第二次分岔, 不稳定不动点   、

 消失, 原点  的稳定性再次改变, 变得不稳定.

k

V (x, k) k

k

随着参数  的变化, 系统不动点的个数及稳定

性随之而变,    的结构类型与参数   的关系

总结于表 1中. 通过调节参数  , 可以实现非线性

系统在双稳系统、三稳系统、四稳系统之间切换.

0 < k < 2 V (x, k)

x1,3,5,6

x0,2,4

当   时,    为非线性四稳态势函

数, 如图 2所示, 势场存在 4个稳定不动点 (  )

和 3个不稳定不动点 (  ), 形成被左 (L)、中

(M)、右 (R)三个势垒分隔开的四稳势场结构 ,
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x3,6 x1,5

k

其中稳态   (稳态   )和左 (右)边势垒构成小

尺度的双稳系统. 左 (L)、中 (M)、右 (R)三个势垒

高度都是  的函数
  

∆VL = ∆VR =
k4

128
,

∆VM =
k4
(
12− 8k + k2

)2
2048

,

(7)

k∈(0, 2) d(∆VL)/dk=d(∆VR)/dk >

0 ∆VL ∆VR ∆VM(
0, 3−

√
3
)

(3−
√
3, 2) 0 < k < 2

(
2−

√
2
)

∆VM

∆VL ∆VR ∆VM > ∆VL = ∆VR

k = 2
(
2−

√
2
)

∆VM = ∆VL = ∆VR

在   区间内,   

 ,    、   是单调递增的; 而   的变化并非

单调, 在区间   上单调递增, 在区间  

 上单调递减. 当  时,   、

 、  均单调递增且  , 即中

间的势垒高度大于左、右两边的势垒高度 . 当

 时 ,    , 四势阱等

2
(
2−

√
2
)
< k < 2 ∆VL = ∆VR > ∆VM

k

深 . 当   时 ,    ,

中间势垒高度小于左、右两边的势垒高度. 势垒高

度随参数  的变化如图 3所示.
 
 

0 0.5 1.0 1.5 2.0

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05



D


DL

DM

∆V k

∆VL ∆VM

图  3    势垒高度   随参数   的变化 (实线 : 左势垒高度

 ; 虚线: 中间势垒高度   )

∆V k

∆VL

∆VM

Fig. 3. The relational curve of     vs    (solid line: height

of the left barrier  ; dotted line: height of the intermedi-

ate barrier  ).
 

0 < k < 2
(
2−

√
2
)

当  时, 四稳系统中间势垒高

度大于两边势垒高度, 粒子跃过中间势垒需要的能

量要大于跃过两边势垒需要的能量. 此时, 四稳系

统可视为在经典双稳系统的左势阱和右势阱上各

嵌套了一个势垒高度和势阱宽度更小的双稳系统,

因此系统存在着大、小尺度不同的双稳子系统. 

2.2    四稳系统的动态响应

x1 x3 x5 x6

t xi (i = 1, 3, 5, 6) xj(j =

1, 3, 5, 6) Yij (i ̸= j) xi

pi pi

四稳系统存在着 4个稳态  、  、  和  , 定

义   时刻粒子从稳态   跃迁到  

 的概率为  , 粒子处于稳态  的概

率为  , 关于  的主方程  

dp3
dt

= p6Y63 − p3Y36,

dp6
dt

= p3Y36 + p5Y56 − p6Y63 − p6Y65,

dp5
dt

= p1Y15 + p6Y65 − p5Y56 − p5Y51,

dp1
dt

= p5Y51 − p1Y15,

(8)

其中  

Y51 = r51e
(x2−x5)s(t)

D ,

Y63 = r63e
−(x2−x5)s(t)

D ,

Y15 = r1e
(x2−x1)s(t)

D ,

Y36 = r3e
−(x2−x1)s(t)

D ,

Y56 = r56e
−x5s(t)

D ,

Y65 = r65e
x5s(t)

D ,

(9)
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图 1    非线性系统 (5)的分岔图

Fig. 1. The bifurcation  diagram  corresponding  to  the   sys-

tem(5). 

 

k表 1    系统结构与参数  的关系

k

Table 1.    The relationship between potential  struc-

ture form and parameter   .

系统结构 0 < k < 2 2 < k < 4 4 < k < 6 

稳定不动点个数 4 3 2

V (x, k)  的结构类型 四稳系统 三稳系统 双稳系统
 

0

4 2

15

6

3

D

R

D

M

D

L







图 2    四稳势函数曲线

Fig. 2. The potential function curve of the quad-stable sys-

tem. 
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

r1=r3=

√
|V ′′ (x2)V ′′ (x1)|

2π
×e

−(V (x2)−V (x1))
D ,

r51=r63=

√
|V ′′ (x2)V ′′ (x5)|

2π
×e

−(V (x2)−V (x5))
D ,

r56=r65=

√
|V ′′ (x0)V ′′ (x5)|

2π
×e

−(V (x0)−V (x5))
D ,

(10)

A = 0当周期力幅值  , 只有随机力作用时, (8)式的

解如下  
p05 = p06 =

r3
2r63 + 2r3

,

p01 = p03 =
r63

2r63 + 2r3
,

(11)

A ̸= 0 D ̸= 0

pi (0) = p0i

当周期力和随机力共同作用 (  且   )时,

设  , 将主方程涉及的跃迁概率按泰勒级

数展开到一次项, 代入主方程, 解得 

  

p1 = p01 +
r51 (x2 − x5)

4r1

(
4M9

x2 − x1
+ 4 (M10 +M11) +M12

)
,

p3 = p03 −
r51 (x2 − x5)

4r1

(
4M9

x2 − x1
+ 4 (M10 +M11) +M12

)
,

p5 = p05 +M7

(
−1

4
+ p05 −M5

)
−M9 + (x1 − x2) (M10 +M11) ,

p6 = p06 −M7

(
−1

4
+ p05 −M5

)
+M9 − (x1 − x2) (M10 +M11) ,

(12a)

其中 

M1 = 2πf (x2 − x1) , (12b)
 

M2 = 2r56 (x1 − x2) + r51 (x1 − x5) , (12c)
 

M3 = 2πf (r1 (x1 − x2) + r51 (x5 − x2)) , (12d)
 

M4 = 2r1r56 (x1 − x2) , (12e)
 

M5 =
2p05Aπf(x1 − x2)

2
(2r56x5 + r51 (x5 − x1))

D (M2
1 +M2

2 )
,

(12f)
 

M6 = Ap05 (r51x1 − (r51 + 2r56)x5) , (12g)
 

M7 = e
(2r56(x2−x1)+r51(x5−x1))t

x1−x2 , (12h)
 

M8 = e
2r1r56(x2−x1)t

r1(x1−x2)+r51(x5−x2) , (12i)
 

M9 = M8

(
p05 −

1

4
− AM3M4x5p

0
5

D (M2
3 +M2

4 )

)
, (12j)

 

M10 =
M6 (M1 cos (2πft) +M2 sin (2πft))

D (M2
1 +M2

2 )
, (12k)

 

M11 =
2Ap05x5r1r56 (M4 sin (2πft)−M3 cos (2πft))

D (M2
3 +M2

4 )
,

(12l)
 

M12 =
M7

x1 − x2

(
4p05 − 1− 4M5

)
, (12m)

t x  时刻系统输出为  的条件概率 

P (x, t) = p1δ (x− x1) + p3δ (x− x3)

+ p5δ (x− x5) + p6δ (x− x6) , (13)

⟨x (t)⟩则, 系统输出的均值  为 

⟨x (t)⟩ =
∫

xP (x, t) dx =x1 (p1 − p3)+x5 (p5 − p6) ,

(14)

x (t) x (t)

⟨x (t)⟩
⟨x (t)⟩ pi(i = 1, 3, 5, 6) pi(i =

1, 3, 5, 6) k D

⟨x (t)⟩ k

D A = 0.0025

f = 0.0001 k = 0.8

t s

⟨x (t)⟩ D = 0.0005

D = 0.0015

由于   是随机变量, 采用   的统计平均

 来刻画其特性 .  (14)式表明系统输出响应

 依赖于  , 而 (12)式表明 

 是由四稳系统参数   、噪声强度   等决定

的, 所以系统输出响应   与四稳系统参数   、

噪声强度   有关 . 取信号幅值   , 频率

 , 四稳系统参数  , 根据 (14)式得

到不同噪声强度下系统输出响应的近似理论曲线,

如图 4所示. 图 4的横坐标是时间  , 其单位是秒 (  ),

纵坐标是系统输出  , 图 4表明, 当 

时, 粒子被束缚在小尺度双稳系统中做小幅振动.

当  时, 粒子具有的能量变大, 跃过中间

势垒做大幅振动. 即, 随着噪声强度从 0逐渐增大,

粒子由束缚在小尺度双稳系统中做小幅振动转变

为跨越中间势垒的大幅振动. 

2.3    四稳系统的随机能量共振

dx(1)式两边同乘  , 得 

dv
dt
dx = d

(
v2

2

)
= −ẋdx− V ′ (x) dx

+ s (t) dx+ Γ (t) dx, (15)
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U (x, k, t)考虑外力作用下的势函数  为 

U (x, k, t) = V (x, k)− x · s (t) , (16)

求微分得 

dU =
∂U

∂x
dx+

∂U

∂t
dt =

(
∂V

∂x
− s (t)

)
dx

− x
∂s (t)

∂t
dt = (V ′ (x, k)−A sin (2πft)) dx

− 2πfAx cos (2πft) dt, (17)

将 (17)式代入 (15)式, 得能量平衡方程 

d
(
v2

2
+ U

)
= −2πfAx cos (2πft) dt−ẋdx+Γ (t) dx,

(18)

dW = −2πfAx

cos (2πft) dt
其中 , 周期力对系统做的元功  

 . 平均每个周期外力对系统所作的功为 

W (k) =

∫
dW

=
1

n

(∫ t0+
n
f

t0

−⟨x (t)⟩ · 2πfA cos (2πft) dt

)
, (19)

W ⟨x (t)⟩ ⟨x (t)⟩
k D

k D

功  与系统输出响应  有关, 而  又

是由系统参数  、噪声强度  等决定的, 所以功受

控于系统参数  和噪声强度  .

A = 0.0025 f = 0.0001 k = 0.8 t0 =

10/f n = 500 W D

图 5是   ,    ,    ,   

 ,    时, 功   与噪声强度   之间关系的

近似理论曲线. 与经典双稳 SR不同, 图 5所示的

曲线呈双峰形态, 表明四稳系统存在着双重 SR现

象. 随着噪声强度从 0开始逐渐增大, 粒子先被束

缚在小尺度双稳系统中, 小尺度双稳系统、周期力

和随机力相互作用产生小尺度 SR现象, 出现第一

个共振峰. 随着噪声强度增大, 粒子在周期力和随

机力协同作用下, 可以跃过中间势垒做大幅振动,

此时四稳系统、周期力和随机力三者相互作用, 产

生大尺度的 SR, 出现了更高的共振峰.
 
 

0 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025 0.0030

0

0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

0.0025

0.0030





W D图 5    功   与噪声强度   之间关系的近似理论曲线

W

D

Fig. 5. The  approximate  theoretical  relational  curve  of   

vs   .
 
 

2.4    大小不同尺度之间的共振

V2 (x)

将两边势垒对称翻折下来构成新的双稳势函

数  (图 6)
 

V2(x)=



V (x), x < x3,

−V (x) + 2V (x5), x3 ⩽ x < x6,

V (x), x6 ⩽ x < x5,

−V (x) + 2V (x5), x5 ⩽ x < x1,

V (x), x ⩾ x1,

(20)

t0 = 10/f n = 500

W2

保持   ,    不变, 周期力在一个

周期内对新双稳系统作的功  为 

 

W2 =

A2π2x2
2fr

(
500f2π2 + fre−

1020r
f − fre−

20r
f + 500r2

)
500D(f2π2 + r2)

2 , (21)
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-0.3
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(b)
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<
(t
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<
(t

)>

100 105 110 115 120 125
-1.0

-0.5

0
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1.0

D = 0.0005

D = 0.0015

图  4    系统输出响应的近似理论曲线　(a)    ;

(b)  

D = 0.0005 D = 0.0015

Fig. 4. The approximate theoretical curve of system output

response: (a)   ; (b)   . 
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r式中的  为克莱默斯逃逸率 

r =

√∣∣V2
′′ (x0)V2

′′ (x2)
∣∣

2π
e−

V2(x0)−V2(x2)
D . (22)

V2 (x)

∆V ∆VM

∆VR ∆VL

A = 0.0025 f = 0.0001 k = 0.8

W D

粒子跃过势垒需要的能量与势垒高度成正比.

在新构建的双稳系统  中, 粒子从左边势阱跃

迁到右边势阱只需要跃过一个势垒, 其势垒高度

 等于四稳系统的中间势垒高度   与右 (左)

边势垒高度   (  )之和. 这表明在四稳系统

和新双稳系统中, 粒子从左 (右)边势阱跃迁到右

(左)边势阱需要跃过的势垒的总高度相同. 图 7是

保持  ,   ,   不变, 四稳系

统和新双稳系统的功  随噪声强度  变化的近似

理论曲线, 从图 7可以看出, 周期力对四稳系统、新

双稳系统作的功随噪声强度变化的近似理论曲线

分别呈现出明显的双峰和单峰特性, 四稳系统的两

个共振峰对应的噪声强度都比新双稳系统的共振

峰对应的噪声强度小, 说明四稳系统对噪声较为敏

感. 同时, 四稳系统的大共振峰对应的功比新双稳系

统的共振峰对应的功更大, 其 SR效应更加强烈,

说明小尺度的双稳 SR增强了大尺度系统的 SR效应. 

3   数值仿真结果及分析

fs = 2.5 Hz x (0) = x6

A = 0.0025 f = 0.0001 k = 0.8 W

D

数值仿真采用四阶龙格库塔算法, 采样频率

   , 粒子初始位置  , 考虑粒子运

动的随机性, 计算采用 500个周期的均值. 图 8是

保持   ,    ,    不变 , 功  

随噪声强度  变化的数值仿真曲线, 图中的实线代

表四稳系统, 虚线代表新双稳系统.
 
 

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010



0

0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

0.0025



四稳系统
新双稳系统

W D图 8    功   随噪声强度   变化的仿真曲线

W DFig. 8. The relational curve of    vs   .
 

D 0 ∼ 0.01

x6

x3 x6

W

x (t)

W

x1(x3) x5(x6)

W

图 8表明, 当噪声强度  在  区间变化

时, 周期力对四稳系统作的功随噪声强度的变化曲

线呈现“双峰”特征. 随着噪声强度从 0开始逐渐增

大, 粒子开始在初始稳态   附近的单一势阱内运

动, 随着噪声强度的增大, 在周期力和随机力协同

作用下, 粒子先在稳态  和稳态  之间来回跃迁,

当噪声强度为 0.0016时, 功  达到第一个极大值

0.00079, 对应的输出信号  的时域波形如图 9(a)

所示, 时域波形具有非常明显的周期性特征. 随着

噪声强度从 0.0016继续增大, 周期力、随机力与小

尺度双稳系统间的匹配关系逐渐被打破, 周期力的

作功能力减弱, 功  的数值呈下降趋势. 随着噪声

强度的进一步变大, 粒子具有的能量增大至能跃过

中间势垒, 在四稳系统的左势阱和右势阱之间做大

幅振动 , 作功能力又开始增强 . 当噪声强度为

0.0048时, 大幅振动的频率与周期力的频率一致,

出现了功的第二个极大值 0.0020, 粒子不仅在稳态

 和稳态  之间往复跃迁, 还具有足够的

能量跃过中间势垒, 做大幅振动, 如图 9(b)所示.

噪声强度从 0.0048继续增大, 周期力、随机力与四

稳系统之间的匹配度降低 , 功   的数值呈下降

趋势.

 



4 2

0

2()
()

D

图 6    势函数曲线 (实线: 新双稳系统; 虚线: 四稳系统)

Fig. 6. The potential function curve(solid line: new bistable

system; dotted line: quad-stable system). 
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新双稳系统
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W D图 7    功   随噪声强度   变化的近似理论曲线 (实线: 四

稳系统; 虚线: 新双稳系统)
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Fig. 7. The  approximate  theoretical  relational  curve  of   

vs    (solid  line:  quad-stable  system;  dotted  line:  new

bistable system). 
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比较周期力对四稳系统、新双稳系统作的功,

新双稳系统的共振峰对应的噪声强度为 0.0060, 功

为 0.0016. 四稳系统的大共振峰对应的噪声强度值

为 0.0048, 功为 0.0020, 功的幅度增大了 25%. 且

四稳系统的小共振峰对应的噪声强度为 0.0016, 显

然, 0.0016 < 0.0048 < 0.0060, 表明四稳系统在较

小的噪声强度下就能达到共振.

数值仿真结果表明, 小尺度 SR能显著提高大

尺度系统周期力作的功且四稳系统对噪声较为敏

感. 数值仿真结果与理论分析结论基本一致. 

4   结　论

本文提出了一类 8次势函数并讨论了其分岔

特性, 建立了四稳系统在周期力和随机力协同作用

下输出响应的近似解析表达式, 引入功这一过程量

作为 SR现象的量化指标, 研究了噪声强度对输出

响应和功的影响. 结果表明, 当中间势垒高度大于

左右 2个小尺度双稳势的势垒高度时, 周期力对四

稳系统作的功随噪声强度的变化曲线呈双峰形态,

四稳系统存在着双重 SR现象. 随着噪声强度从

0开始逐渐增大, 粒子先被束缚在小尺度双稳系统

中做小幅振动, 出现第一个共振峰, 随着噪声强度

继续增大, 粒子能跃过中间势垒做大幅振动, 产生

大尺度的 SR, 出现了更高的共振峰. 将四稳系统

的左右势垒对称翻折下来构成新的双稳势函数, 比

较周期力对四稳系统、新双稳系统作的功, 发现小

尺度的双稳 SR增强了大尺度系统的 SR效应且四

稳系统对噪声较为敏感. 数值仿真结果与理论分析

结论基本一致. 本文为今后进一步开展多稳 SR的

研究提供了新的思路和方法.
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Abstract

In this paper we propose a class of 8th-order potential function, and discuss the bifurcation characteristic of

such a system in detail. Then, a symmetric quad-stable system consisting of two small-scale bistable potentials

on  the  left  and  right  and  an  intermediate  barrier  is  obtained.  In  order  to  analyze  the  quad-stable  system

characteristic  effectively,  under  the  combined  action  of  periodic  force  and  random  force,  the  approximate

analytical expression of the quad-stable system output response is established. Meanwhile, from the viewpoint of

the energy, the work which is a process quantity is introduced to describe the capacity for work between the

large-scale and small-scale bistable potential. It is found that the double stochastic resonance phenomenon does

exist  in  the quad-stable  system. The theoretical  analysis  and numerical  simulation results  indicate  that  when

the height of the intermediate barrier is higher than the barrier height of the two small-scale bistable potentials

on the left and right, as the noise intensity increases, the response of the quad-stable system transforms a small-

amplitude  vibration  restricted  in  a  small-scale  bistable  subsystem into  a  large-amplitude  vibration  across  the

intermediate barrier, and the work done by the periodic force presents a double-peak curve. To be more specific,

as  the  noise  intensity  gradually  increases  from  zero,  the  system  response  is  first  confined  to  a  small-scale

bistable potential. Under the joint action of the small-scale bistable potential, periodic force and random force,

the small-scale stochastic resonance phenomenon occurs, and the first resonance peak appears. With the noise

intensity  increasing  even  further,  the  system  response  turns  into  the  large-amplitude  vibration  between  two

small-scale  bistable  subsystems,  resulting  in  the  large-scale  stochastic  resonance  phenomenon  and  a  higher

resonance peak.  Thus,  the work done by periodic  force  has  the peak values  at  two different  noise  intensities,

which means that the noise can induce the double stochastic resonance phenomenon in the quad-stable system.

More importantly, it can be found that the small-scale stochastic resonance can enhance the effect of large-scale

stochastic resonance.

Keywords: quad-stable system, stochastic energetic resonance, double stochastic resonance, work
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