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研究一种可以高效求解半空间金属目标电磁散射积分方程方法, 电场积分方程适用于任意结构电磁问

题分析, 但是生成的矩阵条件数大, 迭代求解收敛性差; 而磁场积分方程生成的矩阵条件数小, 迭代收敛性

好, 但是仅能分析闭合结构问题, 本文采用了混合场积分方程方法, 同时具备电场积分方程的普适性与磁场

积分方程的收敛性. 由于混合场积分方程中涉及格林函数的梯度项, 为了进一步加快计算效率, 本文引入了

一种针对半空间格林函数的高效四维空间插值方法, 对组成半空间格林函数的索末菲积分进行列表和 Lagrange

插值, 以实现高效的迭代求解, 效率在传统混合场积分方程的基础上提高 12.6倍. 数值结果表明, 该方法在保

证精度的同时, 可以显著降低求解问题的时间.
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1   引　言

半空间环境如地/空、海/空等是研究复杂环境

下目标电磁散射特性的基础 [1]. 工业界和学术领域

通过大量的研究, 如在地、海背景中的目标探测与

识别 [2]、雷达目标的电磁隐身设计 [3,4]、复杂环境下

的通信系统研究及天线设计 [5]、地球物理探测与遥

感遥测 [6,7], 对复杂环境中目标的电磁特性进行了

理论研究和数值分析, 为后期提供可靠高效的分析

和改进方法 [8].

在科学计算的快速推动下, 平面分层结构越来

越被人们所关注, 因此提出了微分方法和积分方法

来处理平面分层结构问题 . 以时域有限差分法

(finite  difference  time  domain  method,  FDTD)、

有限元法 (finite element method, FEM)[9−12] 为代

表的微分类方法用来处理开放问题的电磁仿真. 离

散网格必须覆盖研究目标及其周围的空域, 并且必

须在距离目标一定距离处用适当的边界条件截断,

因为其求解区域包含所有目标, 导致其计算效率低

下. 以矩量法 (method of moment, MoM)[13] 为代

表的积分类方法, 目标的网格离散时, 其未知量相

比微分类方法大幅减小. 电场积分方程 (electric

field integral equation, EFIE)因具有良好的普适

性可以来处理任意目标, 但因其算子条件数不好,

迭代收敛慢 ; 尽管磁场积分方程 (magnetic field

integral equation, MFIE)条件数有所改善, 但依

然无法处理开放体等非常规目标, 且两者的内谐振

问题均无法消除. 为了解决上述问题, 通常选择混

合场积分方程 (combined field integral equation,
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CFIE)[14], 在 CFIE的基础上, 针对半空间金属目

标依然有计算效率低的问题, 1909 年, 德国物理学

家 Sommerfeld使用赫兹势方法系统研究了有损介

质上的水平极化和垂直极化电偶极子 [15], 提出了

索末菲积分. 索末菲积分高振荡, 慢收敛, 所以计

算极其复杂且耗时极长, 早期学者主要以渐近近似

方法研究索末菲积分, 但该方法参数逼近较大, 所

以应用范围有限 [16]. 数值计算方法因计算机水平

的发展而成为主流方法. 早期的研究主要针对简单

的辐射和散射问题而提出公式方法, 故系统性理论

欠缺. 70年代, King等 [17] 就已经分析了有关半空

间天线的辐射特性; 后来 Xu等 [18] 人又对半空间

二维柱体的散射问题进行了系统研究, 对半空间任

意形状物体散射问题和建模的关键问题推导出与

之相对应的并矢格林函数 [19], 该问题从 Sommerfeld

做出开创性工作以来, 相关研究一直得到国内外电

磁学学者的深入研究. 学者把半空间垂直偶极子源

推导到任意极化和任意位置, 还把半空间背景扩展

成多层介质, 然后建立了相关的格林函数表达式.

到了 90年代初, Michalski等 [20] 在前人的基础上

使用传输线模型推导出适用于任意分层介质中导

体目标的混合位积分方程, 还有相关格林函数的谱

域形式, 因为此方法兼容了自由空间中的混合位方

法, 所以该方法得到了广泛的使用. 之后 Carin等 [21]

将此方法应用到埋地目标的电磁建模中, 最终得到

了很好的效果. 随着半空间目标剖分未知量的增

加, Geng等 [22] 将多层快速多极子方法引入到分析

地面上方或下方目标的电磁散射中. 在国内, 关于半

空间及多层媒质背景下目标电磁散射建模也取得

了较大的进展. 1991年, 国内南京理工大学的Yang、

Chow和 Fang教授使用 Prony方法和指数方程,

推导出了新的离散复镜像方法 (discrete complex

image method, DCIM)[23]. 之后又经过众多学者对

离散复镜像采样路径进行优化, 使 DCIM得到广

泛应用, 其中包括 Aksun[24] 提出优化路径的二阶

DCIM、Yuan等 [25] 提出的直接离散复镜像法、武

汉大学朱国强教授 [26] 为了避免准静态项和表面波

的提取改进了 DCIM方法, 一系列关于 DCIM的

工作促进了该方法的发展和应用. 还有众多学者对

索末菲积分的研究做了很多显著工作, 诸如电子科

技大学潘锦教授等 [27] 提出的截断技术、胡俊教授 [28]

基于快速汉克尔变化提出的加速方法、东南大学洪

伟教授等 [29] 为了增加远场精度提出的全模式方

法、北京理工大学盛新庆教授、吴比翼博士等 [30] 使

用基因遗传优化算法来提高 DCIM的计算效率等.

基于对格林函数特性 (柱对称性、平移不变性和相

对缓慢的空间变化特性)的认识, 研究学者意识到

可以利用插值方法来计算半空间格林函数. 文献 [31]

就曾将插值方法用于透地天线的仿真, Ling等 [32]

讨论了用于微带天线仿真的格林函数插值方法, Chen

等 [33] 也将插值方法用于混合位积分方程 (mixed

potential integral equation, MPIE)对微带耦合介

质谐振腔的分析.

本文使用 CFIE处理半空间上方金属目标电

磁散射问题, 并给出一些有效的方法来克服数值计

算上存在的困难. 首先给出分析半空间大尺度金属

目标的 CFIE, 分析了半空间金属目标散射特性,

但是还存在计算效率过低的问题. 为了加快求解速

度, 本文使用了半空间格林函数的列表与空间插值

方法对阻抗矩阵生成过程进行优化, 从而提高阻抗

矩阵的生成速度. 该方法在保证精度的同时, 能显

著降低求解问题的时间. 

2   半空间 CFIE

(ε1, µ1, σ1) (εh, µh, σh)

Einc,H inc

Eref,H ref

如图 1所示, 半空间环境下任意形状的金属目

标电磁散射问题, 金属目标在有耗半空间上方. 上

下半空间的介质参数分别是  和  ,

金属目标上某点处指向金属体外部的单位法向量

用 n1 表示, 初始入射场用 (  )表示, 半空

间分界面产生的反射场用 (  )表示. 利用

惠更斯等效原理建立 S 面外部空间区域中场源的

等效问题, 如图 2所示, 金属体外等效为外表面

S 上的等效电流 J1 在半空间环境中产生的场, J1 =

n1×H1, 其中 (E1, H1)表示外表面 S 上的总场.

 



n1



(2, 2, 2)

(1, 1, 1)

(, , )

(Eref, Href)

(Einc, Hinc)

图 1    半空间上方金属目标示意图

Fig. 1. Schematic  diagram  of  the  metal  target  above  the

half space. 
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Ae
h (J1) Am

h (J1)下面引入的微积分算子  和  分别

表示等效电流 J1 在 S 面外区域产生的散射电场和

散射磁场 [8]: 

Esca
h (r) = −Ae

h(J1) = −jωµ0

∫
T ′

K
A
· J1dS′

+
∇

jωε0

∫
T ′

Kϕe∇s′ · J1dS′, (1)
 

Hh
sca(r) = Ah

m(J1) =

∫
T ′

∇× G
A
· J1dS′

=

∫
T ′

G
HJ

· J1dS′. (2)

外表面 S 上的总场 (E1, H1)[34] 为 

E1 = Esca +Eref +Einc, (3)
 

H1 = H sca +H ref +H inc. (4)

结合外表面 S 上的边界条件, 可以建立外部等效问

题的电场积分方程 EFIE和磁场积分方程 MFIE

为 [34]
 

EFIE : [Ae
h]|tan = [Einc +Eref]|tan,

MFIE : [−n1 ×Am
h ]|tan + J1

= [n1 × (H inc +H ref)]|tan. (5)

CFIE能有效避免内谐振现象, 并且具有矩阵

性态好的优势, 所以本文引入了 CFIE, CFIE的选

取在实际中有 TENE,  NENH,  NETH及 TENH

四种类型 [35]. 采用的是 TENH型的 CFIE, 因为其

形成的矩阵性态好, 并能真正消除内谐振现象. CFIE

可以表示为 

CFIE =
α

η
EFIE+ (1− α)MFIE, (6)

  [α
η
(Ae

h)
]∣∣∣

tan
+ (1－α)

(
[－n1 ×Am

h ]|tan +
1

2
J1

)
=

α

η
([Einc +Eref]|tan) + (1－α)n1

× ([H inc +H ref]|tan). (7)

离散相邻三角形公共边上的 RWG基函数, 得

到如下矩阵方程: 

[Zmn][In] = [Vm], (8)

In其中   为未知电流向量, m, n = 1, 2, ···, N 对应

于公共边编号, Zmn 和 Vm 分别为阻抗矩阵和激励

向量, 其元素分别为 

 

Zmn =
α

η

(
jωµ0

∫
Tm

∫
Tn

K
A
(r, r′) · fn(r

′)fm(r)dS′dS +
1

jωε0

∫
Tm

∫
Tn

Kϕe(r, r′)∇s
′ · fn(r

′)∇s · fm(r)dS′dS
)

+ (1－α)

(∫
Tm

∫
Tn

G
HJ

· fn(r
′) · fm(r)× n1dS′dS +

1

2

∫
Tm

fn(r
′) · fm(r)dS

)
, (9)

 

Vm =

∫
Tm

[
α

η
(Einc +Eref) + (1－α)n1 × (H inc +H ref)

]
· fm(r)dS, (10)

K
A
, Kϕe, G

HJ
K

A
, Kϕe, G

HJ

其中,   是半空间环境下空域格林函数, 通过详细推导,   由如下索末菲积分构成 [34]:
 

Sn

[
G̃ (kρ)

]
∼=

1

2π

N∑
i=1

ai

∫ +∞

−∞

e−jkzbi

2jkz
Jn (kρρ) k

n+1
ρ dkρ =

1

2π

N∑
i=1

aiSn

(
e−jkzbi

2jkz

)
, (11)

G̃(kρ)其中,    代表谱域格林函数, n = 0, 1, 2时 Sn

表示为 0阶、1阶和 2阶索末菲积分 (Sommerfeld
integrals, SI)的形式, SI由于其高振荡和慢衰减特
性, 只有采用有效的数值积分方法才能解决直接数
值积分耗时巨大的问题. 常用的数值积分方法有最
陡下降路径法 (steepest descent path, SDP)和离
散复镜像法 (DCIM); 其他方法包括快速汉克尔变

换技术和窗口函数方法. 本文采用 DCIM对索末

菲积分进行快速计算. DCIM很好地避免了索末菲

积分的直接数值计算, 利用一组复镜像来近似谱域

格林函数, 之后通过广义函数束法 (generalized pen-

cil of function, GPOF)或者矩阵束方法 (matrix

pencil, MP) 得到复镜像的各参数, 最后通过索末

菲恒等式得到 SI的解析表达式 [36]:

 



J1

n1

(1, 1, 1)

(h, h, h)

(Eref, Href)

E=H=0
(Einc, Hinc)

(1, 1, 1)

图 2    外部等效模型示意图

Fig. 2. Schematic diagram of external equivalent model. 
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G(ρ, z, z′) ∼=



1

4π

N∑
i=1

ai
e−jk0ri

ri
, 0阶SI,

1

4π

N∑
i=1

ai
ρ(1 + jk0ri)e−jk0ri

r3i
, 1阶SI,

1

4π

N∑
i=1

ai
ρ2(3 + 3jk0ri－k0

2ri
2)e−jk0ri

r5i
, 2阶SI,

(12)

ai, bi ri =

√
ρ2+[(z + z′)−jbi]2 K

A
,Kϕe,G

HJ

其中,   为复镜像系数,   , N 为复镜像的数目, 所以空域格林函数 

表示如下 [34]: 

G
HJ

= − 1/2 sin 2ζS2

[
−
(
Ih
i − Ie

i

)
k2ρ

]
(x̂x̂− ŷŷ) +

1

2

{
cos2ζS2

(
−Ih

i + Ie
i

k2ρ

)
+ S0

[
k2ρ

(
Ih
i − Ie

i

k2ρ

)]}
x̂ŷ

+
1

2

{
cos2ζS2

(
Ie
i − Ihi
k2ρ

)
− S0

[
k2ρ

(
Ih
i + Ie

i

k2ρ

)]}
ŷx̂+ sin ζS1

(
j
ωµ

V h
i

)
ẑx̂

− cos ζS1

(
j
ωµ

V h
i

)
ẑŷ + sin ζS1

(
− j
ωε′

Ie
v

)
x̂ẑ − cos ζS1

(
− j
ωε′

Ie
v

)
ŷẑ, (13)

 

K
A
=S0

(V h
i

jω

)
(x̂x̂+ŷŷ)+cos ζS1

[
µ
(
V h

v − V e
v
)

k2ρ

]
x̂ẑ + sin ζS1

[
µ
(
V h

v − V e
v
)

k2ρ

]
ŷẑ

+ cos ζS1

[
µ
(
Ih
i − Ie

i

)
k2ρ

]
ẑx̂+ sin ζS1

[
µ
(
Ih
i − Ie

i

)
k2ρ

]
ẑŷ + S0

{
µ

jωε

[
k2n
k2ρ

Ih
v +

(
1− k2nk

2
zm

k2mk2ρ

)
Ie
v

]}
ẑẑ,

Kϕe = S0

[
jω
(
V e
i − V h

i

)
kρ

]
,

V p
i ,V p

v , Ip
i , I

p
v (p = e, h) ρ =

√
(x− x′)2 + (y − y′)2 ζ = arctan [(y − y′)/(x− x′)] ,

sin ζ = (y − y′)/ρ, cos ζ = (x− x′)/ρ kρ =
√
k2x + k2y, α = arctan (ky/kx)

其中,   为传输线格林函数 [34],   ,  

 ,   .

G
HJ

x̂ŷ ŷx̂以  的  和  项为例, 通过矩阵束方法和索末菲恒等式得到的 SI解析表达式如下:
 

G
HJ

x̂ŷ =
1

2

{
cos2ζS2

(
−Ih

i + Ie
i

k2ρ

)
+ S0

[
k2ρ

(
Ih
i − Ie

i

k2ρ

)]}
x̂ŷ

=
1

4π

[
N∑
i=1

−ai
e−jk0ri [(1 + jk0ri)r2i + (k20r

2
i − 3− 3jk0ri)(y − y′)

2
]

r5i

+

(
N∑
i=1

ai
e−jkri (z + z′ − jbi) (jk0ri + 1)

r3i
− (jk0R+ 1) e−jkR(z − z′)

R3

)]
x̂ŷ, (14)

 

G
HJ

ŷx̂ =
1

2

{
cos2ζS2

[
Ie
i − Ih

i

k2ρ

]
− S0

[
k2ρ

(
Ih
i + Ie

i

k2ρ

)]}
ŷx̂

=
1

4π

{[
N∑
i=1

−ai
e−jkri (z + z′ − jbi) (jk0ri + 1)

r3i
+

(jk0R+ 1) e−jkR(z − z′)

R3

]

+
N∑
i=1

ai
e−jk0ri [(1 + jk0ri)r2i + (k20r

2
i − 3− 3jk0ri)(x− x′)

2
]

r5i

}
ŷx̂, (15)

R =

√
ρ2 + (z − z′)

2
ri =

√
ρ2 + [(z + z′)− jbi]2 ρ =

√
(x− x′)

2
+ (y − y′)

2其中  ,   ,   .
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3   半空间格林函数的空间插值算法

本文半空间环境下金属目标采用 DCIM计算

格林函数的索末菲积分, 但对于大尺度半空间金属

目标, 逐点式计算格林函数 (在计算面积分的过程

中通过场源坐标逐个计算索末菲积分)的方法使

得 CFIE的阻抗矩阵填充时间依旧很长, 且计算量

巨大, 显然仅使用 DCIM并不能解决索末菲积分

计算次数多, 时间消耗长的问题. 考虑到由于半空

间环境下格林函数的对称性和平移不变性 (场源相

对位置相同, 索末菲积分也会相同)的性质, 本文

给出了一种格林函数高效计算方法—四维空间

插值. 其基本思路是: 首先在一些离散的空间点上

进行采样, 用 DCIM方法计算出这些采样点处的

索末菲积分值并建立四维插值表, 在阻抗矩阵填充

过程中, 找到插值表中该点场源相对位置附近的插

值节点处的值, 进行线性的 Lagrange插值. 可以

看出, 插值方法计算格林函数至少具有以下特点:

1) 降低调用索末菲积分的次数, 达到调用次

数的最小化;

2) 空间插值有效利用半空间格林函数的柱对

称性和平移不变性, 以避免重复多次计算相同位置

索末菲积分;

3) 可以通过精确的积分方法与的插值方法相

结合来保证格林函数计算精度. 

3.1    插值表的建立

K
A

Kϕe

G
HJ

对于任何半空间环境下金属目标, 插值表采样

范围需要目标的空间位置来决定, 接着在该范围离

散的坐标点上对索末菲积分进行采样, 建立插值

表. 对于大尺度半空间金属目标问题, 要建立 1个

二维插值表 [4] 用于   和   ; 1个二维插值表和

1个四维插值表用于  . 一般用等间隔采样方式

建立插值表, 为了保证插值精度, 要求对索末菲积

分进行采样的间隔要足够小, 本文使用 0.09个波

长的采样间隔.

如图 3所示, 表示雷达散射截面 (radar cross

section, RCS)计算误差和使用空间插值方法的运

行时间随插值间隔的变化. 从图 3可以看出, 当间

隔为 0.05个波长时, 误差最小, 但运行时间长; 随

着插值间隔的增大, 误差变大, 时间减少. 因此本

文选取 0.09个波长的插值间隔, 在保证精度的同

时也缩短了运行时间. 
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图 3    RCS计算误差和运行时间随插值间隔变化的折线图

Fig. 3. Line  chart  of  RCS  calculation  error  and  running

time for different interpolation intervals.
 

K
A

Kϕe

ρ, z

(ρ, z)

如图 4所示, 对于  和  半空间格林函数,

插值点在离散的空间点  上进行采样, 并计算这

些格点的索末菲积分值, 建立二维插值表  .

G
HJ

x̂ŷ ŷx̂

x− x′, y − y′, ρ, z − z′, z + z′

(x− x′, y − y′, z−

z′, z + z′)

根据 (14)式和 (15)式,    的   和   项的

SI解析表达式用到了  ,

所以至少建立 1个四维插值表  

 . 如图 5所示, 其插值点在离散的空间点
 

2D插值点

1 2

2

1

(ρ, z)图 4    二维插值表示意图, 图中插值点在二维插值表  

中取值

(ρ, z)

Fig. 4. Schematic  diagram of  two-dimensional  interpolation

table, the interpolation points in the figure are taken in the

two-dimensional interpolation table   .
 

 

4D插值点


-


 

-
  - 

+ 

10

10
10

5
5

8

6
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4

0

0 0

3.5

2.5

2.0

1.5

0.5

1.0

(x− x′,

y − y′, z − z′, z + z′)

图 5    四维插值表示意图, 图中插值点在四维插值表 

 中取值

(x− x′, y − y′, z − z′, z + z′)

Fig. 5. Schematic diagram of the 4D interpolation table, the

interpolation  points  in  the  figure  are  taken  in  the  four-di-

mensional interpolation table   .
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x− x′, y − y′, z − z′, z + z′

(x− x′, y − y′,

z − z′, z + z′) K
A

Kϕe

 上进行采样, 取出插值点

处索末菲积分值, 将其填入插值表  

 中, 其余项与  和  建表方式相同.
 

3.2    格林函数插值计算

K
A

Kϕe Sn

G
HJ

Sn

在阻抗矩阵生成过程中, 利用 Lagrange插值

公式, 可以得到插值表中任意场源点组合对应的索

末菲积分值, 进一步计算出格林函数. 对于   和

 所对应的索末菲积分值  , 要通过二维插值得

到; 对于   所对应的索末菲积分值   , 则要进

行二维和四维插值. Lagrange插值方法由于其只

需要区间端点的信息并使用线性插值公式, 不需要

对索末菲积分进行逐次计算, 可以获得最快的计算

速度; 另外, 由于是对场、源点的相对位置进行插

值, 实际上充分利用了半空间格林函数的柱对称性

和平移性, 从而进一步降低计算量.

假设场点和源点分别位于立方体 l和 k 中 (这

两个立方体之间至少相隔一个立方体长度), 所有

立方体内取一些插值点, 然后采用插值近似的方法

计算场点 r 和源点 r' 之间积分核的相互作用, 则

可以表示为如下形式: 

G(r, r′) =

Ki∑
i=1

Kj∑
j=1

ωli(r)ωkj (r
′)G(rli , r

′
kj
), (16)

rli l r′
kj

k ωli(r) ωkj (r
′)

G(rli , r
′
kj
)

式中  表示场立方体  中的第 i 个插值点;   表示

源立方体   中的第 j 个插值点;    ,    分

别表示第 i 个插值基函数和第 j 个插值基函数 (与

插值节点有关的 P 次多项式); Ki 表示插值点数;

 插值函数在结点处的函数值.

每一维上的插值基函数 [32] 表示为
 

 

ωli(ζ) =
(ζ − ζ0)(ζ − ζ1)(ζ − ζ2) · · · (ζ − ζi−1)(ζ − ζi+1) · · · (ζ − ζp)

(ζi − ζ0)(ζi − ζ1)(ζi − ζ2) · · · (ζi − ζi−1)(ζi − ζi+1) · · · (ζi − ζp)
. (17)

以 (x – x')方向上的插值基函数为例, 在 (x – x')方向上有四个插值基函数:
 

ωn−1(x− x′) =
[(x− x′)− (x− x′)n]

[
(x− x′)− (x− x′)n+1

][
(x− x′)n−1 − (x− x′)n

] [
(x− x′)n−1 − (x− x′)n+1

] · [
(x− x′)− (x− x′)n+2

][
(x− x′)n−1 − (x− x′)n+2

] , (18)

 

ωn(x− x′) =

[
(x− x′)− (x− x′)n−1

] [
(x− x′)− (x− x′)n+1

][
(x− x′)n − (x− x′)n−1

] [
(x− x′)n − (x− x′)n+1

] · [(x− x′)− (x− x′)n+2

][
(x− x′)n − (x− x′)n+2

] , (19)

 

ωn+1(x− x′) =

[
(x− x′)− (x− x′)n−1

]
[(x− x′)− (x− x′)n][

(x− x′)n+1 − (x− x′)n−1

] [
(x− x′)n+1 − (x− x′)n

] · [
(x− x′)− (x− x′)n+2

][
(x− x′)n+1 − (x− x′)n+2

] , (20)

 

ωn+2(x− x′) =

[
(x− x′)− (x− x′)n−1

]
[(x− x′)− (x− x′)n][

(x− x′)n+2 − (x− x′)n−1

] [
(x− x′)n+2 − (x− x′)n

] · [
(x− x′)− (x− x′)n+1

][
(x− x′)n+2 − (x− x′)n+1

] . (21)

同样在 (y – y'), (z – z')和 (z + z')方向上各有 4个插值基函数, 可以得到此时在插值点 (n – 1, j – 1,

s – 1, d – 1)处四维张量积为
 

ωn−1,j−1,s−1,d−1(r, r
′)

= ωn−1(x− x′) · ωj−1(y − y′) · ωs−1(z − z′) · ωd−1(z + z′)

×
[(x− x′)− (x− x′)n]

[
(x− x′)− (x− x′)n+1

] [
(x− x′)− (x− x′)n+2

][
(x− x′)n−1 − (x− x′)n

] [
(x− x′)n−1 − (x− x′)n+1

] [
(x− x′)n−1 − (x− x′)n+2

]
×

[
(y − y′)− (y − y′)j

] [
(y − y′)− (y − y′)j+1

] [
(y − y′)− (y − y′)j+2

]
[
(y − y′)j−1 − (y − y′)j

] [
(y − y′)j−1 − (y − y′)j+1

] [
(y − y′)j−1 − (y − y′)j+2

]
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×
[(z − z′)− (z − z′)s]

[
(z − z′)− (z − z′)s+1

] [
(z − z′)− (z − z′)s+2

][
(z − z′)s−1 − (z − z′)s

] [
(z − z′)s−1 − (z − z′)s+1

] [
(z − z′)s−1 − (z − z′)s+2

]
×

[(z + z′)− (z + z′)d]
[
(z + z′)− (z + z′)d+1

] [
(z + z′)− (z + z′)d+2

][
(z + z′)d−1 − (z + z′)d

] [
(z + z′)d−1 − (z + z′)d+1

] [
(z + z′)d−1 − (z + z′)d+2

] . (22)

取出插值表中插值点处响应的函数值, 利用 Lagrange插值公式, 进一步计算出格林函数值: 

G(r, r′) =

N=n+2∑
N=n−1

J=j+2∑
J=j−1

S=s+2∑
S=s−1

D=d+2∑
D=d−1

ωN,J,S,D(r, r′)GN,J,S,D(r, r′). (23)

 

4   数值仿真和分析

为了验证本文方法, 本节数值算例运行的平台

为 Intel(R) Core(TM) i5-7200U CPU @ 2.50 GHz,
内存为 12 GB.

εr = 6.38− j0.663

θ = 60°, ϕ = 0°
θ = 60°, ϕ = −180°—180°

算例 1　首先, 如图 6所示, 考虑半空间上方

一个金属立方体. 上半空间是空气, 下半空间的相

对介电常数为   , 金属立方体的边

长为 1 m, 金属立方体到下平面距离 0.2 m, 入射

平面波为 600 MHz, 入射角     , 散射

角  . 分别采用了本文提出

的插值加速方法、传统的 CFIE方法 (未插值)、以

及商业软件 FEKO计算了该模型的雷达散射截面.

 
 

/

//

图 6    金属立方体模型示意图

Fig. 6. Schematic diagram for the metal cube model.
 

图 7仿真结果表明, 本文提出的加速方法与传

统 CFIE方法以及 FEKO仿真结果均吻合, 证明

了本文方法的正确性.

εr = 5.0−j0.2

θ = 60°, ϕ = 0°
θ = 60°, ϕ = −180°—180°

算例 2　如图 8所示, 下图为半空间上方一个

金属 slicy. 上半空间是空气, 下半空间的相对介电

常数为   , 金属 slicy的长为 2 m, 宽为

2 m, 高为 1.5 m, 金属 slicy到下平面距离 0.2 m,

入射平面波为 300 MHz, 入射角   ,

散射角  . 分别采用了本文

提出的插值加速方法与传统的 CFIE方法 (未插

值)计算了该模型的雷达散射截面.

图 9仿真结果表明, 本文提出的加速方法与传

统 CFIE方法 (未插值)计算结果相吻合.

εr = 5.0−j0.2

算例 3　如图 10所示, 下图为半空间上方一

个金属船. 上半空间是空气, 下半空间的相对介电

常数为  , 金属船的长为 7 m, 宽为 1 m,

高为 1.7 m, 金属船到下平面距离 0.2 m, 入射平面波
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图 7    金属立方体双站 RCS仿真结果对比图

Fig. 7. RCS  comparison  among  the  proposed  method,  the

traditional CFIE method and the FEKO for the PEC block

model. 

 

/

/
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图 8    金属 slicy模型示意图

Fig. 8. Schematic diagram for the metal slicy model. 
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图 9    金属 slicy模型双站 RCS仿真结果对比图

Fig. 9. RCS comparison between the proposed method and

the traditional CFIE method for the PEC slicy model. 
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θ = 60°, ϕ = 0° θ = 60°,

ϕ = −180°—180°

为 300 MHz, 入射角  , 散射角 

 . 分别采用了本文提出的插值加

速方法与传统的 CFIE方法 (未插值)计算了该模

型的雷达散射截面.
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图 10    金属船模型示意图

Fig. 10. Schematic diagram for the metal ship model.
 

图 11仿真结果表明, 本文提出的加速方法与

传统 CFIE方法 (未插值)计算结果吻合. 并且, 由

于激励、背景和结构的对称性, 所得的 RCS也具

有较好的对称性.

表 1所示为本文方法与 FEKO、传统 CFIE的

计算资源比较. 从表 1可以看出, 在计算半空间上

方金属船时, 本文方法在传统 CFIE基础上提高

了 18684/1476≈12.6倍, 本文提出的插值加速方

法, 保证了计算精度的基础上, 比 FEKO(CFIE)

和传统 CFIE方法明显节省了计算时间. 与传统

CFIE方法相比, 插值表存储需要一定的计算内存;

另外, FEKO(CFIE)也运用了插值方法和本文插

值方法计算内存基本一致. 因此, 可以通过精确的

积分方法与插值方法相结合来保证格林函数的计

算精度和效率. 随着金属目标电尺寸的增大, 与传

统 CFIE方法相比, 插值加速方法在格林函数计算

时间上的减少将越发显著, 对于提高计算效率具有

重要意义. 

5   结　论

本文讨论了半空间环境下大尺度金属目标电

磁散射快速分析方法, 在 CFIE的基础上, 利用半

空间格林函数的性质, 在阻抗矩阵生成过程中, 通

过二维和四维空间插值方法, 避免了索末菲积分的

大量重复计算. 本文提出的插值加速方法可节省积

分的次数, 同时, 插值加速方法可以建立通用的插

值表, 从而达到与自由空间问题接近的计算效率.
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High-efficient analysis of metal target electromagnetics above
the half-space based on mixed field integral equation*
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Abstract

A  new  acceleration  method  is  proposed  for  efficiently  solving  the  problem  of  electromagnetic  scattering

from metal targets in half-space. The analysis of electromagnetic problems in any structure can be settled by

the  electric  field  integral  equation.  But  the  generated  matrix  condition  number  is  large  and  the  iterative

solution  has  poor  convergence.  The  number  of  the  matrix  condition  generated  by  the  magnetic  field  integral

equation is small and iterative convergence is good. But only the closed structure problems can be worked out.

The combined field integral equation is adopted because of the universality of the electric field integral equation

and the convergence of the magnetic field integral equation. The gradient term of Green's function is involved in

the integral equation of the mixed field. In order to further enhance the calculation efficiency, an efficient four-

dimensional spatial interpolation method is introduced for half-space Green's function. Tabulation and lagrange

interpolations  are  performed  in  the  Sommerfeld  integrals  for  the  half-space  Green's  function.  The  improved

efficiency  can  be  7.5  times  higher  than  that  of  the  traditional  combined  field  integral  equation(CFIE).

Numerical results show that the computational time can be reduced significantly by the proposed method with

encouraging accuracy.

Keywords: electromagnetic  scattering,  combined  field  integral  equation,  half-space  Green's  function,  spatial
interpolation, sommerfeld integral
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