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Ostwald熟化 (ripening)是指局部热力学平衡状态下, 颗粒/液滴/气泡系统为了减小界面能而自发地进

行颗粒群尺度分布调整的过程 , 具有重要研究价值 . 针对目前数值模拟研究不充分的现状 , 本文采用格子

Boltzmann方法, 对相变速率主控的二维蒸气泡系统演化开展了数值模拟研究. 模拟结果与本文推导的二维

气泡群演化标度律符合较好, 证实了格子 Boltzmann方法对复杂相变-物质输运过程捕捉的准确性. 研究同时

表明, 蒸气泡系统演化过程中物质输运为液相压力不平衡所驱动, 并且在小气泡“溃灭”过程中水动力学作用

会影响气泡群半径分布函数的局部细节; 气-液状态方程参数对熟化过程的影响效果分析显示, 气液两相比内能

差是驱动相变的核心要素, 此差异越大相变速率越快, 该结论进一步诠释了化学势驱动熟化过程的物理图像.
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1   引　言

CO2

Ostwald熟化现象是自然和工业界广泛存在

的现象之一, 主要指在热力学局部平衡状态下颗

粒、液滴或者气泡群体系为了进一步降低系统的表

面能, 而自发地对气泡尺度分布进行调整; 发生大

颗粒不断增长, 小颗粒减小直至消失的现象 [1,2]. 生

活中长期在冷冻环境下储存的冰激凌的口感会变

硬、长期静置的自来水中会出现小气泡, 这些过程

均包含了熟化机理. 工业生产中也采用熟化机理解

释和控制金属凝固过程中固态晶粒的长大 [3,4]、

Ouzo鸡尾酒的乳化过程 [5], 以及地下油藏中  

的聚集 [6] 等.

对 Ostwald熟化现象的理论研究始于 Lifshitz

和 Slyozov提出的扩散机制主控的控制方程, 并进

一步给出了渐近解. 几乎同时, Wagner[1] 提出了相

变主控的数学描述, 简称为 LSW理论体系. 此后,

针对该理论体系中要求颗粒分散度大、溶质在连续

相中分布均匀等假设的局限性, 众多学者提出更新

的模型, 使理论成果能被进一步应用于实际问题.

Ardell[7] 提出特殊半径法, 对颗粒发展的相互影响

展开了讨论; Voorhees和 Glicksman[8] 采用点源和

点汇模型刻画颗粒对环境浓度的影响, 理论探讨了

颗粒体积有限条件下的熟化过程. 这些研究是对

LSW理论的重要促进. 与理论同步发展的是实验

研究. Bender和 Ratke[3] 对熔融 Cu-Co合金中富

Co固体颗粒的熟化行为进行了测试, 其中 Co颗
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粒体积分数在 25%—70%之间; Alkemper等 [4] 则

实验观测了熔融 Pb-Sn合金中的富 Sn固体颗粒

的长大过程, 并将结果与多种理论模型进行了对

比. 实验研究一方面证实了理论模型, 并为理论体

系的完善提供了方向; 另一方面也有力地支撑了生

产技术的发展. 近几十年, 数值模拟被逐渐应用于

Ostwald熟化研究. Fan等 [9] 采用相场方法对熟化

过程进行了模拟, 所获得的颗粒形貌与实验观测相

仿, 并且颗粒群形貌特征参数演化的标度律关系与

理论结果一致. Li等 [10] 和Wang等 [11] 数值研究了

初始半径分布对圆形颗粒的熟化过程的影响, 获得

了颗粒增长的标度律关系, 同时也探讨了数值结果

与理论预测的偏差问题. Moats等 [12] 采用晶粒相

场模型, 开展了液-固体系的熟化过程研究, 他们除

了验证了经典标度律关系, 同时基于数值结果分析

了体系熵的演化. Watanab等 [13,14] 采用分子动力

学方法对蒸气泡群的熟化过程开展了研究, 发现随

着温度的提升熟化主控因素由相变速率转变为扩

散速度. 目前, 数值模拟研究正成为构建理论体系

的重要一环.

格子 Boltzmann方法 (lattice Boltzmann me-

thod, LBM)是基于格子气自动机方法发展起来的

一种流体动力数值方法, 其本质是对 Boltzmann

方程的一种离散求解方法 [15,16]. 通过进一步与湍流

模型、热传导方程、电磁学方程等耦合, LBM已经

被成功应用于多种复杂流动现象的模拟上. LBM

多相流模型及计算是该领域比较活跃的一支, 其中

以 Shan-Chen模型 [17] 最为引人注目, 且历久弥新.

通过引入分子间作用力模型, LBM-Shan-Chen模

型成功实现了多相流体的相分离模拟, 且在密度

比、表面张力等关键参数上, 模拟结果与理论预测

一致, 关键是该模型反映了两相分离的物理本质.

通过与经典状态方程相耦合, Yuan和 Schaefer[18]

进一步推进了 LBM与现有热力学体系的融合, 同

时也扩大了其能捕捉的多相系统密度比, 提高了数

值稳定性. Huang等 [19] 对 LBM多相流计算过程

中, 体积力的施加方法、热力学参数影响的细节开

展了对比研究, 为后期的数值参数的选取提供了依

据. 前期研究中, 人们致力于 LBM模拟能力的提

升及采用 LBM对典型多相流现象开展机理研究 [15].

相比而言, 采用 LBM进行相变机理以及流动

现象的研究偏少. Chen跟合作者 [20,21] 采用 LBM

对空化气泡、气泡群的演化过程进行了模拟研究.

他们发现, LBM对空泡动力学的模拟与 Rayleigh-

Plesset方程预测一致. Shan及合作者 [22,23] 研究了

壁面润湿性、热效应对空泡溃灭的影响. 对于相变

因素更为重要的过程, Li等 [24] 利用 LBM模拟了

沸腾过程, 准确捕捉到了流动模态的转换过程; Shen

等 [25] 则研究了壁面浸润性对凝结过程的影响 ;

Chang等 [26] 利用 LBM开展了壁面结构对沸腾影

响以及强化传热效果的研究, 探讨了其中流-热耦

合的力学机理. 前述研究和分析中尽管涉及相变过

程, 但多采用了相变速率无限快这一假设. 对于一

些特殊情况, 如 Ostwald熟化、气泡高速振荡等,

该假设无疑会引起一定误差.

本文采用 LBM-Shan-Chen多相流模型, 对蒸

气泡群相变速率主控的 Ostwald熟化过程开展了

模拟研究. 探讨了不同物理参数对典型气泡群体系

演化过程及相变速率的影响. 结合 LSW熟化理论,

验证了数值方法的准确度; 数值结果同时也表明,

蒸气泡系统的演化过程中水动力学因素有明显的

影响, 这使得熟化过程具有一些有别于经典熟化过

程的特点. 

2   数值模型与熟化理论
 

2.1    LBM 多相流模型

LBM是近年来迅速发展起来的一种流体动力

学数值模拟方法. 因其具有明确的微观粒子动理

学基础 , 可以对较为复杂的多相流动现象进行

模拟 [27]. 本文采用 Bhatnagar-Gross-Krook (BGK)

单松弛 Shan-Chen多相流模型开展模拟 [17]. LBM

控制方程为 

fα(x+ eαδt, t+ δt)− fα(x, t)

= − 1

τ
[fα(x, t)− f eqα (ρ,u)] + Sα(x, t), (1)

fα eα

ρ(x, t) =
∑

α
fα ρu =∑

α
eαfα

α = 0,

1, · · · , 8
δt (= 1) x+ eαδt

式中,    表示时刻 t、坐标 x处、具有微观速度  

的粒子分数, 即密度分布函数. 流体的局部密度表

示为     , 局部动量表示为    

 . 本文采用 LBM-D2Q9模型 [16], 认为二

维空间中粒子具有 9种可能的离散速度,   

 . (1)式左端表示颗粒的迁移运动: 在一个

时 间 步   中 , 颗 粒 从 x跳 跃 到   .

D2Q9模型中格点上的离散速度表示为 
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eα =


0, (α = 0),

[cos(π(α− 1)/2), sin(π(α− 1)/2)], (α = 1, 2, 3, 4),
√
2[cos(π(2α− 1)/4), sin(π(2α− 1)/4)], (α = 5, 6, 7, 8).

(2)

f eqα

(1)式中等号左边第一项表示碰撞作用. 在准

平衡态条件下, 颗粒的碰撞导致其在速度相空间的

分布趋于 Maxwell分布, 该项中 t 表示碰撞的弛

豫时间. 其中  为 Maxwell分布函数在相空间中

的离散形式, 

f eqα = ρωα

[
1 +

eα · u
c2s

+
(eα · u)2

2c4s
− u2

2c2s

]
, (3)

cs cs = 1/
√
3 ωα

ω0 = 4/9, ω1−4 = 1/9, ω5−8 = 1/36

式中   是声速 (D2Q9模型中的   );    是

加权系数:   .

SαLBM控制方程中,   表征了外力作用对粒子

分布函数的影响, 可以是长程的体积力作用, 也可

以是短程的分子间作用. 本文采用 Kupershtokh

作用力模型 [19] 获得作用力在微观粒子速度方向上

的“投影”, 

Sα = f eqα (ρ,u+∆u)− f eqα (ρ,u), ∆u = F δt/ρ,

F

u =
(∑

fαeα

)
/ρ+ F δ/(2ρ)

其中   表示外力矢量. 相应的流体局部宏观速度

表示为   . Huang等 [19]

对比了 Guo作用力模型和 Kupershtokh作用力模

型 , 发现相对于 Guo等提出的作用力模拟 ,

Kupershtokh作用力模型具有密度捕捉准确、数值

稳定性好的特点. Shan和 Chen通过与密度相关

的势函数 y 来构造分子间的不平衡作用力: 

F (x, t) = −Gψ(x, t)
∑
α

ωαψ(x+ eαδt, t)eα.

给定介质的状态方程, 当地势函数可以表达为 

ψ =

√
2(p− ρc2s )

Gc2s
,

p(ρ)

其中 G 为常数. 本文采用 Carnahan-Starling状态

方程确定  关系: 

p(ρ) = ρRT 1 + bρ/4 + (bρ/4)2 − (bρ/4)3

(1− bρ/4)3
− aρ2,

a = 0.4963(RTc)2/pc b = 0.18727RTc/pc
a = 1, b = 4, R = 1

ρc = 0.1136, Tc = 0.0943

Sα

其中,   ,   . 本

文重点取   开展计算, 由此得到

临界密度和临界温度:   . 将

 代入 LBM控制方程, 可以实现非理想气体流动

的模拟, 并且可以捕捉到介质的相变过程 [20,22,24]. 

2.2    Ostwald 熟化理论

F(R, t)

1958年 Lifshitz和 Slyozov[28] 对扩散控制的

熟化进行了机理研究, 他们首先数学描述了析出颗

粒群在溶液中的生长过程: 引入描述粒子半径分布

的函数    (R 为粒子的半径, t 为时间), 并建

立了演化方程. Wagner进一步对反应主控与扩散

主控的熟化过程进行了研究, 从而建立了描述颗粒

群熟化过程的 LSW理论体系 [1,2]. 该理论体系由动

理学方程、连续性方程和质量守恒方程组成. 动理

学方程刻画了单个颗粒的增长规律, 其包含“溶质”

在连续相中的迁移与析出过程的数学描述为 

∇2C = 0,
dR
dt

≡ Ṙ = ks

(
1

Rc
− 1

R

)
, (4)

ks Rc

Rc

其中 ,    表征了相变速率 ,    为颗粒临界半径 ,

C 为溶液中溶质浓度. (4)式显示 Ostwald熟化过

程中, 当析出颗粒尺度小于临界尺度时, 会逐渐消

融, 反之则长大.   与析出相在环境流体中的溶解

浓度、析出相表面张力能量有关. 临界尺度可以通

过下面的公式计算获得: 

Rc(t) =

∫ ∞

0

RFdR∫ ∞

0

FdR
. (5)

连续性方程描述了粒子半径分布函数的演化规律: 

∂F
∂t

+
∂

∂R

(
FṘ

)
= 0, (6)

FdR

[(FdR/dt)R+ − (FdR/dt)R− ]

即具有半径 R 的颗粒数 (  )随时间的变化率,

取决于气泡的增长:    .

该表达式假设颗粒在熟化过程中没有发生合并

或分裂现象. 质量守恒方程规定了析出相的总体积

不变, 即  ∫ ∞

0

R2F(R, t)dR = const. (7)

(4)式—(7)式中, 假设析出相颗粒是半径为 R 的

圆形 (二维).

本文针对反应控制熟化过程开展研究, 即“溶

质”在连续相中扩散得足够快, (4)式中相变过程成

为制约颗粒生长的主要因素, 扩散方程可以忽略.
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t→ ∞Lifshitz和 Pitaevskii[28] 在数学上推导了   时

扩散主控熟化过程中, 颗粒尺寸等参数增长的标度

律. 参考Watanabe等 [14] 采用的标度律推导过程,

可以得到二维条件下的蒸气泡群几何特征参数演

化规律 (附录 A): 

Rc ∝ t1/2, (8)
 

N ∝ t−1. (9)

同时, 分布函数演化满足相似关系: 

F = h(t)g(z), z = R/Rc, (10)

其中 

g(z) =


4z

3

(
2

2− z

)5

exp
(

−3z

2− z

)
, 0 < z < 2,

0, z > 2.
(11)

熟化控制方程的完整解则需要通过数值求解方式

获得. 

2.3    数值参数设置

R1, R2

ρ1L, ρ1V ρ2L, ρ2V

R1, R2

(ρ1V + ρ2V)/2, (ρ1L + ρ2L)/2

一般而言, Ostwald熟化过程是一种近平衡态

的热力学过程, 不考虑水动力学因素. 数值计算中

初始场需要尽量满足这些条件. 在双气泡熟化过程

中, 首先根据设计条件对单气泡情况进行计算, 测

量获得计算稳定后的气泡的半径  及相应的

气液密度   和  . 在进行双气泡熟化

过程初始化时, 取初始气泡半径为   , 气、液

两相密度分别为  . 对双

气泡初始条件的准确设定, 可以减小初始化误差,

从而使有效数据的时间区间延长. 对于多气泡测

试, 本文参考 (11)式对气泡半径分布进行设定. 此

时由于气泡数目较多, 直接根据介质状态方程结果

设定初始气、液密度. 为了避免在气泡熟化过程中

发生融合、破坏理论分析设定的前提条件, 气泡间

距须保证足够大.

1000× 500 3600× 3600

本文针对二维空间的多气泡熟化过程开展

LBM模拟研究, 计算域取为矩形, 针对不同的气

泡数和气泡大小, 取适当的计算域大小: 双气泡计

算域大小取   , 多气泡取   , 气

泡群初始数量约为 800. 计算域四周边界取周期边

界. 在后处理过程中, 本文采用图像处理技术 (如

二值化、边界提取等), 对计算结果图片进行颗粒几

何特征提取, 可以获得气泡数、各个气泡的直径和

位置等信息. 

3   模拟结果与讨论

本节针对双气泡、多气泡熟化过程开展模拟和

分析. 前者在反映熟化特征的同时, 便于我们对相

关细节开展测试, 进而对 (模拟的)熟化过程物质

输运细节进行分析; 后者对标一般熟化过程, 期望

探讨蒸气泡群熟化过程的基本规律. 

3.1    双气泡熟化过程

τ = 1.0

R1 = 57, R2 = 60

d = 500 T = 0.8Tc

ρV = 0.01853, ρL = 0.3064

σ = 0.0075

本部分取   (该参数决定了流体的黏性,

本文暂不讨论其影响),   , 气泡间

距   ,    为例, 给出双气泡熟化过程

的计算结果. 该温度下, 气、液两相初始密度分别

为   , 气-液表面张力系数

 . 前期测算表明, 上述结果准确地再现

了介质的热力学状态 [20].

图 1(a)给出了双气泡熟化中大小气泡的发展,

显示了小气泡消失、大气泡增长的过程. 进一步统

计气泡半径可以发现, 两个气泡的大小在发展过程

中是振荡的, 这导致了气相区域总面积 (S )的振

荡 (图 1(b),(c)). 原因可能是在进行双气泡计算时,

密度、速度场初始化仍然不够精确, 引起了不平衡

(水动力)压力波在计算域内来回传播, 从而激励起

气泡的非物理振荡. 当滤除掉气相总面积的波动成

分后, 可以看出气相总面积是稳定的, 且熟化过程

最终形成的大气泡面积十分接近预设气相面积, 这

满足 LSW理论的质量守恒约束条件. 该守恒律与

水动力学作用占优的空化气泡发展过程有明显差别[20].

将气相总面积波动滤除以后, 可以获得更为光顺的

气泡半径演化过程 (见图 1(b)中的红线).

pL = pB − σ/R2 pB

pS = pB − σ/R1

t < 2000

另一方面, 提取熟化过程中不同时刻, 过两个

气泡中心的轴线上的密度分布演化结果 (图 2(a)).

可以看出, 在熟化过程中气泡内的密度基本保持不

变, 而在液相区压力有明显波动. 因此可以通过

Laplace关系获得液相压力分布: 大气泡周围的液

相压力较高 (  ,   表示气泡内的压

力), 小气泡附近的压力  (  )较低 .

图 2(b)给出了小气泡、大气泡中心, 以及计算域轴

线上液相区两个点 (图 2(a)中以箭头标记)上的压

力演化时序. 图 2(b)中,    时, 液相压力降

低, 反映了精确密度场的建立过程, 同时由于初始
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R1 ≈ R2

(pL − pS)t=1400 ≈
3× 10−4

阶段  , 因而液相中两个测点的压力差距几

乎分辨不出来; 随着气泡半径差距拉大, 液相压力

梯度逐渐明显起来. 这样的压力差异在量级上与

Laplace公式的预测也是符合的:  

 . 正是液相中的压力梯度, 驱动了介质往

小气泡一侧移动, 从而使原来的小气泡区域逐渐被

液相物质所填充. 这样的物质迁移机制替代了经典

的 Ostwald熟化理论模型中由离散相浓度梯度驱

动的物质迁移机制. 从本文结果看, Watanabe等 [14]

采用传统的颗粒扩散假设对蒸气泡群熟化过程进

行描述是有待商榷的.

进而基于平滑过的气泡演化数据对熟化过程

进行定量分析. 在双气泡条件下, (4)式和 (5)式变

得比较简单:
  {

Ṙi = ks (1/Rc − 1/Ri) , i = 1, 2

Rc = (R1 +R2)/2.

可以直接通过数值方法求解. 图 3给出了大、小气
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(a)

R2, R1 T = 0.80Tc, d = 500

S ks = 0.6845

图 1    双气泡熟化过程气泡演化　(a) 双气泡熟化过程相分部演化 ; (b) 大、小气泡半径 (  )演化 ,   ;

(c) 双气泡熟化过程中气相区总面积 (  )变化. 图 (b)和图 (c)中的红色曲线为滤波结果. 对应相变速率系数  

R1, R2 ∼ t T = 0.80Tc, d = 500

S ks = 0.6845

Fig. 1. Ostwald ripening for two bubbles: (a) Evolution of the two bubbles; (b) relation of    at   ; (c) evo-

lution of the total vapor phase area (  ). The red curves are filted results in pannels (a) and (b). Corresponding   . 
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=14000

图  2    双气泡熟化过程中密度、压力分布变化　(a) 双气泡中心连线上的密度分布及演化 , 箭头标记了压力测点位置 ; (b) 图

(a)中测点压力随时间的演化过程, 空心圈表示数值模拟结果, 曲线表示压力数据的平滑结果. 图标“SB”, “LB”分别表示小气泡和大气泡

Fig. 2. The pressure distribution in bubble and liquid phase during ripening: (a) Pressure distribution at different time, with the ar-

rows marking the detected point in pannel (b); (b) temporal pressure on the four marked points. The open symbols denote the simu-

lated results and the curves the smoothed results. Labels “SB” and “LB” denote large and small bubble, respectively. 
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ks

R1, R2

ks ks

ks

泡增长速率与相变驱动作用的关系, 曲线斜率即为

 . 结果表明当前模拟中气泡增长过程服从 LSW

理论预测的规律. 进一步改变  和 d, 发现上

述动力学关系仍然得到满足, 且在状态方程、温度

(T )一定的情况下  值不变. 由此可知,   可以由

介质的状态方程确定. 另外, 数据显示, 在熟化过

程末期, 数据点存在一定程度波动, 这可能会影响

 的拟合结果 (对比图 3插图). 这有可能是由于小

气泡在熟化末期, 界面运动速度过快, 从而引起了

水动力学效应 (与空泡溃灭相似). 考虑到图 3中

熟化末期数据点斜率基本与拟合直线斜率相近, 以

及对于不同算例气泡半径演化波动区较难判定, 下

文仍然采用该统计方法.
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R1/R2/d (57/60/500), (57/63/500),

(57/60/1000) ks = 0.6845

图 3    双气泡增长速率与相变驱动作用的关系, 实心点表

示小气泡, 空心点表示大气泡演化过程. “C1, C2, C3” 数据

分别对应计算条件 (  ) =  

 . 线性拟合数据点 (虚线 )得到   .

图中箭头表示熟化过程发展方向

dR/dt ∼ (1/Rc − 1/R)

R1/R2/d (57/60/500), (57/63/500), (57/60/

1000)

ks = 0.6845

Fig. 3. The  relation  of    .  The  closed

symbols  represent  small  bubble  evolution,  and  the  open

ones  the  large  bubble.  “C1,  C2”  and “C3”   correspond  to

the cases (  ) =  

 ,  respectively.  A  linear  fitting  shows  the  slope  of

 ,  and  the  arrows  show  the  directions  of  the

ripening processes for large and small bubbles, respectively.
 

值得一提的是 ,  Chai等 [29] 结合相场方法与

LBM对双气泡演化过程进行了模拟, 并基于相场

方程推导获得了气泡演化的解析解. 这对本问题具

有重要的参考价值, 然而也可以看出数学解在实际

工程中的应用仍然具有障碍. 

3.2    双气泡熟化过程的热力学参数影响

ks本节围绕  与介质状态方程的关系展开讨论.

文献 [19]在探讨状态方程参数对 LBM多相流模

a

R

拟稳定性影响规律时发现,   会改变气液界面的厚

度; b 参数可以影响热平衡状态下的气液密度, 但

不改变气液密度比; 而  对气液状态没有影响. 经

典热力学理论通常只考虑平衡状态, 本节研究从数

值角度给出相变速率 (非平衡过程参数)与状态方

程参数之间的依赖关系, 同时也可以为面向实际问

题的参数设定提供一定的参考.

ks ks

(a, b)

ks (a, b) = (1.0, 4.0)

ks

图 4给出了不同温度下的  值, 其中每个  点

综合了 3种不同初始构型下的双气泡演化过程

(参见 3.1节)获得. 结果显示, 尽管对固定  对,

 总体随温度 T 呈降低趋势 (见 

数据, 实心点), 但下降的非线性特征明显. 并且综

合所有数据,   对温度 T 的依赖性并不统一, 其同

时也决定于其他状态方程参数.
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图 4      对热力学参数的依赖关系　(a)不同温度和表面

张力下的气泡增长速率 , 其中实心点表示   条

件结果 , 空心点表示表示其他   对结果 ( 

 ); (b)   关系, 其中   表示介质相变所做

的机械功

ks

T -ks
σ-ks (a = 1,

b = 4) (a, b) = (1.0− 1.05, 3.75−
4.0) W -ks W

Fig. 4. Variation of     depending on the thermal paramet-

ers  in  ripening  process  of  dual  bubble:  (a)  The      and

   relations.  The  close  symbols  correspond  to   

 , and the opens for various  

 . (b) The    relation, where    denotes mechanical

work done in phase transition. 
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µ(p)

(a, b) T -σ

经典熟化模型基于两相界面张力 (s)解释了

Ostwald熟化的机理 [1,14], 其可以进一步引申为化

学势驱动的物质输运机制. 对于单组份两相等温过

程而言 , 化学势可以表达为压力的函数    
[30].

Watanabe等 [14] 给出了气泡界面上液体气化过程

的化学势变化, 相变速率具有包含 s 的前置因子.

然而他们在随后的标度律分析中, 忽略了前置因子

的作用, 因而热力学参数对于相变速率的影响并未

深入讨论. 本研究数值模拟结果 (图 4(a))表明, 单

纯的相变速率对表面张力的依赖关系同样也不能

统一地刻画相变速率的变化. 需要补充说明: 前期

测算表明, 对于固定  对,   关系具有很好的

线性度, 这与实验观测和相关理论预测是相符的 [31].

pdV

从前述温度越高相变速率越低的现象以及化

学势具有能量的本质出发, 可以设想: 随着温度趋

近于临界温度、两相之间密度差的减小, 驱动相变

所需的机械功 (  )也会相应减小. 我们基于状

态方程理论解提取了单位质量介质相变的功值, 

W = pV

(
1

ρV
− 1

ρL

)
.

ks-W图 5(b)给出了不同热力学参数条件下  

关系, 具有较好归一化特性, 并且也与线性变化趋

势较为接近 (其中的偏离可能是由于气、液密度同

时受表面张力影响所致). 由此推断, 等温条件下共

存两相的比内能差可以被看成是驱动相变的根本

原因, 相变速率与其有正相关关系. 

3.3    多气泡熟化过程

0—32

基于前面两节的讨论, 进而对多气泡熟化过程

开展分析. 如前文所述, 本节对密度场做简单初始

化, 重点参考 (11)式对气泡初始半径分布进行设

定: 在半径  范围内取 32个分度, 每个分度中

按照半径分布函数 (11)式分配气泡数量 (总数

800), 这些气泡随机在计算域内分布. 为了与理论

预测结果相对比, 计算域需要设得足够大, 以保证

气泡群在熟化过程中不发生碰撞/合并. 典型的多

气泡熟化过程如图 5(a)所示. 在气泡群熟化过程

中, 气泡数量逐渐减少 (小气泡消失)并伴随着留

存气泡尺度的增加, 相应气泡的临界 (平均)半径

亦会增大.

Rc图 5(b)给出了相应气泡群  和计算域内气相

所占面积的比例 (y)随时间的变化, 可见 Shan-

Chen-LBM多相流模型在相变速率主控的熟化模

拟中可以很好地保持气相面积的守恒性 ((7)式),
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图 5    气泡群熟化过程计算结果　(a)   气泡群熟化过程 ; (b) 气相面积演化 (  )和不同温度条件下气泡群

临界半径增长趋势,   全场气相面积占比; (c) 不同温度条件下计算域内气泡数量演化过程. 图中斜线显示了   标度律

T = 0.8Tc

ψ T = 0.8Tc R2
c -t

N ∼ t−1

Fig. 5. The simulated ripening process for vapor bubble cluster: (a) Bubble distribution in the ripening process as   ; (b) vapor

area  ratio  (  )  evolution  (  )  and      relations  for  different  temperatures;  (c)  bubble  number  evolutions  for  different

temperatures. The dashed line indicates the    scaling. 
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同时由于多泡的平均效应, 此条件下压力波造成的

气泡总面积波动也被抑制了. 气泡总面积的守恒保

t1/2

t−1

R2
c ∼ t

证了气泡群临界半径演化 (数值结果)的  标度

律关系  ((8)式 ), 以及气泡数量的   标度律

((9))式、图 5(c)). 图 5(b)中, 各组   的数据

点对应的斜率与双气泡条件下的气泡增长斜率相

匹配, 这说明多泡条件下的气泡增长与双泡时的机

理是一致的. 针对当前计算参数, 本文同时也调节

了计算域面积、气泡间距、气泡排布等几何条件,

所获标度律结果与展示结果一致 (误差小于 5%).

F

∂(ṘF)/∂R

ks R2
c

如前文所述, 在 LSW理论分析基于  的时间

相似性 ((11)式), 图 6(a)给出了采用有限差分方

法对联立方程组 (4)式—(6)式进行数值求解所获

得的结果. 其中, 空间微分项   采用迎风

格式进行离散, 时间推进采用显示格式 [32]. 方程

中   值采用了图 5(b)中测量获得的   数据点

斜率值: 

 

Fn+1
i −Fn

i

∆t
= −ks

Fn
i

R2
i

− ks

(
1

Rn
i

− 1

Rn
c

)
·
Fn

i −Fn
i−1

∆R
, Rn

i > Rn
c ,

Fn+1
i −Fn

i

∆t
= −ks

Fn
i

R2
i

− ks

(
1

Rn
i

− 1

Rn
c

)
·
Fn

i+1 −Fn
i

∆R
, Rn

i ⩽ Rn
c ,

Fn
i ≡ F(Ri, n∆t) ∆t, ∆R其中, 离散化变量   ,    表示

时间和“空间”离散分度. 与 LBM结果对比发现,

两者所预测的气泡半径概率密度分布函数在各个

时刻均符合较好. 由此说明, LBM方法不仅对气

泡熟化过程的总体趋势进行了很好的再现, 同时也

能对气泡发展过程中的细节加以捕捉, 这为进一步

开展复杂条件下的气泡熟化过程模拟奠定了技术

基础.

F

∝ σ/R

F

进一步仔细对比理论预测曲线与计算结果可

以发现: 计算结果在小尺度区域存在   上翘的趋

势, 并且在气泡极小区域存在数据点缺失的现象.

这主要是由于小气泡收缩的最后阶段表面张力作

用极大 (  ), 导致了水动力学意义上的“空泡

溃灭”现象, 使小气泡过快消失. 综合整个 R 数据

段的  分布结果可以知道, 小气泡的水动力学溃灭

作用对于大半径区气泡影响较小, 这可能是空泡溃

灭过程带来的压力波动在液相中传播. 可以想象当

压力波波长大于某个气泡的尺度时, 会明显影响相

变过程; 对于气泡而言这样的影响会比较小. 事实

上, 在计算结果中确实发现, 在熟化过程中, 一些

小气泡在收缩过程中存在抖动现象. 气泡溃灭的水

动力学效应特征是蒸气泡群熟化与颗粒或者乳状

液熟化过程的不同之处.
 

4   结　论

本文采用格子 Boltzmann方法对二维条件下

的蒸气泡群 Ostwald熟化现象开展数值研究 .

Shan-Chen多相流模型以及 Carnahan-Starling状

态方程用以捕捉真实介质的相变和相分离过程. 本

文针对二维条件重新推导了基于 Lifshitz-Slyozov-

Wagner理论体系的气泡系统特征参数的标度律关

系, 并针对相变速率主控的双气泡和多气泡系统熟

化过程开展了模拟和分析. 研究结果如下.

Ṙ = ks(1/Rc − 1/R)

Rc ∼

t1/2, N ∼ t−1

理论分析和数值模拟同时证实, 二维气泡群的

反应速率主控的熟化过程中, 气泡半径增长率受气

泡间化学势差异驱动, 服从   规

律 , 由此进一步导致气泡群统计参数服从  

 标度律. 该结果证实了格子Boltzmann

方法对复杂多相流-相变过程捕捉的适用性, 相对

于传统流体力学数值方法, 具有先天的优越性.

对于双气泡系统气、液两相密度场演化的仔细
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图 6    气泡半径分布函数演化结果

F −RFig. 6. The evolution of    relation in ripening process. 
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观测表明, 在熟化过程中液相密度分布具有时变波

动特征, 并且大气泡附近的压力高于小气泡周围的

压力. 这样的压力分布一方面折射了 Laplace压力

定律的内涵, 同时也显示液相内的物质输运由该压

力不均匀性驱动, 而非传统熟化理论中所提的浓度

梯度驱动的输运机理.

区别于经典熟化理论中忽略了界面移动的惯

性效应, 本文结果显示小气泡收缩的最后阶段, 水

动力学意义的空化气泡“溃灭”作用会加速小气泡

的消失, 从而造成气泡群半径分布函数的小半径分

支偏离理论预测值, 并且在细小气泡区造成函数曲

线的截断现象.

本研究基于格子 Boltzmann方法重点研究了

相变速率主控的蒸气泡群的熟化过程. 相对于基于

热力学平衡态假设发展出的理论、数值方法而言,

本方法具有更明确分子动力学基础, 可以作为微观

粒子运动与宏观物理现象的桥梁. 本研究为进一步

发展格子 Boltzmann数值方法、揭示相变机理, 乃

至解决实际的工程问题奠定了坚实基础. 在本研究

基础上, 可以进一步开展受限空间的颗粒群熟化现

象、温度影响、流动影响, 以及扩散主控熟化现象

等方面的研究.

感谢西北工业大学材料学院刘峰教授、中国科学技术

大学近代力学系黄海波教授、南方科技大学航空航天工程

系单肖文教授给予本工作的关注和讨论. 

附录 A

程针对连续性方  

∂F
∂t

+
∂

∂R

(
F dR

dt

)
= 0, (A1)

F基于颗粒熟化过程中  的相似性, 引入标度率关系: 

Rc ∼ tα, F(R, t) ∼ tβ f̃(R̃), Ṙ/Rc ∼ tγ ˜̇R(R̃),

R̃ = R/Rc Rc其中   (  为临界/平均半径值). 将 (A1)式代入

(二维)析出相体积守恒方程,  ∫
R2FdR = tβ+3α

∫
R̃2f̃dR̃ = const,

β = −3α可以得到  . 同时也可以获得体系中颗粒总数满足 

N ≡
∫

FdR = t−2α

∫
f̃dR̃ ∼ t−2α.

γ = −1

另外, 将前述标度律关系代回到连续性方程 (A1), 配平

t 的指数, 可以得到  , 因此只剩 a 未知.

在反应主控熟化过程中, 乳状液体系中小液滴的长大/

缩小的速率已经由前人讨论过. 针对蒸气泡问题, Watanabe

等 [14] 根据 Gibbs-Thomson公式, 对单位面积相变质量通

量进行了估算: 

Ṙ ∝ (ρeqR − ρR), ρ
eq
R = ρ∞ (1− λ/R) , (A2)

ρR ρ∞

ρeqR

其中,   表示气泡内蒸气的密度,   表示平直液面条件下

的气体平衡密度,    表示半径为 R 的气泡界面上的平衡

气体密度, l 为毛细尺度, 它由表面张力、温度、气体分子摩

尔体积决定. 由此可得 

Ṙ ∝ 1

R

[
R

Rc
− 1

]
, Rc =

(
ρ∞λ

ρ∞ − ρR

)
,

Ṙ/Rc ∼ ˜̇Rt−1由于  , 故
 

Ṙ

Rc
∼ 1

RRc
R̃, (A3)

 

Ṙ

Rc
∼ 1

R2
c

1

R̃
R̃

(
∼ t−2α) , (A4)

 

Ṙ

Rc
∼ t−1, (A5)

α = 1/2 Rc ∼ t1/2 N ∼ t−1即   . 更进一步   ,     (注意, 二维情

况下的标度律与三维有差别).
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two dimensional bubble group ripening process*

Chen Xiao -Peng 1)†    Feng Jun -Peng 1)    Hu Hai -Bao 1)‡

Du Peng 1)    Wang Ti -Kang 2)

1) (School of Marine Science and Technology, Northwestern Polytechnical University, Xi’an 710072, China)

2) (School of Aeronautics and Astronautics, Zhejiang University, Hangzhou 310027, China)

( Received 26 November 2021; revised manuscript received 17 February 2022 )

Abstract

Ostwald ripening refers  to  a  process  of  a  particle/droplet/bubble  system under  local  thermal  equilibrium

state  adjusting  the  size  distribution  spontaneously  to  reduce  the  total  surface  energy.  A  lattice  Boltzmann

approach is used to simulate the ripening process of a two dimensional vapor bubble cluster dominated by phase

transition  kinetics.  By  comparing  the  numerical  results  with  the  theoretical  prediction  derived  in  two-

dimensional  space,  it  is  shown that  the  lattice  Boltzmann method is  accurate  in  the  simulations.  The results

also  indicate  that  the  mass  transfer  in  liquid  phase  is  driven  by  hydrodynamic  pressure  distribution  and  the

hydrodynamic  collapse  of  the  bubbles  influences  the  size  distribution  function  in  a  small  size  region.  The

influence  of  the  parameters  in  the  equation  of  state  of  the  material  is  studied  further.  A  positive  relation

between  phase  transition  speed  and  specific  internal  energy  is  proposed,  which  enhances  the  thermal

fundamental of phase transition.

Keywords: Ostwald ripening, lattice Boltzmann method, phase transition, Lifshitz-Slyozov-Wagner theory
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