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频率啁啾对强场下真空正负电子
对产生的增强效应*
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(2022 年 1 月 21日收到; 2022 年 3 月 21日收到修改稿)

在强背景场下真空产生正反粒子对的研究中, 频率啁啾对增强粒子对的产生起着关键作用. 本文介绍了

狄拉克-海森伯-维格纳 (Dirac -Heisenberg-Wigner)、求解量子弗拉索夫方程 (quantum Vlasov equation)和计

算量子场论等方法, 并详细综述了它们如何应用到空间非均匀场、均匀含时场以及外部势场中正负电子对产

生的研究. 通过研究各种不同的场得到了不同参数 (如场强和基准频率)下产生的粒子动量谱和粒子对产额,

发现当频率啁啾形式或/和啁啾强度改变时结果受到显著影响. 在低频场下啁啾增强的数密度可提高 2—3个

数量级, 这主要是因为啁啾增加了场的高频成分, 从而低频强场和高频弱场相结合的动力学辅助机制起到了

很大的作用. 一般来说在高频情况下数密度只有几倍的提高, 说明动力学辅助作用被大大地抑制了. 在有空

间变化的场情形下, 对于小空间尺度变化的场, 无啁啾时本身的数密度不高, 但啁啾可以对数密度有数量级

的提高; 对于大空间尺度变化的场, 数密度逐渐趋于空间均匀的结果, 啁啾也能对数密度有几倍的提高. 通过

Wentzel-Kramer-Brillouin近似和转变点结构的物理分析和讨论可以对相关的数值结果进行理解. 最后简要

地给出了频率啁啾对粒子对产生增强效应可能的应用前景与展望.
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1   引　言

1928年狄拉克通过其创立的狄拉克方程在人

类历史上第一次理论预言了反物质——正电子的

存在 [1], 并于 1933年被安德森的实验证实 [2], 这一

事实表明量子电动力学 (quantum electrodynamics,

QED)真空中存在固有的虚粒子涨落. 早期 Sauter[3],

Heisenberg和 Euler[4] 采用了有效拉氏量方法进行

了研究, 发现 QED 真空可以在一定的场强条件下

通过隧穿产生正负电子对, 后来 1951年 Schwin-

Γ ≈ exp(−πEcr/E) Ecr =

m2c3/ (eℏ) ≈ 1.3× 1016 V/cm

Icr ≈ 4.3× 1029 W/cm2

ger用固有时方法计算得到了恒定电场中正负电

子对的产生率是   
[5], 其中  

 是施温格临界场强 ,

对应的激光强度则是  . 自此,

在强的背景电磁场下真空正负电子对的产生, 就被

称为施温格效应, 它是 QED中的一种非微扰现象.

由于其非微扰特性和观察它所需的极大场强, 理论

和实验的研究都有很大的挑战性 [6−8].

众所周知 , 随着上世纪八十年代 Strickland

和 Mourou[9] 发明的啁啾脉冲放大 (chirped pulse

amplification, CPA)技术的提出和应用, 激光强度
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1022—1023 W/cm2

1025—1026 W/cm2

E/Ecr ≈ 0.01—0.1

一直在增加 [10−15]. 特别是本世纪以来, 随着超强激

光技术的不断发展, 在不久的将来正负电子对产生

的实验观察的可能性将大大增加. 目前激光器的

激光强度已达到   , 许多计划中

的激光装置, 例如欧洲的极端光基础设施 (ELI)设

计的预期强度为  
[16], 另外 X 射线

自由电子激光器 (XFEL) 系统也预期可以实现

 的亚临界场强 [10]. 通过各种增强

机制来实现真空对的产生 [17−21], 这为未来先进激

光设施检测真空对的产生带来了希望 [16,22,23].

理论上, 已经在许多简单但重要的场的形式下

研究了真空的正负电子对产生. 例如, Nikishov[24]

研究了包括磁场在内的恒定外场, 人们也研究了交

变电场 [25,26], 特别是 Ritus[6] 和 Nikishov[27] 使用散

射矩阵方法对 QED中的对产生问题进行了详细

的分析和介绍. 到目前为止, 多种理论与计算方法

已经用来研究在强的外背景场下真空中的正负电

子对的产生问题, 一些常用的方法包括世界线瞬子

技术 [28−31]、量子弗拉索夫方程 (quantum Vlasov

equation, QVE)求解方法[32−34]、计算量子场论[35−37]、

狄拉克-海森伯-维格纳 (Dirac-Heisenberg-Wigner,

DHW)形式 [38−43] 等等.

为了达到降低正负电子对产生阈值的目的, 人

们试图控制场的时间和空间的脉冲形状, 广泛研究

了许多不同的场结构形式. 例如通过对亚周期结构

短激光脉冲对产生的研究 [44], 发现动量谱对相应

的外场参数极为敏感; 在空间非均匀脉冲场 [38] 下,

粒子对产生过程中会有粒子的自聚集效应. 也有研

究发现外场的有质动力在空间非均匀电场的多光

子对产生过程中有重要影响 [41]. 作为增加正负电

子对产生数额的重要一步, Schützhold等 [17] 提出

了动力学辅助机制, 即所加的电场是低频强场与高

频弱场的结合形式. 他们的研究发现, 组合场能极

大地提高粒子对的产生率. 此外, 频率啁啾效应也

被广泛研究, 是因为它们能影响时间依赖场 [45,46]

和空间非均匀振荡电场 [42] 下的粒子动量谱和总粒

子数. 有些工作研究了不同的组合场以增强正负电

子对的产生 [47−49], 尤其是对频率啁啾下与时间依

赖的单色和双色激光场中粒子对产生的增强效应

的研究 [34,50,51], 以及对既有时间依赖又有空间不均

匀性的单色和双色场频率调制下粒子对产生的增

强效应的研究 [52,53].

值得一提的是, 对超强场下正负电子对的产生

问题, 我们做了一些卓有成效的研究. 主要有两个

方面, 一是对频率啁啾场下正负电子对产生的增强

效应问题的研究 [34,42,46,50−53], 二是对一般性的椭圆

极化方面的研究 [30,46,49,54−56]. 我们最近的工作 [52,53]

则把相关研究拓展到了空间非均匀情形, 使用的啁

啾形式既有对称的, 也有非对称的; 场的形式有单色

场, 也有双色组合场; 场的振动频率有低频的, 也

有高频的, 或者高低频组合的, 等等. 有关QED下正

负电子对产生的研究可参看综述性文章 [6−8,40,57,58].

ℏ = c = 1

ℏ = e = m = 1

m

λc = 2πℏ/ (mc) = 2.43×

10−12 m τc = λc/c = 1.287× 10−21 s

mc

Ecr

本文主要介绍了 DHW 形式方法、 QVE 方法

和计算量子场论等方法, 并对空间均匀和非均匀的

含时频率啁啾单色场和双色动力学辅助组合场以

及组合势阱中正负电子对的产生问题进行了总结.

在本文中, DHW 形式方法和 QVE 方法使用自然

单位   , 计算量子场论方法采用原子单位

制  . 在自然单位制中, 所有物理量和

归一化的值都以电子质量  所对应的物理量及大

小来表示 , 如长度单位是  

 , 时间单位是  , 而动

量则是  =0.551 MeV/c, 最重要的一个物理量——

电场强度则是用  来归一化的.

γ = mω/ (eE)

γ ≪ 1 γ ≫ 1

γ O (1)

还需要指出的是, 在原子电离和这里研究的正

负电子对产生问题中, 有一个重要的物理参数是

Keldysh参数 [59],    , 用来描述场的隧

穿电离或正负电子对产生的势垒时间与场的周期

时间之比. 显然   和   分别对应了隧道效

应和多光子过程. 本文的很多研究除了上述两种情

况外, 也涉及了  情况下隧道效应和多光子过

程之间的相互影响和相互竞争.

本文的总体构架如下: 第 2节简要介绍所使用

的 DHW方法、QVE方法和计算量子场论方法 ;

第 3节给出空间均匀、非均匀含时场、具有啁啾的

动力学辅助双色场以及组合势阱下不同啁啾形式

的数值结果; 第 4节给出WKB与转变点介绍及其

对研究结果的半经典讨论; 第 5节是结论与展望. 

2   量子动理学方法和计算量子场论
方法

在给出具体的 DHW方法、QVE方法和计算

量子场论方法之前, 先简单介绍这几种方法的物理

思想、适用范围以及它们之间的相互联系.

DHW方法是正负电子对产生研究中适用
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范围广泛、功能强大的量子动理学方法之一. 用

DHW方法不仅能够研究含时的空间均匀外场情

况下的正负电子对产生, 还可以研究空间非均匀外

场情况下的正负电子对产生. 实时 DHW形式的出

发点是 Heisenberg绘景中的两个狄拉克 (Dirac)

场的对易子所构成的协变密度算符, 乘上Wilson

线积分后的等时密度算符具有规范不变性, 它对两

个 Dirac场的相对坐标进行傅里叶变换后的真空

期望值就是 Wigner函数. Wigner函数可以用一

组完备集作为基底进行旋量分解, 得到 16个实的

Wigner分量 (又称为 DHW函数), 这 16个分量包

括 1个标量、1个赝标量、4分量矢量、4分量轴矢

量和有 6个分量的反对称 2阶张量. 把这种分解形

式代入到 Wigner函数所满足的运动方程可以得

到 16个 DHW函数所满足的偏微分方程组, 此偏

微分方程组即为实时 DHW形式. 数值求解该偏

微分方程组便可以得到 16个 DHW函数, 进一步

可以得到产生的正负电子对的动量分布函数以及

动量积分后得到其粒子数密度. 这就是研究强场下

正负电子对产生的实时 DHW形式方法.

QVE方法是针对只有含时的空间均匀外场情

况下正负电子对产生的研究, 得到的 QVE方程是

量子动理学方程. 有两种方法可以得到 QVE方程,

一种方法是由上述的 DHW方法得到的方程通过

把外场限制在时间依赖的形式上而得到; 另一种方

法则是直接由狄拉克方程出发来得到, 其主要思想

如下: 首先把满足狄拉克方程 (其中含有时间依赖

的外场)的费米子波函数通过产生湮灭算符用两个

旋量 (分别对应于正负电子)态的叠加表示. 这两

个态的时间演化可以由一个互为复共轭的含时函

数的一阶 (时间)微分算子和一个共同的不含时的

旋量所构成, 于是原来的狄拉克方程就转化成了二

阶 (时间)微分算子的本征问题. 由于费米子自旋

矩阵和外加场的存在导致的哈密顿算符是非对角

的, 因此为了得到物理上可以理解的结果, 需要对

产生湮灭算符做波戈留波夫 (Bogoliubov)变换使

得哈密顿算符对角化. 这样由变换后产生湮灭算符

所构造的粒子 (准确说是准粒子)数的算符就能得

到含时的正负电子对产生数密度的分布函数. 它与

波戈留波夫变换式中的一个系数 (复数)的模有关.

这个系数模满足的方程的左端是其一阶的时间微

分, 右端则是一个从外场开始的时间直到当前时间

的积分, 而积分里含有未知的那个系数模本身, 这

便是直接得到 QVE方程的方法. 因此对分布函数

的方程本质上是一个微分-积分方程. 该方程既反

映了费米子的 Pauli阻塞效应, 也联系了外场作用

时间历史导致的非马尔可夫物理过程. 当外场逐渐

消失或关闭时, 得到的准粒子就是我们需要的或者

是实验上可观测到的真实的正负电子对.

下面再来谈谈计算量子场论方法. 众所周知,

在量子场论中, 每一种基本粒子都对应着一种场,

即使在真空中, 这些场都无处不在, 场的能量是量

子化的. 粒子的产生和湮灭是不同的场之间的能量

交换的结果. 量子电动力学是量子场论发展史中最

长和最成熟的分支. 它可以研究电磁相互作用的量

子性质, 如光子的发射和吸收、带电粒子的产生和

湮灭、带电粒子间的散射和带电粒子与光子间的散

射等. 在这个理论中, 带电粒子、光子和外场都用

统一的场的概念来描述. 为了更好地理解在非常强

的电磁辐射下原子电子的动力学过程, 从本世纪初

开始, Su 和 Grobe 等提出用劈裂算符的方法数值

求解含时的狄拉克方程, 并基于这一方法建立了一

维情况下的正负电子对产生的数值模拟框架, 被称

为是计算量子场论 (computation quantum field the-

ory, CQFT). 与传统的散射矩阵方法不同, CQFT

通过求解含时的狄拉克方程, 并定义任意时刻的量

子场论观测量, 从而得到含时演化的非微扰结果.

在对于含时单粒子波函数的求解中, 这种劈裂算符

方法精度较高, 能够很好地保证波函数在演化过程

中的完备性和归一性.

上述的三种方法相互之间是有机联系的, 各有

其优缺点和适用范围, 针对具体不同的外场人们可

以灵活使用不同的方法. 一般来说, DHW和 CQFT

都能处理既有时间依赖又有空间变化的外场情况,

但对于高维空间的场 CQFT处理起来于 DHW来

说更加复杂和困难; 而 QVE只能处理只是时间变

化的外场, 它是 DHW的一个特殊情形, 尽管两个

空间方向的时间依赖场也能做, 但很多情况下的研

究只是对一个空间方向的含时场进行. 对同样的时

空依赖的外场, 一些数值实验的例子表明, 用 DHW

和 CQFT两种方法给出的正负电子对产生的谱和

数密度结果是一致的. 

2.1    DHW 方法

DHW方法作为一个相对论性的相空间量子

动理学方法 [60,61], 已被广泛应用于真空正负电子对
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产生的研究 [38,43,46,48]. 其中最后要解的 DHW运动

方程是从有外场时费米子的狄拉克方程推导出来

的. 首先可由两个位置处的狄拉克场定义系统的协

变密度算符为 

Ĉαβ (r, s) = U (A, r, s)
[
ψ̄β

(
r − s

2

)
, ψα

(
r +

s

2

)]
,

(1)

r s U (A, r, s)

U (1)

其中   表示质心坐标,    是相对坐标,    是

为了保持  规范不变性引入的Wilson线因子 

U (A, r, s) = exp

[
ies

∫ 1/2

−1/2

dξA (r + ξs)

]
. (2)

s p通过对协变密度算符进行从  空间到  的傅里

叶变换得到协变Wigner算符: 

Ŵαβ (r, p) =
1

2

∫
d4seipsĈαβ (r, s) . (3)

考虑协变 Wigner算符的真空期望值可以得到

Wigner函数: 

W (r, p) = ⟨Φ|W (r, p)|Φ⟩. (4)

在狄拉克代数中 Wigner函数能够用 16个协变

Wigner分量展开为 

W =
1

4
(IS + iγ5P + γµVµ + γµγ5Aµ + σµνTµν) ,

(5)

S, P,Vµ,Aµ,Tµν其中的   分别是标量、赝标量、矢

量、轴矢量和反对称 2阶张量. 由于我们主要研究

粒子对产生, 可将其表示为初值问题, 因此可以通

过求能量平均转换到等时形式来实现, 即 

w (x,p, t) =

∫
dp0
2π

W (r, p). (6)

经过计算可以得到任意场下等时形式的运动方程

如下 (在等时下 (5)式中出现的物理量用相应的小

写符号表示): 

Dts− 2Π · t1 = 0, (7)
 

Dtp+ 2Π · t2 = −2ma0, (8)
 

Dtv0 +D · v = 0, (9)
 

Dta0 +D · a = 2mp, (10)
 

Dtv +Dv0 + 2Π × a = −2mt1, (11)
 

Dta+Da0 + 2Π × v = 0, (12)
 

Dtt1 +D × t2 + 2Πs = 2mv, (13)
 

Dtt2 −D × t1 − 2Πp = 0, (14)

t1 t2 tµν其中的  和  分别是反对称 2阶张量  的类电场

的３分量矢量和类磁场的３分量矢量, 而伪微分算

符和广义动量是 

Dt = ∂t + e

∫ 1/2

−1/2

dξE(x+ iξ∇p, t) ·∇p,

D = ∇x + e

∫
dξB(x+ iξ∇p, t)×∇p,

Π = p− ie
∫

dξξB(x+ iξ∇p, t)×∇p. (15)

p = a0 = v0 = 0 t2 = 0

众所周知, 这个含有 16个分量的微分方程组

((7)式—(14)式)在特殊情况下可以简化, 下面针

对文中研究的两种情形进行简单描述. 一是外加的

电场只是时间函数但有两个方向的情形 , 此时

  以及   , 从而 16个分量的微

分方程组可以简化为 10个分量的偏微分方程组: 

Dts− 2p · t1 = 0, (16)
 

Dtv + 2p× a = −2mt1, (17)
 

Dta+ 2p× v = 0, (18)
 

Dtt1 + 2ps = 2mv. (19)

s p v (µ = 0, 1)
二是研究的 1+1维空间非均匀的外加电场情况,

这时发现只有  ,   和  存在, 其余物理量

都是 0, 因此有 

Dts− 2pxp = 0, (20)
 

Dtv0 + ∂xv1 = 0, (21)
 

Dtv1 + ∂xv0 = −2mp, (22)
 

Dtp+ 2pxs = 2mv1. (23)

结合真空初始条件 

svac = −2m

ω
, vvac = −2px

ω
, (24)

ω =
√
p2x +m2其中   是单个粒子的能量, 得到粒子

数密度为 

n (x, px, t) =
msν(x, px, t) + pxv

ν(x, px, t)

ω (px)
, (25)

sν(x, px, t) = s− svac vν(x, px, t) = v − vvac

n (x, px, t) x

n (px, t) =

∫
dx
msν(x, px, t) + pxv

ν(x, px, t)

ω (px)

其 中   及  

是修正之后的Wigner分量. 从而粒子数密度的动

量空间分布可以通过   对空间   的积分获

得, 即   ,

再对其进行动量积分, 得到产生粒子总数为 

N (t) =

∫
dpxn (px, t) . (26)

λ为了研究空间尺度   的影响, 本文主要研究约化
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n̄ (px, t) = n (px, t) /λ N̄ (t) =

N (t) /λ

动量谱   和约化粒子数  

 . 

2.2    QVE 方法

E (t)

对于空间均匀的只有时间依赖的背景电场

 , 正负电子对产生的数密度分布函数可以表示

成如下形式: 

df (p, t)
dt

=
1

2

eE (t) ε⊥
Ω2 (p, t)

∫ t

t0

dt′
eE (t′) ε⊥
Ω2 (p, t′)

× [1− 2f (p, t′)] cos [2Θ(p, t′, t)] , (27)

Ω(p, t) =
√
ε2⊥ + (p∥ − eA(t ))

2

ε2⊥ = m2 + p
2
⊥ Θ(p, t′, t) =∫ t

t′
dτΩ(p, τ)

其中的   是产生粒子

(例如电子 )的能量 (  ),   

 . 如果引入两个辅助函数, 则 (27)式

的微分积分方程可以写成下面的关于三个未知函

数的常微分方程组: 

df(p, t)
dt

=
1

2
W (p, t)u(p, t),

du(p, t)
dt

=W (p, t) [1− 2f (p, t)]− 2Ω(p, t)v(p, t),

dv(p, t)
dt

= 2Ω(p, t)u(p, t),

(28)

W (p, t) = eE (t) ε⊥/Ω
2(p, t)这里  . 事实上方程 (28)

可以由 DHW在时间函数场下简化得到, 也可以直

接从狄拉克方程出发通过波戈留波夫变换得到 [61],

两者结果是一样的. 方程 (27)或 (28)一般称为量

子弗拉索夫方程.

f(p, t)

f (p,−∞) = u(p,

−∞) = v (p,−∞) = 0 dp⊥/(2π)2

最后, 单个粒子的动量分布函数  可以通

过解方程 (28)得到, 初始条件为  

 . 因此 , 每   的横向

动量空间微面积元内产生的粒子数密度随时间的

演化表示为 

n (t) = 2

∫ dp∥
2π

f
(
p∥, t

)
, (29)

2其中因子  是考虑了电子的简并度. 

2.3    计算量子场论方法

V (z, t)

ψ̂(z, t)

在量子场论中, 正负电子在势阱  中的时

间演化算符  满足 Dirac方程 [35−37,62],
 

i∂ψ̂(z, t)/∂t = [cαz p̂z + βc2 + V (z, t )] , (30)

αz β c V (z, t)其中  和  为 Dirac矩阵,   为真空中光速,  

z t

ℏ = e = me = 1

b̂p d̂fn

为   方向随时间   变化的外加强场. 本方法采用原

子单位制, 满足   . 现在引入正能级

的产生算符  和负能级的产生算符  , 将场算符展

开成如下形式: 

ψ̂(z, t) =
∑

p

b̂p (t)Wp (z) +
∑

n

d̂fn (t)Wn (z)

=
∑

p

b̂pWp(z, t) +
∑

n

d̂fnWn(z, t), (31)

p n∑
p(n)

Wp (z) =

⟨z|p⟩ (Wn( z) = ⟨z|n⟩)
Wp(z, t) = ⟨z|p (t)⟩×

(Wn( z, t) = ⟨z|n (t)⟩)

其中   和   分别代表正能态动量和负能态动量 ,

 代表对所有的正 (负)能量的求和,  

 为无外场时自由粒子的正 (负)

能量本征态. 需要注意的是,   

  是以自由粒子态为初始条件

随时间演化以后的单粒子态. 从 (31)式可以得到: 

b̂p (t) =
∑

p′
b̂p′Upp′ (t) +

∑
n′
d̂fn′Upn′ (t) ,

d̂fn (t) =
∑

p′
b̂p′Unp′ (t) +

∑
n′
d̂fn′Unn′ (t) ,

b̂fp (t) =
∑

p′
b̂fp′U

∗
pp′ (t) +

∑
n′
d̂n′U

∗
pn′ (t) ,

d̂n (t) =
∑

p′
b̂fp′U

∗
np′ (t) +

∑
n′
d̂n′U

∗
nn′ (t) , (32)

Upp′ (t) = ⟨p|Û (t) |p′⟩ Upn′ (t) = ⟨p|Û (t) |n′⟩

Unn′ (t) = ⟨n|Û (t) |n′⟩ Unp′ (t) = ⟨n|Û (t) |p′⟩

Û (t) = T̂ exp
{
− i

∫ t

0

dτ
[
cαz p̂z + βc2+

V (z, τ)

]}

其 中   ,    ,

 ,    , 时间

演化算符满足 

 .

ψ̂e(z, t) ≡
∑

p
b̂p (t)Wp (z)

在方程 (31)中, 描述电子部分的场算符定义

为  . 根据量子场论, 可以

知道产生的电子的密度可以表示为 

ρ(z, t) = ⟨vac|ψ̂f
e(z, t)ψ̂e(z, t)|vac⟩

=
∑

n

∣∣∣∣∣∑
p

Upn(t)W p (z)

∣∣∣∣∣
2

. (33)

通过对空间积分可得产生的电子数目: 

N (t) =
∑

p

∑
n
|Upn (t)|2. (34)

也可以得到产生的电子的动量谱: 

ρp (t) =
∑

n

|Upn (t)|2. (35)

经过以上理论推导, 得到了在一定场分布下真空产
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生粒子的概 q率密度和数目的具体表达式, 还可以

得到产生粒子的能谱特性. 在数值计算中, 首先用

劈裂算符法对时间演化算符进行处理, 然后通过傅

里叶变换和逆傅里叶变换对波函数进行演化, 最后

得到想要的数据. 

3   数值模拟与结果分析

首先来看看空间均匀含时场在有频率啁啾时

正负电子对产生的情形. 

3.1    空间均匀含时场

t = 0

2017年我们用求解量子弗拉索夫方程的方法

对一个和两个不同频率 (通常也叫一色场和二色

场, 这里的色是表示频率的意思)的激光脉冲场下

正负电子对产生问题研究了频率啁啾的影响, 发现

小的频率啁啾就可以使得动量谱发生移动 [34]. 另

外正和负啁啾的效应是一样的, 都能使正负电子对

产生增加, 但在   时改变啁啾符号则效应不一

样, 先正后负啁啾更能提高正负电子对的产额. 也

发现两色场比一色场啁啾时正负电子对产额的

增加更大, 而且较大频率啁啾的场起着主导作用.

进一步研究还发现, 随着两个场频率比的变化, 正

负电子对产生的数密度在小的频率啁啾下对频率

比不敏感, 但在大的频率啁啾情况下, 如果啁啾施

加于高频弱的那个场时, 数密度对频率比就非常

敏感.

本文使用的背景场形式, 对于一色场是 

E1 (t) = E0exp
(
− t2

2τ2

)
cos(bt2 + ωt), (36)

E0 = 0.1 ω = 0.02

τ = 100 b

其中参数选取为场强  , 原初频率  ,

脉冲宽度  ,   是频率啁啾参数, 根据有效频

率的最大值不超过原初频率的一般原则来确定其

变化范围. 对于二色场, 即两个电场之和, 它们有

相同的包络函数形式但是有不同的场强、原初频率

和啁啾参数, 即 

E (t) = exp
(
− t2

2τ2

)
[E1cos

(
b1t

2 + ω1t
)

+ E2cos
(
b2t

2 + ω2t
)
], (37)

E1 = 0.1 E2 = 0.01 = 0.1E1

ω1 = 0.02 ω2 = 0.2 = 10ω1 τ = 100

其中的参数选取为   ,    ,

 ,   , 脉冲宽度仍取  .

图 1是一色脉冲激光场下正负电子对产生的

ω < 0.1

ω > 0.1

数密度与原初频率的依赖关系, 三种情况分别是正

啁啾、负啁啾和无啁啾. 其中原始频率的变化范围

为 0—0.5. 可以看出, 当  时, 数密度先减小

后增大, 三条曲线基本一致. 当  时, 随着频

率的增加, 曲线呈明显的振荡, 这是由多光子过程

引起的. 显然没有啁啾时的振荡更为显著, 而频率

啁啾的加入导致了数密度的平滑和峰值的加宽, 并

且正和负啁啾的结果一样. 此外, 对于大多数频率,

啁啾激光脉冲产生的对的数密度高于无啁啾激光

脉冲产生的对的数密度. 随着原始频率的增加, 差

异变得更大, 甚至能达到三个数量级, 例如在最右

端频率约为 0.49时, 无啁啾曲线的谷底与对应处

的有啁啾时存在差异. 对两色场的研究表明, 数密

度提高更多, 而且较大的啁啾参数贡献大, 这里不

再详细描述, 可以参看参考文献 [34].
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图  1    一色脉冲激光场下正负电子对的数密度与原初频

率的依赖关系 (取自参考文献 [34])

Fig. 1. Electron-positron number density vs the original fre-

quency in one-color pulse laser field (from Ref. [34]) .
 

2019年我们使用实时狄拉克-海森伯-威格纳

DHW形式研究了强电场中的电子-正电子对产生 [46],

即 Sauter-Schwinger效应, 使用的电场为具有亚

临界峰值场强的均匀单脉冲场. 在线性频率啁啾下

分别对四种不同极化, 即线极化、椭圆极化、近圆

的椭圆极化和圆极化计算了相应的动量谱以及产

生的正负电子对的数密度. 研究发现动量谱计算的

细节取决于选择的极化、频率啁啾等导致的干涉效

应, 因此动量谱在不同情况下有相当大的变化. 产

生的对的数密度与表征极化的参数有较强的非线

性关系, 并且对啁啾参数的变化非常敏感. 特别值

得一提的是对于一些特定的频率啁啾而言, 数密度

可以提高 3—4个数量级.
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对于任意极化的场 

E (t) =
E0√
1 + δ2

exp
(
− t2

2τ2

)
[cos

(
bt2 + ωt

)
ex

+ δsin
(
bt2 + ωt

)
ey], (38)

E0/
√
1 + δ2 δ

E0 = 0.1
√
2 ω = 0.6 τ = 10

δ

其中  表示电场的幅值强度,   是椭圆极

化度. 研究中选取   ,    和   .

图 2给出了不同啁啾参数下产生的粒子数密度与

场极化度的依赖关系, 可以看出, 左右旋的相同椭

圆极化度  有一个预期的镜像对称性, 这也意味着

线性极化 d=0的情况可能提供了数密度的极值.

正如图 2(左上)所示, 小啁啾时的确如此, 但在较

大的啁啾时, 线极化出现的最大值变为最小值, 然

后在更大的啁啾下又再次变为最大值. 对于非常大

的 b, 甚至会出现额外的极值, 例如 b≥ 0.04. 然而,

更重要的是随着啁啾的增加, 峰值数密度显著增

加, 特别是当 b 从 0.02增加到 0.03时, 这种效应

最为显著. 对于所有极化而言, 其数密度都有至少

一个量级程度的增加.

啁啾情况下不同极化时的动量谱也表现出特

别丰富和有趣的结构, 这里不打算详细描述, 仅给

出一个示例, 如图 3所示. 可以看出, 随着啁啾的

增大, 动量谱逐渐呈现螺旋结构且向零动量的中心

处会聚.

2020年, 我们用求解 QVE的方法进一步研究

了如下形式的啁啾场: 

E1 (t) = E0exp
(
− t2

2τ2

)
cos[ωt+ bsin (ωmt)], (39)

b ωm

b = 1.0

ωm = 0, 0.07, 0.1

其中   和   分别是啁啾的调制幅度和调制频率.

图 4是当啁啾频率的调制幅度  固定时, 调制

频率分别是   时产生的粒子对的动

量谱, 其中动量谱各个峰上标记的数字是与场的傅

里叶变换中各种峰值谱的频率及其拍频后的频率

相对应, 反映了啁啾场是多重不同频率场的叠加,

而正负电子对产生是这些场的不同多光子过程的

组合, 显然不同频率和场强的配合在一定程度上体

现了动力学辅助机制的作用.

E0 =

0. ω (ωm, b) =

(0.022, 8.64) 2.03× 10−5 (ωm, b) =

(0.023, 2.34) 6.1×10−7

对动量谱的积分, 也就是谱函数曲线下面的面

积就是粒子对的数密度. 研究发现, 在有调制时, 粒

子数的增加在一些情况下是很惊人的, 如在场强 

 1下, 当中心频率   =0.5时, 调制参数  

 下 的 数 密 度   比  

 下的数密度  提高了约两个量级,
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图 2    在不同啁啾参数下产生的粒子数密度与场极化度的依赖关系 (取自参考文献 [46])

δFig. 2. The number density of created particles as a function of the field polarization    for different chirp parameters b (from Ref. [46]). 
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(ωm, b) = (0.009,  9.52) 7.63× 10−9而比   下的数密度  

相比更是提高了 3—4个量级.

总之, 利用量子动理学方法 (DHW或 QVE)

研究了激光场频率啁啾或调制下产生的电子-正电

子对的动量谱和数密度. 发现动量频谱呈现出明显

的干涉图样, 动量谱的峰值对应于对产生过程中吸

收的不同频率分量的光子. 此外, 还可以通过分析

转变点结构来定性理解干涉效应. 对对产生的数密

度研究表明, 数密度对啁啾参数非常敏感, 在某些

参数下它可以提高 2—3个数量级. 这些研究提供

了一种可能的新方法使得在未来实验中产生正负

电子对的数目能大幅增加.
 

3.2    空间不均匀且有时间依赖的场

其次, 在空间-时间都有依赖的场的情形下再

来看看频率啁啾是如何影响正负电子对产生的动

量谱和粒子对的数密度的.

 

1.0

0.5

0

-0.5



/
m

-1.0

2.36001.5730

T10-6

=0

0.78670

-1.0-0.5 0 0.5 1.0

/m

-1.0-0.5 0 0.5 1.0

/m

-1.0-0.5 0 0.5 1.0

/m

-1.0-0.5 0 0.5 1.0

/m

1.0

0.5

0

-0.5



/
m

-1.0

2.36001.5730

T10-6

=0.002

0.78670

1.0

0.5

0

-0.5



/
m

-1.0

2.36001.5730

T10-6

=0.003

0.78670

1.0

0.5

0

-0.5



/
m

-1.0

2.36001.5730

T10-6

=0.005

0.78670

-1.0-0.5 0 0.5 1.0

/m

-1.0-0.5 0 0.5 1.0

/m

-1.0-0.5 0 0.5 1.0

/m

-1.0-0.5 0 0.5 1.0

/m

1.0

0.5

0

-0.5



/
m

-1.0

2.36001.5730

T10-6

=0.010

0.78670

1.0

0.5

0

-0.5



/
m

-1.0

2.36001.5730

T10-5

=0.020

0.78670

1.0

0.5

0

-0.5



/
m

-1.0

2.36001.5730

T10-3

=0.030

0.78670

1.0

0.5

0

-0.5



/
m

-1.0

2.36001.5730

T10-2

=0.050

0.78670

图 3    圆极化时在不同啁啾参数下产生的粒子的动量谱 (取自参考文献 [46])

Fig. 3. Momentum spectra of produced pairs for circular polarization (from Ref. [46]). 
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b = 1.0 ωm = 0,  0.07,  0.1图 4    在调制幅度   下不同啁啾调制频率   时产生的粒子对的动量谱 (取自参考文献 [50])

ωm = 0,     0.07,  0.1 b = 1.0Fig. 4. Momentum spectra of produced pairs in the field Eq.(39) with    for (a)–(c), respectively when    is

fixed (from Ref. [50]). 
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3.2.1    高斯时间包络的非对称啁啾场

在研究工作 [42]中, 我们研究了如下 1+1形

式的空间-时间场: 

E (x, t) = εEcrexp
(
− x2

2λ2

)
exp

(
− t2

2τ2

)
× cos

(
ωt+ bt2 + ϕ

)
, (40)

ε = 0.5 ω = 0.7 τ = 45

ω = 0.1 τ = 25 λ

其中   , 对高频取   和   , 但对低

频则取  和  , 显然  是反映场的空间变

化的尺度.

ω = 0.7 τ = 45

b = 0.00078 b = 0.0016

λ

λ

图 5给出了高频  和  下取不同啁

啾参数  和  时产生的粒子对的

约化动量谱 (所谓约化的意思是对获得的物理量除

以空间尺度  , 后面的约化数密度也是如此). 可以

看出, 大的空间尺度与均匀时结果一致, 随着  减

小, 谱的峰值下降并向较大动量移动; 另外啁啾的

提高也增加了干涉效应.
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Fig. 5. Reduced momentum spectra of produced pairs in the

field Eq.(40) with     for (a) and     for

(b),  respectively,  when  high  frequency      is  fixed

(from Ref. [42]).
 

b = 0

图 6是约化数密度与空间尺度变化的关系, 值

得注意的有两点: 一是在无啁啾或者啁啾较小时,

大的空间尺度基本上与空间均匀结果接近 (见图 6

右端的平坦曲线部分), 当空间尺度减小时, 有时会

存在一个极大值 (如图 6中的虚线无啁啾时  

情形), 即最优化的尺度, 这主要是空间场变化和时

间场变化的联合效应导致的, 具体分析比较困难,

但定性上来说空间变化一般要减低产额, 而时间变

化要增加产额, 这样的非线性竞争所导致. 但不管

怎样, 非常小的空间尺度一定使得产额下降, 因为

电场在空间中的存在范围和强度都非常有限, 不能

有足够的能量提供正负电子对的产生, 当然因为量

子力学的隧道效应, 尽管很小, 但还是有一定的产

额. 另外一点尤其引人注目的是在大的啁啾下 (图 6

中最上面的点画线), 在小空间尺度下的下降趋势

减缓, 这说明大啁啾下粒子产额主要是吸收了高能

光子所致, 且小尺度对其影响有限.
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ω = 0.7 λ图 6      下粒子对的约化数密度与场的空间尺度  

的关系 (取自参考文献 [42])
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Fig. 6. Reduced  number  of  produced  pairs  in  the  field

Eq.(40)  with  respect  to  spatial  extent      when   

(from Ref. [42]).
 

ϕ

ϕ = π/2

对于慢振荡电场我们也进行了研究, 发现啁啾

和载波相位参数  对粒子动量分布有重要影响. 由

于篇幅所限这里不再给出详细描述. 但值得指出的

是强聚焦尺度使得啁啾效应在各种振荡模式下的

表现有显著不同. 特别是对于  , 随着啁啾值

的增加, 动量谱会合并, 并形成振荡图案. 这表明,

场的有限空间尺度会以不同方式呈现时间脉冲结

构的效果, 并通过额外维度使正负电子对产生过程

的非马尔可夫性质复杂化 [63].

进一步对有不同啁啾形式情况或有不同时间

包络的空间不均匀场进行了卓有成效的研究, 下面

分别介绍最近几个有特色的研究工作和得到的有

趣结果. 

3.2.2    高斯时间包络的对称啁啾场

第一个工作是研究了有限空间尺度下对称啁
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啾场中真空对的产生 [52]. 研究方法还是基于 DHW

的形式化理论, 在场的时间振荡部分考虑了余弦和

正弦两种形式. 发现动量谱对于对称啁啾非常敏

感, 对称啁啾对不同的空间尺度以及场的载波相位

还表现出不同的干涉效应. 约化粒子数通常随着啁

啾的增加而增加. 特别是在小空间尺度下, 当存在

啁啾时, 粒子数能增加 1—2个数量级. 此外, 还发

现与非对称啁啾时粒子数增加相比, 对称啁啾时粒

子数增加更大, 后者的粒子数大约是前者的两倍.

这一研究的 1+1形式的空间-时间场如下: 

E (x, t) = εEcrexp
(
− x2

2λ2

)
exp

(
− t2

2τ2

)
× cos (ωt+ b |t| t+ ϕ) , (41)

ε = 0.5 ω = 0.7 τ = 45

ω = 0.1 τ = 25

其中   , 对高频取   和   , 对低频

则取   和   , 显然除了啁啾是关于时间

正负具有对称性之外, 其余的参数选择和场的形式

与上述 [42] 一致, 这也是为了与文献 [42]中不对称

啁啾结果进行比较而方便的选择.

ω = 0.7 τ = 45

b

λ = 1000

图 7给出了高频  和  下取不同啁

啾参数   时不同空间尺度下动量谱的对称啁啾效

应. 可以看出, 在大空间尺度上, 如  时, 动量

谱对啁啾参数的变化非常敏感. 即使对于较小的啁

啾, 也可以观察到微弱的振荡, 见图 7(a)和图 7(b).

随着啁啾的增加, 动量谱中出现强烈振荡, 见图 7(c)

和图 7(d). 对于非零啁啾, 有效频率随着啁啾的增

如λ = 10 λ = 2.5

加而增加, 并提供更多能量以产生更多粒子. 因此,

这些粒子相互作用会对动量谱产生更明显的干涉

效应, 这一结果与均匀场的结果相似. 在小空间尺

度下,    和   时, 对于小啁啾, 振荡不

明显, 但我们在动量谱上观察到峰值分裂, 见图 7(a)

和图 7(b). 这一现象可以用有质动力效应来解释.

因为有质动力的大小与空间尺度的大小成反比, 因

此动量峰值在空间尺度 2.5时比 10时要更远离中

心些. 然而, 对于大啁啾, 有质动力分裂的峰值被

图 7(c)和图 7(d)所示的强的振荡所取代. 因为有

效频率随啁啾的增大而明显增大, 对外场频率的贡

献更大. 因此, 有质动力的相应效应减小, 而动量

谱发生强烈振荡的原因可以归咎于产生的粒子之

间很强的量子干涉效应.

b ⩽ 0.2ω/τ

b = 0.5ω/τ

图 8给出了不同啁啾参数下约化粒子数与空

间尺度的依赖关系. 可以看到, 粒子数随着啁啾的

增加而增强. 这种增强对于最大啁啾最为明显. 当

啁啾相对较小时, 如   , 粒子数随着空间

尺度的增加而迅速增加. 由于电场能量随着空间尺

度的扩大而增加, 因此在电场区域产生的粒子也相

应增加. 然而, 当啁啾非常大时, 如  , 粒

子数受空间尺度的影响较小, 在整个空间尺度上显

示出相对平坦的变化. 另一方面, 在较大的空间尺

度下, 随着空间尺度的增大, 每个啁啾参数的粒子

数都趋于常数. 这一点并不奇怪, 因为这时的场可

以看作是一个空间均匀场.
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ω = 0.7Fig. 7. Reduced momentum spectra of produced pairs in the field Eq.(41) for high frequency field with    (from Ref. [52]) . 
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我们注意到, 与无啁啾的情况相比, 在大的啁

啾情况下, 粒子数有一个数量级的提高. 为了获得

直观的认识, 表 1中对比了 (31)式的对称啁啾场和

(30)式的非对称啁啾场的结果. 显然对称啁啾的数

密度把非对称情况下的数密度又提高了约 2倍.

ω = 0.1 τ = 25图 9是低频场   和   时的动量谱 .

当没有啁啾时 (参见图 9(a)), 动量谱与参考文献 [42]

中的图 6(a)相同. 在大空间尺度, 如 500时, 即使

没有啁啾也可以观察到非常微弱的振荡, 见图 9(a)

实线; 有小啁啾时在图 9(b)中的动量谱两侧 (实

线)看到了更强的振荡. 对于较大的啁啾, 会出现

非常强的振荡, 同时动量谱会收缩并向正方向移

动, 见图 9(c)和图 9(d). 这些振荡可以理解为时间

场相反符号的大峰值产生的粒子间的干涉效应 [44].

当空间尺度缩小到 10 m时, 无啁啾下动量谱

上没有振荡. 对于小啁啾, 可以在左侧观察到一个

微弱的振荡, 同时, 动量谱展宽到负区域, 这是因

为具有一定动量的粒子离开了场区, 并错过了负场

峰值对其减速 [42]. 对于较大的啁啾, 动量谱上也会

出现强烈的振荡, 这是由来自相反场峰值所产生粒

子的干涉效应引起的, 见图 9(c)和图 9(d)的点画

线. 当空间尺度进一步减小到 2时, 对于小啁啾,

动量谱上没有观察到明显的振荡. 而对于较大的啁

啾, 则出现振荡, 但比较弱. 另外, 因为空间尺度很

小, 所以电场所做的功相应地也减少了, 因此产生

的粒子也会随之减少, 表现在动量谱上也不会观察

到明显的干涉现象.

 

101

=0

=0.05/
=0.10/
=0.20/
=0.50/

=0
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ω = 0.7 λ图 8      下粒子对的约化数密度与场的空间尺度  

的关系 (取自参考文献 [52])

λ ω = 0.7

Fig. 8. Reduced  number  of  produced  pairs  in  the  field

Eq.(41)  with  respect  to  spatial  extent      when   

(from Ref. [52]). 

 

λ = 10表 1    空间尺度  时不同啁啾下 (31)式对称

啁啾场与 (30)式的非对称啁啾场数密度及其比值

(参看文献 [52])

λ = 10

Table 1.    Reduced pair  number  and  ratio  of   sym-

metric  and  asymmetric  fields  for  different  chirping

when   (from Ref. [52]) .

ω/τ)b( Nsym Nasym Nsym/Nasym 

0.05 0.2680 0.1663 1.612

0.10 0.3274 0.1561 2.097

0.20 0.3178 0.1791 1.774

0.50 1.4340 0.7474 1.919
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ω = 0.1图 9    低频   下不同啁啾不同空间尺度时产生的粒子对约化动量谱 (取自参考文献 [52])

ω = 0.1Fig. 9. Reduced momentum spectra of produced pairs in the field Eq.(41) for low frequency field with    (from Ref. [52]). 
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ϕ = π/2

对此低频场情形, 我们也比较了对称啁啾与非

对称啁啾情况下的约化粒子数, 与不对称频率啁啾

的情况相比, 在对称啁啾的情况下, 约化粒子数几

乎没有变化. 通过画出得到的粒子数与空间尺度的

依赖关系发现与高频场类似, 但啁啾效应对其产额

提高没有高频时的大. 我们也研究了相位  

下相应的高频和低频场在不同空间尺度和不同啁

啾强度下的动量谱和粒子数产额等, 由于篇幅关

系, 不再详细阐述, 有兴趣的读者可以参看参考文

献 [52]. 

3.2.3    余弦时间包络的非对称啁啾场

我们还研究了如下形式的两个叠加的场: 

E (x, t) = E1s (x, t) + E2w (x, t)

= exp
(
− x2

2λ2

)
cos4

(
t

τ

)
[E1s0cos

(
b1t

2 + ω1t
)

+ E2w0cos
(
b2t

2 + ω2t
)
], (42)

E1s0 = 0.3 E2w0 = 0.075 =

0.25E1s0 ω1 = 0.1 ω2 = 0.7 = 7ω1

τ = 50

其 中 的 参 数 选 取 为   ,   

 ,   ,   , 脉冲宽度仍取

 .

图 10是各种空间尺度下不同啁啾时的约化动

量谱. 可以看出, 小啁啾下动量谱振荡不大, 即有

弱的干涉效应, 但大啁啾引起了复杂和大的振荡,

即产生粒子间的干涉效应加强了. 从图 10(d)还可

以看到, 下动量谱主峰旁边出现了一些额外的小

峰, 且与其他情况的结果相比, 这时动量谱的峰值

更高.

N1s+2w

N1s +N2w

λ = 2.4

图 11给出了作为各种空间尺度函数的不同啁

啾值下约化粒子总产量的增强因子. 增强因子的定

义是: 两个场同时存在时产生的粒子数   与

1和 2场单独存在时各自产生的粒子数简单相加

后的   的比值大小. 研究发现, 在准均匀

区域, 每个啁啾下的增强因子几乎是一个常数. 然

而, 在有限的空间尺度上, 增强因子的变化是复杂

的, 我们也发现对于小啁啾情形, 增强因子的变化

在   处最大, 而对于大啁啾情形, 则在 16处

最大.
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图 10    不同啁啾不同空间尺度时产生的粒子对约化动量谱 (取自参考文献 [53])

Fig. 10. Reduced momentum spectra of produced pairs in the field Eq.(42) for different chirping (from Ref. [53]). 
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λ图 11    粒子对约化数密度的增强因子与场的空间尺度  

的关系 (取自参考文献 [53])

λ

Fig. 11. Enhancement factor  of  reduced  number  of   pro-

duced pairs in the field Eq.(42) with respect to spatial  ex-

tent    (from Ref. [53]) . 
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表 2给出了几组不同情况下的增强因子, 可以

看到, 无论是对单个场啁啾, 还是两个场同时啁啾,

在优化空间尺度和啁啾参数下, 产生的粒子数都有

两个量级的增强.
 

3.2.4    组合势阱下的线性啁啾场

我们最新的一个工作是利用计算量子场论研

究了线性啁啾频率对组合势阱中真空产生电子-正

电子对过程的影响 [64]. 场的构型所对应的势如下: 

 

V (z, t) =


(V 1 + V2) sin(πt/2t0)S (z) , 0 ⩽ t < t0,

{V 1 + V2 cos[b(t− t0)
2
+ ω0 (t− t0) + ϕ]}S (z) , t0 ⩽ t < t0 + t1,

[V 1 + V2 cos(bt21 + ω0t1 + ϕ)] cos[π(t− t1 − t0)/2t0]S (z) , t0 + t1 ⩽ t < 2t0 + t1,

(43)

S (z) = {tanh [( z −D/2)/W ]−
tanh [( z +D/2)/W ]}/2 D W

其中前面的空间场是 

 , 显然   是势阱的宽度,   

是势阱边缘的宽度.

V1 = V2 = 1.5c2 W =

0.3/c D = 10/c t0 = 5/c2 t1 = 20π/c2

c2 c2 c2 c2

c2

b 1.6c2/t1

1.5c2

b = 0.8c2/t1

1.9c2 b = 0.1c2/t1

2c2

图 12是在参数选取为   ,   

 ,    ,    以及   下在

取不同基频 0.5  , 1.5  , 1.9  和 2.0  时所产生

的粒子对的数目与啁啾参数之间的依赖关系. 当基

频取 0.5  时, 随着啁啾参数的提高, 电子数先快

速增加然后缓慢减少, 粒子数从 1.87增加到 4.76,

这时的最佳啁啾参数   为   . 对于基频为

 的情况 , 最终产生的电子数从 4.19增加到

5.39. 当  时, 最终的粒子数达到最大值.

基频为   时, 当   时粒子数达到最大

值 5.65. 总的来说, 随着基频的增加, 最佳啁啾参

数却逐渐减小. 通过频率调制, 特别是对于基频较

低的情况, 电子的数量显著增加. 值得注意的是当

中心频率为  时, 随着啁啾参数 b 的增大, 电子数

反而直接减小, 这说明频率调制阻止了高基频下的

正负电子对产生.

ω0 < 2.0c2

b = 0

ω0 + bt1 2.0c2

表 3给出了几组不同基频下电子数目增长的

比值, 其中基频选取小于临界频率   . 当

 时, 组合势阱在恒定频率下产生的电子数目

最少. 随着基频的增长, 恒定频率下产生的粒子数

目迅速增加, 而调制后最大产生的粒子数基本不

变. 从二者的比值可以发现, 啁啾效应对低频区域

比较敏感, 可以使粒子数目提高 2—3倍. 另外还

发现, 随着基频的增加, 粒子数达到最大值时对应

的啁啾参数不断减小, 二者近似满足  =  .

ω0 + bt1

ω0 + bt1

图 13是电子数目随基频和啁啾参数变化的等

高线图. 可以发现, 当  等于同一常数时, 产

生的电子数目基本相同. 当  =0时, 组合势

 

表 2    优化空间尺度和啁啾参数下单个啁啾场或

两个啁啾场的增强因子 (参看文献 [53])
Table 2.    Optimal spatial  scales  related  to  the   op-

timal  enhancement  factor  at  the  chosen  optimal

chirp parameters (from Ref. [53]).

Different

chirping ωi/τ i = 1, 2
Chirp parameter

(  ), (  )

Spatial

scale/m–1

N1s+2w

N1s +N2w
 

b1Only  b1 = 0.9 λ = 2.4 94.756

b2Only  b2 = 0.3 λ = 2.4 133.584

b1 b2   and  b1 = b2 = 0.3 λ = 2.4 132.517
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图  12    产生的粒子对的数目与啁啾参数的依赖关系 (取

自参考文献 [64])

Fig. 12. Number of produced pairs in the field Eq. (43) with

respect to chirping parameter (from Ref. [64]). 

 

表 3    不同的基频下产生的电子数目的最大值和

最小值以及二者之间的比值 (参看文献 [64])
Table 3.    The  maximum,  the  minimum  number  of

created electrons and the ratio between them for dif-

ferent fundamental frequencies (from Ref. [64]).

ω0/c2 Nmin(b = 0) Nmax R(Nmax/Nmin) 

0.1 1.87 b = 1.8c2/t14.58 (  ) 2.45

0.2 1.85 b = 1.7c2/t14.69 (  ) 2.54

0.5 1.77 b = 1.6c2/t14.76 (  ) 2.69

1.0 2.30 b = 1.2c2/t15.13 (  ) 2.23

1.5 4.18 b = 0.8c2/t15.39 (  ) 1.29

1.9 5.42 b = 0.1c2/t15.65 (  ) 1.04
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ω0 + bt1

ω0 + bt1

ω0+

bt1 = 2.0c2

阱是由两个亚临界的静态势阱组成的超临界静态

势阱, 通过 Schwinger机制产生的正负电子对数目

较大. 当   增加到很小区域时, 其中一个静

态势阱变成了慢变的势阱, 有效相互作用时间减

小, 因此产生电子的数目降低. 随着   的继

续增加 , 产生的电子数目先增加后减小 . 当  

 时, 电子数目达到最大, 这也验证了上

一段中得出的结论.

ω0 = 1.5c2

b = 0.3c2/t1 ω0 + bt1 = 1.8c2

图 14是在频率调制的势阱在不同的调制参数

下的频谱. 在图 14(a)中, 调制参数为   ,

 , 频谱关于   对称. 对于

基频比较高的情况, 频率调制后的频谱会延展到超

c2 b

ω0 = 0.2c2 b = 0.9c2/t1

1.1c2 ω0 = 0.2c2

c2

b

高频率区域, 而超高频率区域对正负电子对的产生

具有抑制作用, 这也解释了为什么在图 12中基频

为 2.0  时产生的粒子数目随着参数   一直降低.

在图 14(b)中, 调制参数为  ,   ,

频谱关于频率  对称. 与固定频率  相

比, 调制后频谱从低频覆盖到高频区域, 高频成分

促进了多光子过程, 这是图 12中基频为 0.5  时,

随着啁啾参数  的增加, 正负电子对数目得到明显

提升的原因.

ω0 = 1.9c2 b =

0 ω0 = 1.9c2, b = 0.1c2/t1

D = 10/c, V 1 = 1.5c2时,

E1 = −0.4247c2,

E2 = −0.3069c2, E3 = −0.1361c2, E4 = 0.0680c2,

E5 = 0.2919c2, E6 = 0.5260c2, E7 = 0.7618c2, E8 =

0.9778c2 E =

1.56c2, 1.74c2, 1.95c2, 2.19c2, 2.44c2, 2.69c2, 2.91c2

E2—E8 E = Ei + 1.9c2 i

E′ = 2.01c2, 2.27c2, 2.54c2,

2.8c2 E′ = Ei + 2.0c2 i

E′ = 1.47c2 E′ = E1 + 1.9c2

ω0 = 1.9c2

ω0 ω0 bt1

E = Ei + 2ω0

E′ = Ei + 2(ω0 + bt1)

E′ = Ei + 2ω0

E = Ei + 3ω0

E′ = Ei + 3(ω0 + bt1) E′ = Ei + 3ω0

图 15是固定频率和啁啾频率下产生的电子的

能谱, 其中黑色虚线代表固定频率  ,  

 , 红色实线表示啁啾频率  .

其他参数和图 12相同. 在图 15(a)中包括单光子

过程、双光子过程和单光子过程的能谱. 与固定频

率相比, 啁啾频率下能谱向右移动, 能谱变宽和变

高. 在图 15(b)—图 15(d)中分别对三个多光子过程

进行能谱分析. 势阱参数为   

静态势阱共有 8个束缚态, 分别为 

        

         

 . 在图 15(b)中, 对于固定频率, 峰值  

 对

应着  , 满足关系式  (  =2—8);

对于调制频率情况, 峰值 

 满足关系式   (   = 4—7), 其中

 满足   . 固定频率时吸收

的光子能量只有  , 频率啁啾时吸收的光

子能量包含  和  +  . 频率调制提供多种能量

的光子, 促进了单光子过程. 在图 14(c)的双光子

过程中, 固定频率下能量峰值满足   ,

啁啾频率时能量峰值满足   和

 . 同理对于三光子过程, 如图 15(d),

在固定频率下, 满足   , 啁啾频率时能

量峰值满足  和  .

研究中我们得到了不同频率调制参数下电子

数和能谱的数值结果. 通过与固定频率的比较, 发

现频率调制对电子数有显著的增强作用. 特别是当

频率较小时, 适当的频率调制增强对应多光子过

程, 从而促进了对产生. 然而, 高频振荡组合势阱

下产生的粒子数在频率调制后减少了, 这是高频抑

制的原因. 粒子数随频率和频率调制参数变化的研

究, 为将来可能的实验能提供必要的理论参考. 
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图  13    电子数目随着基频和啁啾参数变化的等高线图

(取自参考文献 [64])

Fig. 13. The  contour  plot  of  the  electron  number  varying

with  the  fundamental  frequency  and  the  chirp  parameter

(from Ref. [64]). 
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图  14    不同的调制频率参数下频率调制的势阱的频谱

(取自参考文献 [64])

Fig. 14. The  frequency  spectrum  of  frequency  modulated

potential  well  with  different  modulation  parameters  (from

Ref. [64]). 
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4   WKB近似和转变点结构

空间均匀时间依赖的外电场下真空正负电子

对的产生类似于量子电动力学中的过势垒散射问

题, 产生粒子对的动量分布函数可以通过反射系数

得到, 因此对于旋量 QED, 其近似表达式为
 

N≈
∑

ti
e−2Ki+

∑
ti ̸=tj

2cos(2θ(i,j))(−1)
i−je−Ki−Kj ,

Ki =

∣∣∣∣∣
∫ ti

t∗i

ω(p, t)dt

∣∣∣∣∣ i

θ(i,j) =

∫ sj

si

ω(p, t)dt i

j ti

ω (p, t) = 0 i si

ti ω(p, t) =√
ε⊥2 (p) +

(
p// − eA (t)

)2
(t1, t

∗
1) (t2, t

∗
2)

N ≈ e−2K1+

e−2K2 − 2cosθ(i,j)e−2K1−2K2

其中   是第   的转变点对粒子数

产生的贡献,    是第   对的转变

点和第   对的转变点的相互干涉项,    表示反射

势   的第   个时间点 , 即转变点 ,    是复

转变点   的实部 . 我们定义的总能量为  

 . 特别地, 对于旋量QED,

在有两对转变点   和   时 , 那么粒子数

公式中就会只有一个干涉项, 因此有  

 .

Ki

从上面的粒子数表达式可以看出, 一对复共轭

的转变点离实数轴越近, 其中的积分  就越小, 从

而对粒子数的贡献就越大, 另一方面, 如果两对转

变点之间的横向距离越近, 那么相互干涉效应就越

显著, 从而动量谱中的振荡行为就越明显. 这一点

被大量数值结果所证实.

E2w

b2 = 0.9ω2/τ

E1s E2w

b2 = 0.9ω2/τ

图 16是在场方程 (42)下当空间依赖函数不存

在也就是纯的时间场时得到的转变点结构. 图 16(a)

中, 黑点是无啁啾时只有弱场  的转变点, 而红

点是具有大啁啾  时的转变点. 显然, 与

无啁啾 (黑色)的情况相比, 啁啾 (红色)的情况下,

位于正实数区的转变点要多得多, 并且它们更接近

实轴. 这意味着在大的啁啾下粒子数密度增加, 并

且干涉效应增强, 这就是为什么在动量谱上可以观

察到更强的干涉效应的原因. 作为进一步比较, 我

们将强场   添加到弱场   中, 使模型成为双色

场. 图 16(b)中绘制了转变点结构, 啁啾仍选取为

第二个场的   , 但第一个场无啁啾 (参

见蓝色圆点). 从图 16(b)可以看出, 与单色啁啾弱

场 (红点)相比, 对于双色场, 即使强场没有啁啾只

是保持了弱场的啁啾, 此时的转变点结构也有很多

变化, 特别是占主导的一对蓝色转变点非常接近实

轴, 并且在其右侧出现了更多的点. 因此, 与图 16(a)

对应的动量谱结构相比, 图 16(b)参数下的动量谱

中出现更明显的干涉效应和更加剧烈的振荡行为
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图 15    固定频率 (黑色虚线)和啁啾频率 (红色实线)下产生电子的能谱 (取自参考文献 [64])

Fig. 15. Energy spectrum of created electrons under the fixed frequency (the black dotted curve) and the chirp frequency (the red

solid curve) (from Ref. [64]). 
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就不难理解了.

当然, 其他动量谱也可以通过相应的转变点结

构通过类似的讨论来理解. 由于作为半经典WKB

近似的物理图像是简单有效的, 对于更多情况, 无

需重复演示. 这里需要指出的是, 在正负电子对产

生的研究中, 除了用 WKB的物理图像来理解之

外, 用其他方法对动量谱特征和粒子对产额的精细

理解也是可能的, 如从能级之间的交叉和免交叉的

角度进行细致的分析等 [65], 当然更多的物理机理

和理解值得在将来做进一步的研究和探索. 

5   结论与展望

本文详细报道了有频率啁啾时外加强的背景

场对真空下正负电子对产生的增强效应, 其中对外

加场的形式和个数、场的强度和基频以及频率啁啾

的形式和对称性等都有不同的考虑和研究. 总的来

说, 可以总结出以下几条结论:

1) 对空间均匀的含时场, 啁啾效应对于椭圆

极化具有非线性的依赖关系, 动量谱具有涡旋结构

且在大啁啾下向小动量的中心收缩; 产生的粒子数

在啁啾下均有不同程度的提高, 在一些合适的场参

数和啁啾参数下, 能提高 2—3个数量级甚至更高.

2) 对空间不均匀同时有时间依赖的 1(空间)+

1(时间)场, 发现啁啾效应对于低基频场和高基频

场均有增强效应. 啁啾对于小空间尺度的场的影响

更大, 啁啾增强更高. 啁啾的对称性比非对称性对

粒子数的增强更好.

3) 对空间不均匀同时有时间依赖的 1(空间)+

1(时间)的组合场, 发现啁啾效应配合组合场的动

力学辅助效应对粒子数产生的提高起到了更大的

作用. 与一个场类似, 啁啾对于小空间尺度的场的

影响更大, 啁啾增强也更高.

4) 对有空间变化和时间振荡的组合势阱场,

发现线性频率调制对产生的粒子数有显著的增强

作用. 特别是当频率较小时, 适当的频率调制增强

对应了多光子过程, 从而促进了对产生. 然而, 高

频振荡组合势阱下产生的粒子数在频率调制后有

所减少.

上述关于动量谱和粒子数随场的各种参数变

化而变化的结论可以从势散射的半经典WKB方

法以及对应的转变点结构等物理图像上加以理解

和认识. 当然各种结果背后的非线性物理机理仍

需要新的理论和方法的探索来对其进行进一步的

理解.

就此研究方向, 即频率啁啾对粒子对产生的增

强效应未来可能的发展, 我们认为以下几点值得进

一步深入研究: 1)理论上搞清楚频率啁啾除了改

变场的频谱范围从而使得多场的动力学辅助机制

起到了作用外, 是否还有其他的非线性机制? 2)两

个空间上只有时间依赖的极化场在有啁啾情况下

触发的动量谱涡旋结构的物理原因还不是很清楚,

这个带有角动量信息的结构对于探测外加场的频

率、极化度和场强分布等有很大意义; 3)动量谱的

干涉效应在啁啾下非常敏感, 这与产生的粒子对之

间WKB转变点波函数之间的关系有非常密切的

联系, 并且它们带有鞍点结构的拓扑特性, 这些效

应与整体的粒子对产生的增强之间的联系有没有

更一般性的规律? 其对动量谱结构的调控 (如限制

其动量存在范围, 或让动量分布定向在事先设定的

位置等)是否有可能潜在的应用 (如可产生大通量

的单能正电子束等)? 4)频率啁啾在一些情况下使

粒子对产额提高 3—4个数量级, 也就意味着对在

实验上可能观测到的粒子对产生的场的阈值条
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图 16    动量为 0时的时间复平面上的转变点 (取自参考文献 [53])

Fig. 16. The turning points of complex time-plane when the momentum is zero (from Ref. [53]). 
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件有显著降低, 如何在目前已有和不久的将来建造

好的实验装置上通过频率啁啾技术和能达到的激

光强度实现真正可观的粒子对的产额? 总之, 这些

问题既有进一步探索的必要并具有一定的挑战性,

也提供了强场物理中具有应用前景的很多的研究

机遇.

感谢 Reinhard Alkofer教授以及与李子良、古丽、卡斯

木、马木提江、龚驰等在文章所述课题方面的合作研究与物

理讨论.
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Abstract

In this review article, we show an important aspect of electron-positron pair production from vacuum under

strong background field where the frequency chirping plays a key role in enhancing the pair production. A series

of researches on the enhancement effect of frequency chirp on electron-positron pair production in strong field is

summarized.  Three  approaches  are  introduced,  i.e.  the  Dirac-Heisenberg-Wigner  formalism  used  to  treat  the

spatial  inhomogeneous  field  or/and  multidimensional  homogeneous  time-dependent  field,  quantum  Vlasov

equation to  cope with the  one-dimensional  homogeneous  time-dependent  field,  and the  computation quantum

field  theory  employed  to  study  the  problem  with  external  potential.  Some  interesting  results  about  the

momentum spectrum structure of created particle and the yielding of pair numbers are demonstrated for various

different field parameters such as field strength and central frequency, in particular their significant influence on

results when the frequency chirping form or/and strength are changed. In general, the number density can be

improved  by  2-3  orders  of  magnitude  with  the  strengthening  of  frequency  chirping  in  comparison  with  that

without  chirping  for  low  frequency  field,  which  is  attributed  to  the  effect  that  the  dynamically  assisted

mechanism  plays  a  significant  role  since  the  chirping  expands  the  frequency  spectrum  of  field.  For  high

frequency field, however, this effect is suppressed so that the number density is enhanced by about a few times.

For spatially inhomogeneous field,  field changing on a small  scale does not make the number density so high

and the frequency chirping can enhance the yield in the order of magnitude, while the field changing on a large

scale makes the number density to approach to that of homogeneous field and the chirping increases the yield

by  a  few  times.  These  numerical  results  can  be  understood  by  the  Wentzel-Kramer-Brillouin  (WKB)

approximation  and  the  structure  of  turning  points.  Finally  the  possible  applicable  prospects  of  the  electron-

positron pair production by the frequency chirping are presented briefly.
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