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求解了两条相同的耦合 Frenkel-Kontorova (FK) 链在低温、有限温和高温情况下的格波解及色散关系,

进而研究了耦合 FK双链的晶格振动特点. 结果表明, 耦合 FK双链的色散关系包含一个声学支和一个光学

支, 两者的频谱范围和频率禁带与 FK链的恢复力系数、链间耦合强度系数均有关联, 低温和有限温的情况

还与外势深度有关系. 并且研究发现当链间耦合强度较小时, 不存在频率禁带; 当链间耦合强度逐渐增加到

某一临界值后, 频率禁带出现, 且随着链间耦合强度增加, 频隙不断变大, 这是因为光学支随着链间耦合强度

增加不断向高频方向移动. 此外, 还发现带隙结构出现的临界链间耦合强度始终为 FK链恢复力系数的 2倍,

并不受温度的影响. 本文还研究了给定链间耦合强度下温度对耦合 FK双链色散关系的影响规律. 本研究内

容可为分析链间界面耦合和温度对晶格的振动特点和物理性质的影响提供理论依据, 从而对于能量输运、热

调控等实际应用发挥重要的指导作用.
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1   引　言

目前中国芯片虽已步入世界领先, 但仍存在芯

片散热等卡脖子问题 [1−4]. 而解决这些问题的关键

步骤一定会涉及到固体中的热传导问题和高性能

导热材料. 对于固体中的热传导可以分为电子导热

和晶格导热. 对于非金属和一般半导体结构中的热

传导主要是晶格的导热, 其来源于晶格振动的格

波. 格波是固体物理中典型的集体激发, 它代表系

统内所有原子在各自的平衡位置附近振动的一种

集体模式. 在简谐近似下格波是相互独立的, 声子

是指格波的量子. 一个格波, 即一种振动模, 称为

一个声子模式. 它是晶格原子集体运动状态的激发

单元, 因此系统一般状态可看作是这些独立的基本

激发单元 (声子)的集合. 引入声子概念后, N 个原

子的耦合振荡问题在简谐近似下就被约化为无相

互作用的理想声子气体来进行理论分析和处理, 由

此可以很好地解释晶体热力学性质的微观机制.

最早物理学家们以一维单原子链为固体材料

的简化模型, 在简谐近似下研究了一维单原子链的

格波理论及色散关系 [5,6]. 考虑到实际固体往往是

非线性的, 需加入非线性作用, 而非线性作用的出

现使得声子与声子相互作用, 导致色散关系在一般
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情况下很难解析求解. 有些情况温度比较低时, 可

将系统的非线性项看作是一个小的微扰, 运用标准

力矩阵扰动法可以解析得到色散关系 [7]; 而温度比

较高时, 小的非线性微扰近似已不再成立. 近些年

来研究学者们提出了声子谱能量密度 (spectral

energy density, SED)方法 [8−10] 和有效声子理论

(effective phonon theory, EPT)[11−13] 来预测非线

性系统的色散关系. 这两种方法在高温下也可以准

确地预测非线性系统的色散关系. 但值得注意的

是, 上述预测色散关系的理论大多适用于独立的固

体结构和独立的晶格链模型. 但在实际应用中, 固

体材料往往不是孤立存在的, 最常见的为耦合式结

构, 例如广泛应用于芯片散热、航空航天等领域的

碳纳米管阵列 [14−17] 和多层石墨烯 [18−22] 等纳米材

料. 耦合式的结构会导致界面的出现, 这时除了非

线性导致的声子与声子相互作用, 还会出现声子与

界面的作用, 从而影响到系统的色散关系. 目前关

于这方面的研究还十分匮乏, 因此非常有必要研究

耦合系统的格波理论及色散关系.

本文选取耦合 Frenkel-Kontorova (FK) 双链

模型来研究耦合系统的格波理论. FK模型是在

1938年由 Frenkel和 Kontorovaza[23] 两位物理学

家在研究晶体位错运动时首次提出. 此模型形式简

单, 是一个置于外部周期势场中和最近邻粒子间存

在简谐相互作用的原子链模型. 它可以很好地描述

广泛的非线性物理现象, 例如电荷密度波的传播、

在晶格表面原子吸附层的动力学, 以及磁有序结构

中的磁畴壁等; 在凝聚态物理和统计物理研究中也

被广泛地用来模拟系统的热传导及声子输运过程.

因此我们采用耦合 FK双链模型. 本文主要计算了

在低温小振动近似、有限温、高温近似情况下耦合

FK双链的格波解及色散关系. 具体讨论了色散关

系曲线的分布情况、频谱范围和带隙结构的影响因

素等. 并且给出了温度对耦合 FK双链色散关系的

影响规律. 研究结果可为分析链间界面耦合对晶格

的振动特点和物理性质的影响提供理论依据. 

2   耦合 FK双链的色散关系
 

2.1    耦合 FK 双链模型

考虑两条相同的耦合 FK链模型 (如图 1所示),

选取最简单的链间耦合作用, 即链 1与链 2通过简

谐耦合作用相连接, 耦合强度为 kc. 为计算方便,

m un,j

n n j

a

j

a

取两条 FK链的原子质量相同均为   .     表示

链  (  = 1, 2)中第  个粒子偏离平衡位置的位移.

假设每条链中相邻原子之间的平衡距离为  , 两条

链当中的第  个粒子对为一个原胞, 所以原胞的大

小为  .
 
 

...

...

...

...

链1

链2

图 1    耦合 FK双链模型示意图

Fig. 1. Schematics of the coupled FK chains model. 

2.2    低温近似下耦合 FK 双链的色散关系
 

2.2.1    色散关系计算方法

kn Un(un,j) =

−Vsub,n(2π)−2 cos(2πun,j) Vsub,n n

j

FK链中相邻原子间的相互作用力是线性恢复

力, 设恢复力常数为  (n = 1, 2), 外势 

 ,   为链  的外势深度.

则耦合 FK双链中第  个原胞内两个原子的运动方

程为 

mü1,j = k1(u1,j+1 + u1,j−1 − 2u1,j)

− Vsub,1

2π
sin 2πu1,j + kc(u2,j − u1,j),

mü2,j = k2(u2,j+1 + u2,j−1 − 2u2,j)

− Vsub,2

2π
sin 2πu2,j − kc(u2,j − u1,j). (1)

(1)式很难解析求解, 在低温情况下, 原子的动能

较小, 其活动范围主要限制在 FK 链外势的势阱

中. 因此, 在低温小振动近似下, 耦合系统相应的

运动方程可以写为 

mü1,j = k1(u1,j+1 + u1,j−1 − 2u1,j)

− Vsub,1u1,j + kc(u2,j − u1,j),

mü2,j = k2(u2,j+1 + u2,j−1 − 2u2,j)

− Vsub,2u2,j − kc(u2,j − u1,j). (2)

设该方程组有行波解: 

u1,j = A1ei(ωt−qja),

u2,j = A2ei(ωt−qja). (3)

a ω其中,    为每条链中相邻原子之间的平衡距离,   

为频率, q 为波数. 将 (3)式代入 (2)式中可以得到
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A1 A2关于振幅  和  的方程组: 

(−mω2 − 2k1cosaq+2k1+kc+Vsub,1)A1 − kcA2=0,

(−mω2 − 2k2cosaq+2k2+kc+Vsub,2)A2 − kcA1=0.

(4)

方程组 (4)式有非零解的条件是其系数矩阵

的行列式等于零, 即  ∣∣∣∣ D1 −kc
−kc D2

∣∣∣∣ = 0. (5)

这里令 

D1 = −mω2 − 2k1cosaq + 2k1 + kc + Vsub,1 ,

D2 = −mω2 − 2k2cosaq + 2k2 + kc + Vsub,2 . (6)

由此可得 

D1 ×D2 − k2c = 0, (7)

ω2

Vsub,1=Vsub,2=V

这是关于   的一元二次方程, 取相同的外势深度

并令  求解 (7)式可得 

ω2
± =

1

m

[
2(k1 + k2)sin2

aq

2
+ kc + V

]
± 1

m

√
4(k1 − k2)

2sin4 aq

2
+ k2

c . (8)

k1 = k2因为两条 FK链相同, 所以  , 可以得到 

ω2
− =

1

m

(
4k1sin2 aq

2
+ V

)
,

ω2
+ =

1

m

(
4k1sin2 aq

2
+ 2kc + V

)
. (9)

 

2.2.2    色散关系结果分析

ω−

ω+

ω− j

ω+

∆ω− ∆ω+ ∆ω′

(9)式给出了两条相同的耦合 FK链系统在低

温小振动近似下的色散关系. 可以发现声学波的色

散关系 (  )始终与单条 FK链结果 [24] 完全相同,

并不随链间耦合作用而发生变化; 而光学波的色散

关系 (  )随链间耦合作用增强向高频方向移动.

这是因为对于声学支  , 第  个原胞中的粒子对在

做同向运动, 运动完全一致, 像一个刚体一样整体

地振动, 因此对应的色散关系与单条 FK链结果完

全相同. 但值得注意的是这里只是色散关系表现形

式与单链相同, 仍然是两条链所有原子集体运动的

结果. 对于光学支  , 第 j 个原胞中的粒子对在做

相对振动, 运动完全相反, 运动中保持它们的质心

不变, 对应的光学支会受到链间耦合强度的调制.

由 (9)式的色散关系可以发现, 声学支和光学支的

频谱范围   、   和频率禁带   与 FK链的

恢复力系数、外势深度以及链间耦合强度系数均有

关联.

ω+ ω−

k1 = k2 = 1 V = 1 m = 1

现对 (9)式得到的   和   进行数值拟合, 得

色散关系曲线如图 2(  ,   ,   )

所示. 图 2 呈现了不同链间耦合强度 kc 下的色散

关系, 可以看到频率禁带的存在与否取决于链间耦

合强度的大小. 当链间耦合强度较小时, 不存在频

率禁带 (见图 2(a)), 但光学支位置随着链间耦合强

度的增加不断明显升高; 当链间耦合强度增加到某

一临界值后, 频率禁带将出现 (见图 2(b)), 并随着

链间耦合强度增加, 频隙不断变大 (见图 2(c)). 通

过以下计算, 可以得到频隙为 0的临界链间耦合强

度. 令 

∆ω = ω+(0)− ω−(π /a) = 0. (10)

由 (9)式得 

ω+(0) =
√

(2kc + V )/m, (11)
 

ω−(π/a) =
√

(4k1 + V )/m. (12)

将 (11)式和 (12)式代入 (10)式计算可得 

kc = 2k1. (13)

 

0

1

2

3

4

0

1

2

3

4

0

1

2

3

4

−2p/ −p/ 0 p/ 2p/

(a)



-
+

-
+

-
+(c)

(b)





D'

D-

D+



k1 = k2 = 1 V = 1 m = 1 kc = 1 kc = 2

kc = 5

图 2    耦合 FK双链在低温小振动近似情况下的色散关系

(  ,    ,    )　 (a)    ;  (b)    ;

(c)  

k1 = k2 = 1 V = 1 m = 1 kc = 1 kc = 2

kc = 5

Fig. 2. Dispersion  relationship  of  the  coupled  FK  chains

under low temperature approximation with small vibration

(    ,    ,    ):  (a)    ;  (b)    ;

(c)   . 
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k1 = k2 = 1

kc = 2

由以上计算结果可知, 两条相同耦合 FK链系

统在低温下的临界链间耦合强度为 FK链恢复力

系数的 2倍, 与外势深度无关. 取   , 可

得临界链间耦合强度   , 与图 2(b)数值计算

结果一致. 

2.3    有限温度下耦合 FK 双链的色散关系
 

2.3.1    色散关系计算方法

第 2.2节考虑的是耦合 FK双链模型在低温小

振动近似下的情况, 外势泰勒展开的高阶项可以忽

略, 而在有限温度, 即温度并不是很低的情况下,

这样的近似是不合理的. 这时需要借助耦合系统

的 EPT[25] 来具体讨论耦合 FK双链的色散关系及

链间耦合对此耦合系统色散关系的影响.

首先给出两条相同的耦合非线性链模型的哈

密顿量: 

Hn =

N∑
j=1

[
p2n,j
2mn

+ Vn(un,j − un,j−1) + Un(un,j)

]
,

n = 1, 2, Hc = V12(u1,j − u2,j), (14)

H1 H2 Hc

un,j n n j

pn,j N

mn

这里   ,    和   分别表示链 1、链 2和耦合项的

哈密顿量.   仍然表示链  (  = 1, 2)中第  个粒

子偏离平衡位置的位移,    是此粒子的动量.   

表示链长,   是每条链粒子的质量 (为方便, 设所

mn = 1

Vn(un,j − un,j−1) Un(un,j)

V12(u1,j − u2,j)

有的粒子质量   ). 为了不失一般性, 链内相

邻粒子相互作用势  、外势 

和链间相互作用势  的表达式为 

Vn(un,j − un,j−1) =

∞∑
s=2

gs
(un,j − un,j−1)

s

s
, (15)

 

Un(un,j) =

∞∑
s=2

σs

us
n,j

s
, (16)

 

V12(u1,j − u2,j) =

∞∑
s=2

ls
(u1,j − u2,j)

s

s
. (17)

gs σs

ls s = 2, 3, 4, · · ·
其中,   为链内相邻粒子相互作用强度,   为外势

作用强度,    为链间相互作用强度,    .

根据耦合非线性双链的 EPT[25], 其重整化声子谱

的解析表达式为 

ω2
n,k,+ = αn(ω

2
k + γn,+),

ω2
n,k,− = αn(ω

2
k + γn,−), (18)

ωn,k,+ ωn,k,−

ωk = 2 sin(k/2)
k = aq αn γn,+ γn,−

其中,   为耦合系统声子谱的光学支,   为

声学支;   是单条简谐链的声子谱 (这

里  ). 重整化的参数   ,   和   为 

αn =

∞∑
s=2

gs

 N∑
j=1

(un,j − un,j−1)
s


N∑
j=1

(un,j − un,j−1)
2

; (19)

 

 

γn,+ =
1

αn



∞∑
s=2

σs

 N∑
j=1

us
n,j


N∑
j=1

u2
n,j

±

∞∑
s=2

ls

 N∑
j=1

(u1,j − u2,j)
s


 N∑
j=1

(u1,j − u2,j)un,j




, (20)

n n其中, 对于链 1 (  = 1) 取“+”, 对于链 2 (  = 2)

取“–”; 

γn,− =
1

αn



∞∑
s=2

σs

 N∑
j=1

us
n,j


N∑
j=1

u2
n,j

 . (21)

上述理论给出的是一般的两条相同耦合非线

性链模型的有效声子谱. 对于两条相同的耦合 FK

链模型 (链间耦合作用仍然通过简谐耦合作用相连

接), 表达式为 

Vn(un,j − un,j−1) =
k1(un,j − un,j−1)

2

2
, (22)

 

Un(un,j) = − V

(2π)2
cos(2πun,j), (23)

 

V12(u1,j − u2,j) =
kc(u1,j − u2,j)

2

2
. (24)

Un(un,j)

αn

γn,− γn,+

在有限温度下, 粒子在外势中振动还不太剧

烈, 振动较小, 可以对外势  进行泰勒展开,

从而得到耦合 FK双链模型的重整化的参数   ,

 和  为 

αn = k1; (25)
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γn,− =
1

αn



∞∑
s=2

σs

 N∑
j=1

us
n,j


N∑
j=1

u2
n,j

 , (26)

σs = (−1)
s/2+1

V
(2π)s−2

(s− 1)!
  (s是偶数);其中 

 

γn,+ = γn,−± 1

αn


kc

 N∑
j=1

(u1,j − u2,j)
2


 N∑
j=1

(u1,j − u2,j)un,j




, (27)

n n其中, 对于链 1 (  = 1) 取“+”, 对于链 2 (  = 2)

取“–”.
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k1 = k2 = 1 V = 1 m = 1

kc = 1 kc = 2

kc = 5

图  3    耦合 FK双链 (  ,   ,   )在有

限温度 (T = 0.05)下的色散关系　(a)   ; (b)   ;

(c)  

k1 = k2 = 1 V = 1 m = 1

kc = 1 kc = 2 kc = 5

Fig. 3. Dispersion  relationship  of  the  coupled  FK  chains

(    ,    ,    )  under  finite  temperature

(T = 0.05): (a)   ; (b)   ; (c)   .
  

2.3.2    色散关系结果分析

k1 = k2 = 1

V = 1 m = 1

对 2.3.1节的 EPT计算结果进行数值拟合 ,

温度 T =  0.05时的耦合 FK双链 (  ,

 ,   )的色散关系如图 3所示, 可以看出

色散关系和图 2 相比有所下移. 这是由于有限温度

下, 外势的高阶项作用开始明显, 第 3节会进一步

说明温度对色散关系的影响. 同样图 3也展示了色

散关系随链间耦合作用的变化情况: 当链间耦合强

度较小时, 不存在频率禁带 (见图 3(a)); 当链间耦

合强度增加到某一临界值后, 频率禁带将出现 (见

图 3(b)), 并随着链间耦合强度增加, 频隙不断变

大 (见图 3(c)). 通过以下计算 , 可得到频隙为 0

的临界链间耦合强度. 令 

∆ω = ωn,+(0)− ωn,−(π) = 0, (28)

由 (18)式结合 (25)式—(27)式得 

ωn,+(0) =
√
k1γn,+, (29)

 

ωn,−(π) =
√
k1(4 + γn,−). (30)

将 (29)式和 (30)式代入 (28)式计算可得 

kc = 2k1. (31)

上述计算结果说明对于两条相同的耦合 FK

链系统, 在有限温度下, 临界链间耦合强度仍为

FK链恢复力系数的 2倍 (图 3(b)数值结果也验证

了这一结论), 与外势深度无关, 和低温小振动近似

下的结论相同. 

2.4    高温近似下耦合 FK 双链的色散关系
 

2.4.1    色散关系计算方法

V

在高温区域, 由于粒子动能很大, 会脱离外势

的束缚, 这时外势可以忽略, 所以 FK链又回归到

了简谐链, 两条相同耦合 FK链的色散关系和两条

相耦合简谐链的结果相同 (只需令 (9)式的外势深

度  = 0), 即 

ω2
− =

4k1sin2 aq

2
m

,

ω2
+ =

4k1sin2 aq

2
+ 2kc

m
. (32)

 

2.4.2    色散关系结果分析

k1 = k2 = 1 V = 1 m = 1

由 (32)式可知, 高温情况下频谱范围和频率

禁带仅与 FK链的恢复力系数、链间耦合强度系数

有关联, 与外势深度无关, 这点与低温及有限温的

情况有所不同. 图 4给出了高温下耦合 FK双链

(    ,   ,   )的色散关系. 发现在

长波极限下, 声学支频率为 0, 光学支也比低温和

有限温情况有明显下移, 主要由于高温下粒子运动

剧烈, 脱离了外势的约束. 此外, 从图 4可以看出,
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kc = 2k1

kc = 2k1

当链间耦合强度逐渐增加到某一临界值后, 频率禁

带出现, 并随着链间耦合强度增加, 频隙不断变大,

这在低温、有限温的讨论中已提到, 结论均类似.

按照前面类似的计算方法, 也可得到频隙为 0的临

界链间耦合强度为  . 结合低温和有限温的

讨论可知: 两条相同的耦合 FK链系统, 在链间耦

合作用为简谐耦合作用时, 临界链间耦合强度始终

为 FK链的恢复力系数的 2倍, 即   , 并不

受温度的影响.
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k1 = k2 = 1

V = 1 m = 1 kc = 1 kc = 2 kc = 5

图 4    耦合FK双链在高温近似下的色散关系 (  ,

 ,   )　(a)   ; (b)   ; (c)  

k1 = k2 = 1 V = 1 m = 1

kc = 1 kc = 2 kc = 5

Fig. 4. Dispersion relation of coupled FK chains under high

temperature approximation (    ,   ,   ):

(a)   ; (b)   ; (c)   .

 
上述结论表明 FK链的恢复力系数越大, 所对

应临界链间耦合强度越大. 换言之, 要想使恢复力

系数很大的耦合双链出现频隙结构, 链间耦合强度

必须足够强. 链间耦合强度的强弱和很多因素有

关, 如果耦合固体材料缺乏良好的接触或表面不是

很平整, 界面耦合强度系数就会比较弱; 如果耦合

固体材料能够彼此很好地接触, 在界面处就可能形

成化学键, 导致界面耦合强度系数会很强. 从上述

结论发现, 通过改变耦合双链的恢复力系数, 进而

能改变带隙结构. 对带隙结构的改变和控制可以指

导人们设计一定的声子禁带和允带 (处于禁带频率

范围内的振动将被禁止在晶体中传播 [26,27]; 处于通

带频率范围内的振动会传遍整个结构), 可用于模

式选择、能量传输、传播的指向性等诸多领域, 对

新型功能材料在工程上的应用很有帮助 [28,29]. 

3   温度对耦合 FK双链色散关系的
影响

kc

第 2节给出了在低温、有限温和高温情况下耦

合 FK双链色散关系的解析表达式, 并分析了色散

关系的分布情况、频谱范围和带隙结构的影响因素

等. 本节对于相同的耦合 FK双链, 固定链间耦合

强度  , 具体讨论温度对耦合 FK双链色散关系的

影响规律. 但什么温度为低温? 什么温度为高温?

第 2.2节和第 2.4节的讨论只是表明在温度足够低

和足够高时, 可分别用 (9)式和 (32)式计算色散关

系, 但并不明确温度具体要低于或高于什么值. 考

虑到 EPT可适用于低温情况, 我们可以用 EPT来

计算具体低温数值下的色散关系, 并与低温小振动

近似下的结果对比. 而在高温时, 采用 SED方法 [8−10]

计算具体高温数值下的色散关系, 并与 2.4节高温

解析的结果对比. 下面简单介绍 SED方法 [8−10],

SED的表达式为 

Φn (ω,Q) =
mn

4π τ0N

×

∣∣∣∣∣∣
∫ τ0

0

N∑
j=1

pn,j exp
(

i2π × j

N
Q− iωt

)
dt

∣∣∣∣∣∣
2

, (33)

Φn(ω,Q) ω q q = 2π Q/N,Q =

−N

2
,−N

2
+ 1, ...,

N

2
− 1,

N

2
τ0 N

mn

pn,j

这里   是频率   和波数   ( 

 , 链常数取值为 1)的函

数. i是虚数,   是模拟计算的总时间,   表示链长,

 是每条链粒子的质量. 将分子动力学模拟的粒

子动量  代入 (33)式中数值计算, 即可得到声子

谱能量密度.

kc = 1.0

π /a a

图 5展示了耦合 FK双链在  时的色散

关系随温度的变化情况 (考虑到 SED的计算时间

成本, 本文只计算了波数 0—  (链常数  =1)范

围的色散关系, 但数据足够说明问题). 图 5中红实

线和黑实线是 EPT的计算结果; 红色和黑色圆点

是在低温小振动近似下计算的结果; 红色和黑色方

框是高温下计算的解析结果; 等高线图是 SED方

法的计算结果. 从图 5(a)和图 5(b)可以发现, 温

度 T 低于 0.01时, EPT计算的色散关系与低温小

振动下的解析结果几乎无差别, 完全吻合. 这说明

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 15 (2022)    154401

154401-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


温度低于 0.01时, 就可以用前面低温小振动近似

得到的解析结果去计算色散关系, 并且色散关系分

布在此低温区域基本不受温度影响. 当温度升高,

如温度高于 0.01时 (见图 5(c)和图 5(d)), 色散关

系与图 5(a)和图 5(b)相比有明显下移, 且温度越

高, 下移幅度越大. 这是由于温度升高, 外势高阶

项开始起作用, 并且发现声学支下移幅度较光学支

下移幅度大. 因此可以推论在链间耦合强度足够

大, 出现频隙结构的耦合系统中, 温度升高频隙会

变大. 当温度进一步升高, 例如温度高于 0.1时 (见

图 5(e)和图 5(f)), 色散关系较图 5(c)和图 5(d)有

大幅度下移, 声学支在长波极限下频率几乎降为 0,

光学支也有明显下移. 说明在温度高于 0.1时, 外

势对粒子运动影响已经可以忽略, 并且 SED的计

算结果和前面高温解析计算的色散关系完全吻合.

因此温度高于 0.1时, 就可以用 2.4节高温解析结

果来计算色散关系, 并且色散关系分布在高温区域

基本不受温度影响. 

4   总　结

本文计算了两条相同的耦合 FK链系统在低

温、有限温和高温情况下色散关系的解析表达式.

研究发现频谱范围、频率禁带与 FK链的恢复力系

数、链间耦合强度系数均有关联, 低温和有限温的

情况还与外势深度有关系. 带隙结构出现的临界链

间耦合强度始终为 FK链恢复力系数的 2倍, 并且

不受温度的影响. 进一步研究了给定链间耦合强度

下温度对耦合 FK双链色散关系的影响规律. 发现

温度在低于 0.01时, 色散关系分布基本不受温度

影响; 温度在高于 0.01时, 色散关系有明显下移,

且温度越高, 下移幅度越大, 直至温度上升到 0.1,

声学支在长波极限下频率几乎降为 0. 至此耦合系

统脱离外势的影响, 温度再升高色散关系分布将不

受温度影响. 此外还给出了低温小振动近似及高温

下解析得到的色散关系的温度适用范围. 上述研究

结果让我们对链间耦合作用和温度使晶格振动色

散关系产生的变化有了具体的认识, 有助于拓宽和

加深对耦合材料物理性质的了解, 可以指导实现设

计一定的声子禁带和允带, 可用于模式选择、能量

传输、传播的指向性等诸多领域, 这对新型功能材

料在工程上的应用很有帮助 [28,29]. 此外, 链间耦合

作用的存在及温度的变化导致系统色散关系的改

变可以帮助我们理解很多传热现象. 例如碳纳米管

阵列和多层石墨烯等纳米材料的热导率明显低于

单臂碳纳米管 [30] 和单层石墨烯 [31] 的热导率; 温度
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k1 = k2 = 1 V = 1 m = 1 kc = 1.0 T = 0.005 T = 0.01

T = 0.02 T = 0.06 T = 0.10 T = 0.20

图  5      耦合 FK双链在不同温度下的色散关系 (  ,    ,    ,    )　 (a)    ;  (b)    ;

(c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)  

k1 = k2 = 1 V = 1 m = 1 kc = 1.0 T = 0.005

T = 0.01 T = 0.02 T = 0.06 T = 0.10 T = 0.20

Fig. 5. Dispersion relation of coupled FK chains at different temperature (  ,   ,   ,   ): (a)   ;

(b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)   . 
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升高使得纳米材料热导率降低等. 因此本文研究的

结果对于能量输运、热调控等实际应用有着重要的

指导意义.
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Abstract

We obtain the lattice wave solution and the dispersion relation of the lattice vibration equation of the two

identical  coupled  Frenkel-Kontorova  (FK)  chains,  and  we  study  the  lattice  vibration  characteristics  of  the

coupled  FK  chains.  The  results  show  that  the  dispersion  relation  of  coupled  FK  chain  contains  an  acoustic

branch  and  an  optical  branch.  The  spectral  range  and  frequency  band  gap  are  related  to  the  coefficient  of

restoring force of each chain and the inter-chain coupling strength, and it is also related to the depth of the on-

site potential for the low temperature case and finite temperature case. Moreover, it is found that there is no

frequency  band  gap  for  weak  inter-chain  coupling.  The  frequency  gap  appears  when  the  inter-chain  coupling

strength exceeds a critical value, and the frequency band gap will become bigger with the inter-chain interaction

increasing.  This  is  because  the  optical  branch  moves  towards  high  frequency  region  with  the  inter-chain

coupling increasing. We also find that the critical inter-chain coupling strength of frequency band gap is always

twice the restoring force coefficient of FK chain, and it does not depend on temperature. In addition, we study

the effect of temperature on the dispersion relationship of coupled FK chain with a fixed inter-chain coupling

strength.  These  results  provide  a  theoretical  basis  for  analyzing  the  effects  of  inter-chain  coupling  and

temperature  on  the  vibrational  characteristics  and  physical  properties  of  lattice,  and  thus  providing  an

important guide for the energy transport, thermal management and other practical applications.

Keywords: two  coupled  Frenkel-Kontorova  chains,  inter-chain  coupling,  dispersion  relation,  temperature,
heat conduction
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