
 

一维超导传输线腔晶格中的拓扑相变和
拓扑量子态的调制*
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提出一种基于超导传输线腔的一维晶格理论方案, 其中包含两种超导微波腔系统. 通过调控磁通量子比

特来操纵临近和次临近晶胞之间的相互作用, 使其获得集体动力学演化规律, 来研究其中的拓扑特性. 首先,

分析了奇偶晶格数目的能谱和边缘状态, 发现奇偶晶格数将会影响系统的拓扑特性, 并且边缘状态分布发生

翻转过程. 其次, 在次临近的相互作用下, 发现其相互作用存在相互制约现象, 通过调控其相互作用, 可以实

现系统拓扑相变和拓扑量子态的传递过程. 最后, 研究了缺陷对拓扑特性的影响, 发现缺陷势能较小时, 系统

能带变化周期稳定, 边缘态保持不变, 能谱产生微小波动, 并且可以区分; 缺陷势能较大时, 能带分布被破坏,

将会变得无序和混乱. 根据本文的研究结果, 可以设计一些新型量子器件, 应用在量子光学和量子信息处理中.
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1   引　言

拓扑绝缘体自发现以来就受到广泛的关注, 并

且成为凝聚态物理中最有研究价值的领域之一 [1–7].

拓扑绝缘体是一种新的物质形式, 在其内部表现为

绝缘体, 而在边界处展现金属性. 与传统绝缘体相

比, 在拓扑绝缘体的边界或表面, 存在零能隙的边

缘态模式 [8–11]. 然而, 随着拓扑索引或非局部参数

的变化, 可以发生拓扑相变现象, 使其进入另一个

相. 特别地, 由于边缘态受到能隙保护, 使其对于

局部的无序和微扰是具有鲁棒性 [12–15]. 因此, 基于

拓扑绝缘体的这些优势特性, 可以设计一些新型拓

扑器件, 应用于量子信息处理和量子计算领域中.

近年来, 随着微纳米技术的快速发展, 固态超

导量子电路系统成为最有可能的实用化量子平台

之一 [16–20]. 目前, 超导电路系统在不同领域展现出

独特的优势, 并且取得优异的成绩, 如量子光学、

量子信息处理和量子模拟等领域. 尤其是, 由超导

传输线微波腔和超导量子比特构建的一维或二维

晶格系统, 为拓扑绝缘体研究提供了一种新的实验

平台和研究路径, 可以更好地利用系统的可控耦合

参数和连通性, 进一步建立可扩展性的量子网络框

架 [21–24]. 在拓扑结构中, Su-Schrieffer-Heeger (SSH)

模型是其中最简单的一维结构之一, 可以利用超导

量子电路系统, 比如量子比特 (磁通比特、相位比

特、电荷比特、冷原子和金刚石色心)、超导微波腔

(传输线 LC电路腔、共面波导管腔和二维腔)、纳

米机械振子等 [25–31], 以研究内容和研究目标构建

该模型, 展示丰富的拓扑物理现象, 如拓扑相变和

边缘状态、拓扑不变量、非厄米体边界等. Koch等 [32]

利用超导微波腔构建晶格系统 , 从而实现拓扑
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Chern绝缘体; Mei等 [33] 利用电路 QED搭建一维

的晶格系统, 实现了拓扑 Chern绝缘体, 并且对拓

扑边缘模和不变量进行探测; Gu等 [34] 通过构建

Janeys-Cummings晶格系统, 研究了自旋轨道耦

合和拓扑极化子; Huang等 [35] 利用超导量子电路

晶格系统, 演示了非厄米系统中的拓扑相变; Tan等[36]

基于电路 QED晶格系统, 在实验上实现了具有宇

称-时间反演对称性的拓扑半金属能带结构; 此外,

Cao等 [37] 提出了一种二维超导量子电路晶格方案,

研究了系统能带结构和异常环结构特点; Cai等 [38]

利用超导量子电路系统构建可调的一维晶格系统,

研究系统中的磁子绝缘态. 受上述研究的启迪, 本

文利用超导量子电路系统, 根据当前实验可行性参

数, 来构建基于超导量子电路的一维拓扑系统, 研

究、模拟和调控其中的拓扑特性.

本文提出了一种基于超导电路系统的一维晶

格方案, 由两种超导传输线微波腔组成, 通过调控

系统中临近晶胞和次临近晶胞之间的相互作用, 分

析系统的能谱和边缘状态的变化, 研究其中的拓扑

特性. 首先, 分析了奇偶晶格尺寸的能谱和边缘状

态, 发现奇偶晶格数将会影响系统的拓扑特性, 并

且可以显示边缘状态分布翻转过程. 其次, 考虑次

临近的相互作用, 发现次临近相互作用的大小, 将

会影响系统边缘态的分布, 同时也发现次临近相互

作用存在制约现象, 可以通过调控它们的大小, 对

系统拓扑边缘态分布进行调节. 最后, 考虑系统缺

陷对拓扑特性的影响, 发现缺陷势能较小时, 边缘

态保持不变, 只是能谱有微小波动; 相反, 缺陷势

能较大时, 能带分布被破坏, 将会变得无序和混乱.

这些研究, 可以应用于量子信息处理和量子计算,

将会影响未来量子信息技术的发展蓝图. 

2   模型和哈密顿量

an

bn

考虑的一维电路晶格系统如图 1所示, 由  

和  两种超导传输线微波腔组成, 该系统的哈密顿

量可以表示为 

H =
∑
n

J1a
†
nbn + J2b

†
nan+1

+ T1a
†
nan+1 + T2b

†
nbn+1 + H.c., (1)

J1 an bn J2 bn an+1

T1 an an+1 T2 bn

bn+1

其中  为  和  的耦合系数,   为  和  的耦

合系数 ,    为   和   的耦合系数 ,    为   和

 的耦合系数, 它们的耦合强度可以通过磁通超

J1 J2 T1 T2

导量子比特来调控. 在目前的实验中, 通过外部磁

通的调制,    ,    ,    和   可以达到 1—100 MHz

范围内. 因此, 该系统的参数在实验上可以达到,

并且可以周期性调制, 那么系统的参数可以表示为

周期性形式: 

J1 = 1− cosϕ, (2)
 

J2 = 1 + cosϕ, (3)
 

T1 = T cosϕ, (4)
 

T2 = T cosϕ, (5)

ϕ ∈ (0, 2π) T = 1其中, 选取  变化,   被设置为能量单

位. 把上述周期参数代入哈密顿量 (1)式, 可以得到 

H =
∑
n

(1− cosϕ)a†nbn + (1 + cosϕ)b†nan+1

+ T cosϕa†nan+1 + T cosϕb†nbn+1 + H.c.. (6)

接下来, 主要研究该系统的拓扑特征, 系统中的拓

扑相变会伴随能带的闭合和打开, 即能带间隙的变

化, 因此, 在周期参数调制下, 分析系统的能谱随

参数 f 的变化, 进一步研究系统的拓扑性质. 
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图 1    一维超导微波腔晶格系统模型图　(a) 该系统由  

和   两种超导微波腔组成, 其中   和   的耦合系数为   ,

 和   的耦合系数为   ,   和   的耦合系数为   ,

 和   的耦合系数为   ; (b) 晶格等价的电路图 , 其中

 和   是超导微波腔总的电感和电容 , 他们之间的耦合

通过磁通超导量子比特调节

an bn

an bn J1 bn an+1

J2 an an+1

T1 bn bn+1 T2

Ln Cn

Fig. 1. One-dimensional  superconducting  microwave  cavity

lattice  system  model  diagram:  (a)  The  system  consists  of

two superconducting microwave cavities     and    , where

  and     coupling coefficient is    ,     and     coup-

ling coefficient is    ,     and     coupling coefficient is

 ,     and     coupling coefficient is    ; (b) equivalent

circuit  diagram,  where      and      are the  total   induct-

ance  and  capacitance  of  the  superconducting  microwave

cavity, and the coupling coefficients can be regulated by the

magnetic flux superconducting qubit. 
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3   结果与讨论
 

3.1    奇偶格点数的拓扑特性

T1 T2

众所周知, 拓扑性质与系统的结构特征有着紧

密的联系, 对于不同的结构将会呈现不同的拓扑相

变和边缘态, 也就是说, 可以构建不同的结构, 来

实现一些新型功能的拓扑量子器件. 因此, 下面分

析奇偶晶格数的拓扑特征. 这里选取  和  为零,

不考虑次临近的耦合强度, 只考虑临近的耦合, 那

么系统的哈密顿量可以描述为 

H=
∑
n

(1−cosϕ)a†nbn+(1+cosϕ)b†nan+1+H.c.. (7)

ϕ ∈ (0, π/2) ϕ ∈ (3π/2, 2π)

ϕ ∈ (π/2, 3π/2)

系统的能级谱 E 与参数 f 的物理图像如图 2所示,

其中选取偶数和奇数晶格数. 在图 2(a)中, 选取

N = 17个晶格, 发现能级谱只存在一条零模能级,

不存在能级的简并; 如图 2(b)所示, 当晶格数为偶

数 (N = 18)时 , 在   和   区

域能级谱将显示两条简并能级, 在  

区域简并能级消失.

为了进一步分析系统能谱 E 与参数 f 的关系,

选取不同的相位 f 点绘制系统能谱 E 与晶格数的

物理图像 . 如图 3(a)—(d)所示 , 在晶格数 N =

17的情况下, 发现系统能谱的零模能级与上下能

级的间隙大小可以通过参数 f 进行调制. 在图 3(e)—

(h)中选取晶格数 N = 18, 发现系统能谱的变化与

图 3(a)和图 3(d)完全不一样, 通过调节参数 f 可

以使简并能级消失, 从而获得最大能带间隙.

综上所述, 可以发现能带分布与格点数的奇偶

有关, 并且通过调制系统的参数 f 可以操纵系统的

拓扑性质. 这种物理现象产生的机制可以理解为,

不同数目的晶格会影响系统的边界条件, 从而导致

不同的拓扑性质.
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图 2    绘制系统能谱 E 与参数 f 的物理图像　(a) N = 17

时能谱图; (b) N = 18时能谱图, 参数 f 取值范围为 (0,   )

2π

Fig. 2. The energy spectrum E of the system via the para-

meter f: (a) N = 17; (b) N = 18. The range of parameter

f is (0,   ). 
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图 3    绘制系统能谱 E 与奇偶晶格数的物理图像:　(a)—(d) N = 17, f 分别选取 0,   ,   和 π; (e)—(h) N = 18, f 分别选

取 0,   ,   和 π

ϕ = 0 π/3 2π/3
ϕ = 0 π/4 π/2

Fig. 3. The energy spectrum E of  the system via the odd and even lattice numbers:  (a)–(d) N = 17,    ,    ,     and π;
(e)–(h) N = 18,   ,   ,    and π.
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π/3 2π/3

π/3 π/2 1.99π
ϕ = 1.99π

ϕ = 2π ϕ = 0

此外, 可以通过分析零模能级态的分布, 研究

系统的拓扑性质. 如图 4所示, 取不同的相位点

f 绘制零模能级态的分布与晶格数的物理图像. 在

图 4(a)到图 4(d)中晶格数 N = 17, 分别取不同的

相位点 f (0,    ,    和 π), 可以发现在图 4(a)

和 4(b)中态的分布局域在最左边处, 在图 4(c)和

图 4(d)中态的分布局域在最右边 , 这可以直观

地说明态的分布发生了一个翻转过程. 另外, 在

图 4(e)—(l)中晶格数 N = 18, 分别取不同的相位

点 (0,    ,    和   ), 同样也可以看到态分布

的翻转过程. 需要注意的是   时存在左边

缘态, 而当  时态分布恢复到  的右边缘

态, 这代表态分布对相位是敏感的, 可以通过调节

系统参数, 改变系统的拓扑相, 实现量子态由一侧

到另一侧的传递. 

3.2    次临近耦合的影响

在一维超导微波腔晶格结构系统中, 次临近相

T1 T2

T1 T2

T1

T2

T2

T1 T2

π/2 3π/2 2π
T1 T2

T1 T2

互作用  和  会影响系统的拓扑特性. 接下来考虑

次临近相互作用对该系统拓扑性质的影响. 通过控

制参数  和  的大小, 分析系统的能带变化, 研究

系统拓扑相的特征. 当晶格点数为奇数, 如图 5(a)

所示, 可以发现只增大   时, 系统能谱会有新的边

缘态产生, 导致零模能与下能级闭合, 并且下方能带

部分出现翻转过程; 在图 5(b)中, 只增大   时, 系

统的零模能不变, 但它更接近上能级, 同时下方能带

也部分出现翻转过程. 图 5(c)不同于图 5(a), 当增

加  时, 系统的零模能与下能级逐渐闭合可以消失.

另外, 如图 6(a)和图 6(b)所示, 当格点数为偶数时,

只增加   或者   , 可以发现系统的间并区间由 (0,

 )和 (  ,   )有所减小, 并且下能级有一致的

翻转过程. 然而, 如图 6(c)所示, 同时增加  和  ,

简并区域发生微小变化, 并且翻转区域值大小也发

生波动, 这不同于图 6(a)和图 6(b). 也就是说, 同时

增加  和  , 两者之间产生相互制约现象, 使系统

能级谱的简并区域和翻转区域发现波动现象.
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图 4    绘制系统零模能级态的分布与奇偶晶格数的物理图像 :　(a)—(d) N = 17, f 分别选取 0,   ,   和 π; (e)—(h) N =
18, f 分别选取 0,   ,   和   ; (i)—(l) N = 18, f 分别选取 0,   ,   和  

ϕ = 0 π/3 2π/3
ϕ = 0 π/3 π/2 1.99π ϕ = 0 π/3 π/2 1.99π

Fig. 4. The state distribution of the zero-mode energy and the odd-even lattice number: (a)–(d) N = 17,   ,   ,    and π;
(e)–(h) N = 18,   ,   ,    and   . (i)–(l) N = 18,   ,   ,    and   .
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T1 T2

ϕ ∈ (0,

π/2) ϕ ∈ (3π/2, 2π)

ϕ ∈ (π/2, 3π/2)

T1

T2

T2

T2 = 0.3 T1

图 7给出了态的分布与参数 f 和晶格数的物

理图像, 选取了不同的  和  的值, 进一步说明系

统拓扑性质的特征. 从图 7(a)可以发现, 在 

 和  区域, 系统的态分布局域在第

1个晶格处 ; 在   区域 , 态分布在第

17个晶格处. 因此, 可以通过操控相位 f, 使态在

第 1个和第 17个晶格点间传递 . 此外 , 图 7(b)

和图 7(a)相比, 只增加  的值, 发现系统在第 2个

和第 16个晶格之间的态分布明显增加. 然而, 在

图 7(c)中只增加  的值, 发现态分布和图 7(a)一

样 , 可以说明单独改变   不影响态的分布 . 在

 的基础上增加  的值, 如图 7(d)所示, 可

以发现中间部分格点态分布更加波动.

T1 =

0.1 T2 = 0.1 ϕ ∈ (0, π/2) ϕ ∈ (3π/2, 2π)

T1 = 0.01 T2 = 0

ϕ ∈ (0, π/2) ϕ ∈ (3π/2, 2π)

T1

T1 = 0

T2 = 0.01 ϕ ∈ (0, π/2) ϕ ∈
(3π/2, 2π)

T2

此外, 图 8选取偶数晶格数, 绘制态的分布与

参数 f 和晶格数的物理图像. 在图 8(a)中, 取 

 和   时, 在   和   区

域, 可以发现态分布局域在第 1个和第 18个晶格.

然而, 选取   和   时, 如图 8(b)所示,

在  和  区域, 可以发现态分

布局域在第 1个晶格处, 当  足够大时, 非平凡态

会从第 1晶格变化到第 2晶格. 当选取   和

 时, 如图 8(c)所示, 在     和  

 区域, 可以发现态分布局域在第 18个晶

格处 , 继续增加   , 非平凡态会从第 18晶格变

T1 T2

T1 T2 = t

t ⩽ 0.31 T1 T2

0.31 ⩽ t ⩽ 0.6

t > 0.6

T1 T2

T1 T2

化到第 17晶格. 这说明单独微小增加   和   都

会使边缘态只存在一侧 , 而调节    =  , 当

 时,    和   对态分布作用相互抵消, 不产

生影响 , 态分布仍如图 8(a)所示 ;     

时, 随 t 增加会增加第 2个和第 17个晶格的态分

布,    时, 系统的态分布被逐渐破坏, 变得杂

乱无序; 而  和  不相等时, 如图 8(d)所示, 会表

现出两者中值更大项的作用影响. 因此, 可以通过

操控相位 f,    和   , 使态在第 1个和第 18个晶

格点传递. 

3.3    缺陷的影响

δW
δW =

−0.1 δW = 0.1 ϕ ∈ (0, π/2) ϕ ∈ (3π/2, 2π)

δW =

0.1 δW = −0.1

ϕ = π/2 3π/2

目前, 在实验上, 该系统的制备过程中会产生

不可避免的固有缺陷, 而这会影响系统的拓扑特

性. 因此, 我们在该系统的晶格中加入位缺陷势能

 , 来分析缺陷对拓扑性质的影响. 如图 9(a)所

示, 在第 9个和第 10个晶格分别加入缺陷势能 

 ,   , 发现在  和 

区域, 系统能谱的零模能不再简并, 同时下移和上

移, 并且诱导新的拓扑相. 然而, 如图 9(b)所示,

在第 9个和第 10个晶格分别加入缺陷势能  

 ,    , 系统能谱的零模能简并消失, 同

时上移和下移, 在   和   产生交叉点, 展

现新的拓扑相. 另外, 如图 9(c)所示, 当每个格点
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图 5    绘制系统能谱 E 与参数 f 的物理图像, 选取晶格数 N = 17　(a)   ,   ; (b)   ,   ; (c)   ,

T1 = 0.4 T2 = 0 T1 = 0 T2 = 0.4

T1 = 0.4 T2 = 0.3

Fig. 5. The  energy  spectrum  E  of  the  system  via  the  parameter  f, N  =  17:  (a)    ,    ;  (b)    ,    ;

(c)   ,   . 
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图 6    绘制系统能谱 E 与参数 f 的物理图像, 选取晶格数 N = 18　(a) T1 = 0.2, T2 = 0; (b) T1 = 0, T2 = 0.2; (c) T1 = 0.2, T2 = 0.2
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Fig. 6. The  energy  spectrum  E  of  the  system  via  the  parameter  f,  N  =  18:  (a)    ,    ;  (b)    ,    ;

(c)   ,   . 
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图 7    绘制态的分布与参数 f 和晶格数的物理图像, 选取晶格数 N = 17　(a)   ,   ; (b)   ,   ; (c)  

 ,   ; (d)   ,  

T1 = 0 T2 = 0 T1 = 0.6 T2 = 0

T1 = 0 T2 = 0.3 T1 = 0.6 T2 = 0.3

Fig. 7. The state distribution via the lattice numbers and the parameter f, N = 17: (a)    ,    ; (b)    ,    ;

(c)   ,   ; (d)   ,   . 
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图 8    绘制态的分布与参数 f 和晶格数的物理图像, 选取晶格数 N = 18　(a)   ,   ; (b)   ,   ; (c)  

 ,   ; (d)   ,  
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Fig. 8. The  state  distribution  via  the  lattice  numbers  and  the  parameter  f, N  =  18:  (a)    ,    ;  (b)    ,

 ; (c)   ,   ; (d)   ,   . 
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δW

都引入相同的位缺陷时, 不会产生新的拓扑相, 只

会影响能带的大小, 表现为随着  的变化能谱整

体上移或下移.

δW

此外, 如图 9(e)和图 9(f)所示, 当随机的缺陷

被添加其中时, 系统能带会发生振荡现象. 如果随

机缺陷势能比较小, 系统的能带可以区分, 并且边

缘态保持不变. 但是, 当  超过一定范围后, 能带

分布被破坏, 将会变得无序和混乱. 因此可以揭示,

并不是在任意格点加入位缺陷就会产生新的拓扑

相, 以及使系统的边缘态不受影响. 另一方面, 可

以调节位缺陷来产生新的拓扑相, 以及对信息的保

护与传递.

在结论之前, 简要讨论该方案的实验可行性.

值得注意的是, 超导量子电路系统现已成为研究各

种量子系统的重要平台, 这源于它的可调性、可扩

展性和集成性等. 在目前的实验研究中 [1,16–19,38], 可

以根据实验参数制备超导电路晶格系统, 并调整其

在可运行范围内, 比如通过调控系统中超导量子干

涉装置的电容 C、电感 L、磁通量、电流和微波强

度等, 从而操纵系统中参数周期性地变化, 使系统

的边缘态分布呈现一个翻转过程, 实现量子信息的

传递. 因此, 该理论方案在目前的实验条件下是可

行的.
 

4   结　论

本文研究了基于超导量子电路系统的一维晶

格系统, 通过分析系统的能谱和边缘状态, 发现奇

偶晶格数会影响系统的拓扑特性; 此外, 考虑次临

近的相互作用, 发现次临近相互作用存在相互制约

现象, 通过调控它们的大小, 可以调节边缘态的分

布, 使晶格中的量子态发生转移. 另外, 考虑系统

缺陷的影响, 发现缺陷势能比较小时, 能带变化周

期稳定, 能谱产生微小波动, 并且可以区分边缘态.

因此, 该研究结果表明, 可以通过调控晶格系统的

参数实现量子态的传输与转移, 在未来量子信息处

理中具有广泛前景.
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图  9    绘制能谱 E 与参数 f 的物理图像 , 选取晶格数 N = 18　 (a) 在第 9个和第 10个晶格分别加入缺陷势能   ,
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Fig. 9. The energy spectrum E of the system via the parameter f, N = 18: (a) Add defect potentials    and    to

the 9 and 10 lattices, respectively; (b) add defect potentials     and     to the 9 and 10 lattices, respectively; (c)

each lattice point introduces a defect potential energy    ; (d) potential energy dW = –0.1–0.1 for the introduction of ran-
dom site defects at lattice point; (e) potential energy dW = –0.3–0.3 for the introduction of random site defects at lattice point;
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Modulation of topological phase transitions and topological
quantum states in one-dimensional superconducting

transmission line cavities lattice*
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Abstract

We propose a theoretical scheme for a one-dimensional lattice based on a superconducting quantum circuit

system consisting of two types of superconducting microwave cavities, the interaction between nearest-neighbor

and  next-nearest-neighbor  unit  cells  that  can  be  adjusted  by  the  magnetic  flux,  the  system  can  obtain  the

collective dynamic evolution and study the topological properties of the system.First, we investigate the energy

spectrum  and  edge  states  of  the  odd-even  lattice  size  and  find  that  the  odd-even  lattice  number  affects  the

topological  properties  of  the  system.  Furthermore,  considering  the  next-nearest  interactions,  it  is  found  that

there  are  constraints  on  the  next-nearest  interactions,  which  can  be  tuned  to  study  the  topological  phase

transitions of the system and the transfer of topological quantum states.In addition, considering the influence of

defects on topological properties, it is found that the defect potential energy is small, the system energy band is

stable,  the  edge  states  remain  unchanged,  and  the  energy  spectrum  fluctuation  is  small  and  distinguishable.

Conversely,  the  energy  band  distribution  is  destroyed,  it  will  become  disordered  and  chaotic.  The  research

results can design some new quantum devices for quantum optics and quantum information processing.

Keywords: quantum optics, superconducting quantum circuits, topological insulators, quantum states
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