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在轨道角动量守恒的无自旋-轨道耦合系统中存在带轨道角动量量子数的电子涡旋波解, 研究了存在自

旋-轨道耦合, 轨道角动量不守恒的系统, 发现携带总角动量量子数的电子旋量波函数也有涡旋波解, 表现为

自旋波函数和涡旋波波函数的纠缠波函数. 以中心力场中的电子为例, 构建了自旋-轨道耦合导致的轨道角动

量不守恒但总角动量守恒的情况下, 携带固定总角动量量子数的电子沿   轴传播的涡旋波旋量波函数结构.

对自旋-涡旋纠缠中相应的电子涡旋波进行了微扰求解, 并结合 Foldy-Wouthuysen变换, 说明了在相对论情

况下, 中心力场中携带固定总角动量量子数的电子沿   轴传播时也确实存在四分量旋量的涡旋解, 从而为有

自旋-轨道耦合导致的轨道角动量不守恒但总角动量守恒的系统提供了存在涡旋结构的理论支持.
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1   引　言

l

eilφ φ

l

涡旋现象普遍出现于很多系统中, 比如在经典

流体系统、量子流体系统、非线性场系统和光学系

统中. 携带轨道量子数  的光波构成光学中的涡旋

现象. Uchida 和 Tonomura[1] 首先将涡旋光波的

概念推广到了电子涡旋波, 即携带轨道角动量的传

播电子态, 涡旋波的普遍特征是其等相面为连续螺

旋面. 在以传播方向为轴向的柱坐标系中, 其波函

数具有轨道角动量本征态   形式的相位因子,   

是关于传播轴的方位角,    为轨道角动量量子数,

涡旋波波函数具有连续螺旋状的等相位面 [2−6]. 量

子化的涡旋可以对应到带非平庸拓扑数的拓扑孤

立子解, Nye和 Berry[7] 首先观察到这种非平庸的

拓扑结构, 他们认为这是波列中类似于晶体缺陷的

螺旋式位错.
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z

z

对电子涡旋态的描述可以借助薛定谔方程、狄

拉克方程和克莱因戈登方程的涡旋波解, 这三种方

程的涡旋波解分别描述电子涡旋波的非相对论极

限、电子涡旋波的相对论旋量结构和电子涡旋波的

相对论行为 [1,8−13]. 由于电子涡旋波携带轨道角动

量, 表现为具有角动量本征态  形式的分离变量

解, 等相面为螺旋面, 在非相对论薛定谔方程研究

框架中, 自由电子和恒定磁场中的电子具有守恒的

轨道角动量分量, 均保证了波函数存在角动量本征

态  形式的分离变量解 [14], 涡旋波即为这种具有

确定轨道角动量的电子传播波函数. 对自由电子,

从狄拉克哈密顿量来看, 总角动量是守恒的, 但轨

道角动量和自旋角动量的  分量各自并不守恒, 而

在非相对论极限下, 自由电子的哈密顿与轨道角动

量的   对易, 为了将相对论协变的理论过渡到非

相对论极限 , Barret[15] 指出 , 正确的做法是借助

Foldy-Wouthuysen(F-W)变换, 这样才能得到正
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确的薛定谔方程作为相对论电子波动方程的非相

对论极限, 使哈密顿量、电子波函数与轨道角动量

具有良好的定义. F-W变换对狄拉克旋量做幺正

变换使得狄拉克哈密顿量对角化, 在该表象 (F-

W表象)中, 四旋量的上下二旋量满足的方程可以

分离, 在 F-W表象中重新定义的轨道角动量  和

自旋角动量  分别守恒, 从而说明携带轨道角动量

的自由电子在相对论系统中仍然有好的轨道角动

量的定义. 类似地, 匀强磁场中的携带轨道角动量

的相对论性电子也具有不守恒的轨道角动量和自

旋角动量, 但是在非相对极限下, 匀强磁场中的电

子所对应的哈密顿与磁场方向轨道角动量分量 

对易, 在 2020年 Zou等 [16] 也同样利用 F-W变换,

对角化电子的狄拉克哈密顿量, 从而分离了上下旋

量方程, 得到了相对论情况下对应的涡旋解和在匀

强磁场中涡旋解所对应的 Guoy 相. Barret[15] 和

Zou等 [16] 讨论的相对论体系虽然表面上轨道角动

量不守恒, 但是可以利用表象变换找到与轨道角动

量对易的哈密顿, 而且这个幺正变换也可以重新定

义“新的轨道角动量”, 使在相对论系统中同样存在

守恒的轨道角动量, 电子的传播波函数也存在轨道

角动量本征态  的分离变量因子.

ℏ

在自由电子和匀强磁场中的电子这两类总角

动量守恒的相对论体系中, 可以通过 F-W变换构

造分别守恒的轨道角动量和自旋角动量, 使得体系

的轨道自由度和自旋自由度可以分离, 亦即不存在

自旋-轨道耦合, 但更一般的情形是自旋自由度与

轨道自由度存在耦合, 这时通过表象变换构建分别

守恒的轨道角动量和自旋角动量原则上就是不可

能的, 在非相对论极限下的哈密顿会出现自旋-轨

道耦合项, 即使在非相对论极限下系统的轨道角动

量也不守恒. 比如中心力场中运动的电子, 在非相

对论极限下, 哈密顿量存在中心力场导致的自旋-

轨道耦合项, 使得轨道角动量和自旋角动量都不再

是守恒量, 对于自由电子和匀强磁场中的电子由于

轨道角动量守恒导致的电子涡旋解存在的机制就

不再成立了. 但总角动量依然保持守恒, 具有确定

总角动量量子数的量子态, 其不同自旋态轨道角动

量只能相差  , 确定自旋的态其轨道角动量量子数

依然是确定的, 依然可以具有涡旋态, 但自旋-轨道

耦合会使不同自旋态对应的涡旋态之间产生纠缠,

体系仍然可以具有涡旋波结构, 只是不同自旋伴随

的涡旋波之间会有纠缠而已, 这种情况比轨道角动

量守恒体系的涡旋波解结构更复杂, 现象更丰富.

z

本文研究了具有自旋-轨道耦合体系涡旋波解的存

在问题, 从中心力场中的狄拉克方程出发, 经过表

象变换之后, 找到在中心力场中携带轨道角动量的

电子, 沿  轴传播的涡旋解及对应的等相位螺旋面. 

2   中心力场中的电子涡旋
 

2.1    中心力场中的狄拉克方程

ψ相对论电子波函数  满足狄拉克方程: 

iℏ
∂ψ

∂t
= Hψ, (1)

其中哈密顿量 

H = α · p+ βm+ V . (2)

ψ p m

V V I4

α β

  为四分量旋量波函数. 这里  为动量矢量,   是

质量 ,    理解为    (中心力场乘以 4阶单位矩

阵),   和  为狄拉克矩阵 [17]: 

α =

(
0 σ

σ 0

)
, β =

(
I 0

0 −I

)
. (3)

σ 2× 2其中  为泡利矩阵, I为  单位矩阵.

V = V (R) R =
√
x2+ y2+ z2 =

√
r2 + z2 (x, y, z) r =

√
x2 + y2

(x, y) (r, φ) (r, φ, z)

[Lz,H] ̸= 0 [Sz,H] ̸= 0 [Jz,H] = 0 Lz, Sz, Jz

z z

z

z

对于中心力场,   ,  

 ,   为空间笛卡尔坐标,  

为  坐标平面极坐标  的矢径,   构成

空间柱坐标. 从 (2)式中狄拉克密顿量的形式易得

 ,   ,   , 其中 

分别为轨道角动量  分量, 自旋角动量  分量, 总角

动量  分量. 因此无法直接判断中心力场中的相对

论性电子是否存在携带轨道角动量沿  轴传播的涡

旋解. 对于自由电子和恒定磁场中运动的电子的情

形, 可以借助 F-W变换, 将狄拉克哈密顿量对角

化, 同时实现轨道自由度与自旋自由度的分离, 得

到的非相对论近似为无自旋-轨道耦合的泡利方程,

即关于二分量旋量的薛定谔方程. 在中心力场的情

形, 同样借助 F-W变换, 可以将 (1)式中的四分量

旋量波函数中的上下二分量旋量分开, 从而变成关

于二分量旋量的薛定谔方程作为相对论狄拉克方

程的非相对论近似. 

2.2    Foldy-Wouthuysen 变换

对 (2)式中的哈密顿量做 F-W变换: 

H = βm+ θ + ε, (4)

θ = α · p {θ, β} = 0

ε

其中  称为奇算子, 满足  , 是导致

四分量旋量的上下二分量旋量耦合的算子;    为
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[ε, β] = 0 ε = V + βm

eiS S = −(i/2m)βθ

S 1/m (
动能/m

)3
(动能)/m2

偶算子 , 不会导致上下二分量旋量耦合 , 满足

 , 在 (4)式中   . F-W变换即为

消除哈密顿量中奇算子的幺正变换, 借助自由电子

的 F-W变换形式   , 其中   
[17−20],

因为  被展开为  的幂级数, 因而在非相对论极

限下是“小的”, 只保留到   和  

项, 故在我们所要求的精度阶数内, 做完变换之后

的哈密顿量为 

H ′ = eisHe−is

= H + i[S,H] +
(i)2

2!
[S, [S,H]] +

(i)3

3!
[S, [S, [S,H]]]

= βm+ V (r, z) +
1

2m
βθ2 − i

1

2m
βα · ∇V (r, z)

− θ3

3m2
+

1

8m2

d2V (R)

dR2
+

1

4m2

1

R

dV (R)

dR
Σ ·L. (5)

H ′ θ′ = −(i/2m)βα · ∇V (r)− θ3/3m2

H ′ eiS
′

S′ =

−(i/2m)βθ′

在   中   为新的

奇算子, 对   再做一次 F-W变换   , 其中  

 , 得到 

H ′′ = βm+ V (R) +
1

2m
βp2 +

1

2m
ξ(R)Σ ·L, (6)

V (R) (1/8m2)(d2V (R)/dR2)其中   包含了达尔文项   ,

一般情况下达尔文项相较势能项可以忽略, 本文忽

略了达尔文项的贡献; 

ξ(R) =
1

2m

1

R

dV (R)

dR
. (7)

V (R)这里的   是不含达尔文项的中心力场势能. 哈

密顿量 (6)只包含偶算符, 已经对角化, 从而能够

使四分量旋量波函数的上下二分量旋量不再混合,

F-W变换之后的狄拉克方程成为上下二分量旋量

的独立方程: 

iℏ
∂ψ′′

∂t
= H ′′ψ′′, (8)

ψ′′ = e−iS′
e−iSψ

ψ′′ ϕ′′ H ′′

ϕ′′

其中   , 为经过两次 F-W变换之后

的四分量旋量. 选取 (8)式中的正能解对应的二分

量方程, 即只取   的上分量   ,    不含时. 可对

 进行时空变量分离, 得到 

ϕ′′ = e−iEtu(x, y, z) (9)

和定态薛定谔方程 

H ′′u(x, y, z) = Eu(x, y, z), (10)

E = k2/2m k2 = k2x + k2y + k2z其中   ,    .  (10)式在柱

坐标系中的形式为 

∆u− (2mV (R) + ξ(R)Σ ·L)u = −k2u. (11)

在柱坐标系中 

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂2φ
+

∂2

∂z2
,

u

[Lz,H
′′] ̸= 0

[Sz,H
′′] ̸= 0

[Jz,H
′′] = 0

可以看到在 (10)式中  的两个自旋分量因为存在

自旋-轨道耦合项而产生混合, 这是系统中轨道角

动量和自旋角动量不守恒的体现, 即  

和   . 但需要注意的是总角动量依然守

恒,   . 

2.3    携带总角动量的电子涡旋解

j = l + 1/2 z

对于自由电子与匀强磁场中的电子两种情形,

虽然轨道角动量不守恒, 但因为没有自旋-轨道耦

合, 通过做 F-W变换, 取 F-W表象, 可以定义新

的守恒轨道角动量和守恒自旋角动量. 一般中心力

场中运动的电子, 会受到中心力场势能导致自旋-

轨道耦合作用, 使得即使取 F-W表象, 新的轨道

角动量和自旋角动量也不可能守恒. 涡旋波是携带

轨道角动量的电子传播态, 轨道角动量守恒保证了

涡旋波的稳定性, 其在带自旋的薛定谔方程中即体

现为轨道角动量和自旋角动量为守恒量, 自旋自由

度与轨道自由度可以分离变量求解, 从而得到涡旋

波和自旋相互分离的涡旋结构. 但对于中心力场势

能, 电子的狄拉克哈密顿经过 F-W变化之后, 在

非相对论极限下所对应的哈密顿存在自旋-轨道耦

合, 导致系统轨道角动量不守恒, 但总角动量守恒.

携带固定总角动量量子数  的电子在沿 

轴传播时所对应的传播解可以用总角动量的本征

态即轨道本征波函数和自旋本征波函数的纠缠态

表示, 

u =

(
eilφa

ei(l+1)φb

)
, (12)

l a(r, z) b(r, z)

Σ ·L Σ L

其中   为任意整数;    和   为轴对称波函

数. 将  中的  矩阵的上旋量形式和  在柱坐

标下的变换均代入 (11)式中, 便可得 

A

(
eilφa

ei(l+1)φb

)
= −k2

(
eilφa

ei(l+1)φb

)
, (13)

其中 
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A =

 ∆− 2mV + iξ(R)
∂

∂φ
−ξ(R)

(
iz
r

∂

∂φ
− z

∂

∂r
+ r

∂

∂z

)
e−iφ

−ξ(R)
(
iz
r

∂

∂φ
+ z

∂

∂r
− r

∂

∂z

)
eiφ ∆− 2mV − iξ(R)

∂

∂φ

 . (14)

A将  的表达式代入 (13)式可得到如下两个方程:  (
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− l2

r2
+

∂2

∂z2
− 2mV + k2 − lξ

)
a

= ξ

(
r
∂

∂z
− z

∂

∂r
− (l + 1)

z

r

)
b (15)

和  (
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− (l + 1)

2

r2
+

∂2

∂z2
− 2mV + k2

+ (l + 1)ξ

)
b = ξ

(
z
∂

∂r
− l

z

r
− r

∂

∂z

)
a. (16)

ξ(R) = 0方程 (15)和方程 (16)在   的无自旋-

轨道耦合情形中退化为 (
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− l2

r2
+

∂2

∂z2
− 2mV + k2

)
u (r, z) = 0.

(17)

u (r, z) a (r, z) b (r, z) l

V = 0

这里   指   或者   ,    为轨道量子数

可取任意整数. 对于无自旋-轨道耦合的中心力场,

不失一般性可取  , 在方程 (17)中做代换: 

u (r, z) → eikzzu (r, z) . (18)

eikz分离传播因子  得到  (
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r

)
u(r) +

(
K2 − l2

r2

)
u(R) = 0. (19)

K2 = k2 − k2z

u(r) ∼ Jl (Kr) u(r) ∼ Hl (Kr)

这里  , 其线性无关的解为贝塞尔函数

 和汉克尔函数   , 由此

构成的通解不能归一化, 这是因为事实上 (19)式

是自由粒子波函数满足的方程. 为产生空间径向集

中的涡旋波, 需要在径向施加物理束缚, 使电子波

集中在传播轴附近, 在数学上可以用傍轴近似来实

现此束缚 [21,22]: 

∂2

∂z2
≈ 2ik

∂

∂z
+ k2, (20)

可得  (
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+ 2ik

∂

∂z
− l2

r2

)
u = 0, (21)

u (r, z)这里  是轴对称的束缚解, 做变换 

u(r, z)=L(r, z) exp
[
−i
(
Q(z)

2
r2 + P (z)

)]
, (22)

L (r, z) , Q (z) , P (z) r, z

r → ∞
其中  为关于变量  的函数. 可

分离方程 (21)  的渐近解形式, 得到
 

∂2

∂r2
L (r, z) +

(
1

r
− 2irQ (z)

)
∂

∂r
L (r, z)

+ 2ik
∂

∂z
L (r, z)−

(
2mV +

l2

r2

)
L (r, z)

+

(
k
∂Q

∂z
−Q2 (z)

)
r2L (r, z)

+

(
2k
∂P

∂z
− 2iQ (z)

)
L (r, z) = 0. (23)

ξ ∼ V ′(R) = 0 V (R)  的情形可忽略势能项  , 通过令
 

k
∂Q

∂z
−Q2 (z) = 0 (24)

和
 

2k
∂P

∂z
= 2iQ (z) +

8n+ 4l

W 2 (z)
, (25)

ρ (r, z) =
√
2r/W (z) τ = ρ2并做变量代换   和   , 方

程 (23)化为广义拉盖尔常微分方程:
 

τ
d2

dτ2
L (τ) + (1 + l − τ)

d
dτ
L (τ) + nL (τ) = 0. (26)

Ll
n (τ)其解为广义拉盖尔函数  , 由此可得拉盖尔高

斯涡旋解:
 

u = N

(√
2r
)l

W l+1 (z)
Ll
n

(
2r2

W 2 (z)

)
e

(
− r2

W 2(z)

)
e

(
−ik r2

R(z)

)

× e
(
−i(2n+l+1) arctan z

zR

)
eikzeilφ, (27)

n l N =√
2n!

π! (n+ l)!
R (z) = z

(
1 +

z2R
z2

)
W (z)=W (0)

(
1 + z2/z2R

)1/2
W (0)

zR

其中   为径向量子数 ;    为轨道量子数 ;   

 为归一化系数 ;    为

螺旋波前的曲率半径,  

为每一条电子涡旋线沿传播轴的半径,   为焦

点处的波半径,   为瑞利半径.

ξ(R) ̸= 0

ξ(R) = 0 a (r, z)

b (r, z) z eikz

∂2

∂z2
≈ 2ik

∂

∂z
+k2 a′ (r, z)

b′ (r, z)

对于   的自旋-轨道耦合非退化情形,

欲 求 方 程 组 (15)和 (16)的 传 播 解 我 们 仿 照

 情形中对方程 (17)处理, 首先分离 

和   的沿   轴的传播因子   , 并做傍轴近似

 , 得到轴对称径向束缚函数 

和  满足的方程:
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   (
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− l2

r2
+ 2ik

∂

∂z
− 2mV − lξ

)
a′ = ξ

(
r
∂

∂z
− z

∂

∂r
+ ikr − (l + 1)

z

r

)
b′, (28)

  (
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− (l + 1)

2

r2
+ 2ik

∂

∂z
− 2mV + (l + 1)ξ

)
b′ = ξ

(
z
∂

∂r
− r

∂

∂z
− l

z

r
− ikr

)
a′, (29)

a = eikza′, b = eikzb′

V ξ

ξ

a (r, z) b (r, z) V ξ

ξ

z

ξ

ℏ

其中,    , 由于中心力场的势能

项  不再是常值以及自旋-轨道耦合项  的存在, 方

程 (17)的分离变量条件 (24)和 (25)并不能使方程

组 (28)和 (29)分离变量, 自旋-轨道耦合项  导致

 和   耦合, 而势能项   和耦合项   则都

导致分离变量的方法不再适用. 即使忽略自旋-轨

道耦合项  的效应, 自由粒子情况的涡旋解也会被

势能修正, 不再是严格的高斯-拉盖尔型涡旋, 原则

上其解依然具有涡旋波的特征, 等相面具有近似螺

旋面的形状, 在远离  轴的区域, 波幅迅速衰减. 自

旋-轨道耦合项  的存在使得泡利方程的二分量旋

量的两个自旋分量是分别具有相差   的轨道角

动量取值的涡旋波, 体系的波函数为自旋波函数与

涡旋波函数的纠缠态, 可以视为涡旋波的旋量推

广, 相较于无自旋-轨道耦合的系统旋量涡旋波函

数有更复杂的结构. 为展示这种结构, 可以借助方

程 (17)的涡旋波解形式, 对方程组 (28)和 (29)中

V ξ V

ξ

的势能项  和耦合项  进行微扰分析, 将势能项 

和耦合项  视为微扰, 零级近似就是拉盖尔高斯涡

旋解 (27). 

2.4    旋量涡旋波的微扰解

a′ b′ V ξ

V ξ

V ξ

a′ = ϕ0 + ϕ1 b′ = η0 + η1

对   和   按势能项   和耦合项   进行微扰展

开, 势能项  和耦合项  为零时的轴对称束缚波函

数记为零阶波函数, 包含了  和  导致的轴对称束

缚波函数一阶修正, 则  和  ,

将其代入 (28)式和 (29)式, 得到轴对称束缚波函

数的零阶近似满足的方程: 

∂2ϕ0
∂r2

+
1

r

∂ϕ0
∂r

− l2

r2
ϕ0 + 2ik

∂ϕ0
∂z

= 0 (30)

和 

∂2η0
∂r2

+
1

r

∂η0
∂r

− (l + 1)
2

r2
η0 + 2ik

∂η0
∂z

= 0, (31)

以及轴对称束缚波函数一阶修正满足的方程: 

 

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− l2

r2
+ 2ik

∂

∂z

)
ϕ1 = (2mV + ξl)ϕ0 + ξ

(
z
∂

∂r
+
z

r
(l + 1) + r

∂

∂z
+ ikr

)
η0 (32)

和  (
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− (l + 1)

2

r2
+ 2ik

∂

∂z

)
η1 = ξ

(
z
∂

∂r
− r

∂

∂z
− ikr − lz

r

)
ϕ0 + (2mV − ξ (l + 1)) η0, (33)

V = 0其中 (30)式、(31)式即为  情形的方程 (21), 这两个方程的解为拉盖尔-高斯解 [22−24]: 

ϕ0 =
N

W (z)

(
2r2

W 2(z)

) l
2

exp
(
i

k

2 (z − izR)
r2
)
Ll
n

(
2r2

W 2(z)

)
e
(
−i(2n+l+1) arctan

[
z
zR

])
(34)

和 

η0 =
N ′

W (z)

(
2r2

W 2(z)

) l+1
2

exp
(
i

k

2 (z − izR)
r2
)
Ll+1
n

(
2r2

W 2(z)

)
e
(
−i(2n+l+2) arctan

[
z
zR

])
, (35)

其中归一化系数 

N =

√
2n!

π!(n+ l)!
, N ′ =

√
2n!

π!(n+ l + 1)!
, W (z) =W (0)

(
1 +

z2

z2R

) 1
2

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 21 (2022)    210301

210301-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


zR =
k

2
W 2(0)为涡旋半径,   为瑞利半径.

对于轴对称束缚波函数一阶修正的两个方程,

注意到其与零阶近似的区别在于, 零阶近似的方程

为微分算子 

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− l2

r2
+ 2ik

∂

∂z
(36)

的齐次或者无源微分方程, 而一阶修正方程 (32)

和方程 (33)则为其非齐次或者有源微分方程. 非

齐次微分方程的求解可以借助其微分算子的格林

函数解得到. 以方程 (32)为例, 注意到完整波函数

与轴对称束缚波函数的关系 (12)式、(18)式和傍

轴近似 (20)式, 可得完整波函数一阶修正满足的

方程:  (
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2
+ k2

)
ϕ′1 = S, (37)

其中 

S =

(
2mV − iξ

∂

∂φ

)
ϕ′0

+ ξ

(
z
∂

∂r
+ r

∂

∂z
− z

r
+ i

z

r

∂

∂φ

)
η′0, (38)

ϕ′0 = eikzeilφϕ0 ϕ′1 = eikzeilφϕ1 η′0 = eikzeilφη0
η′1 = eikzeilφη1

  ,     ,     以

及  .

方程 (37)事实上是一个非齐次 Helmholtz方

程, 其格林函数方程为 

∇2G (x,x′) + k2G (x,x′) = −4πδ3 (x− x′) . (39)

δ3 (x− x′) δ δ3 (x− x′) = δ (x− x′)×

δ (y − y′) δ (z − z′)

其中   为   函数,   

 . 方程 (37)的解可借助格林函数

表示为 

ϕ′1(x) =

∫
V

d3x′G (x′, x)S (x′)

+

∮
∂V

ds′ · (G (x′, x)∇′ϕ′1

− ϕ′1 (x
′)∇′G (x′, x)). (40)

V ϕ′ (x) → 0

G (x′, x) → 0 ∂V

G′ (x′, x) ϕ′1

对于无界空间   , 无穷远边界条件为   和

 , (40)式中表面   上的积分没有贡

献. 由此通过求解柱坐标系中 Helmholtz算子的格

林函数  , 可以得到  的具体形式.
 

3   柱坐标系中 Helmholtz方程的格林
函数

在柱坐标系中格林函数方程 (39)化为
 

∇2G′ (x,x′) + k2G′ (x,x′)

= − 4π
r
δ (r − r′) δ (φ− φ′) δ (z − z′) . (41)

φ z对 (41)式两端做  ,   变量的正交归一函数展开, 由
 

δ (z − z′) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dkzeikz(z−z′) , (42)

 

δ (φ− φ′) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dmeim(φ−φ′)

=
1

2π

∞∑
m=−∞

eim(φ−φ′) (43)

和
 

G(x,x′) =
1

4π2

∞∑
m=−∞

∫ ∞

−∞
dkzeikz(z−z′)

× eim(φ−φ′)gm(r, r′), (44)

gm (r, r′)可得径向格林函数  满足的方程:
 

1

r

d
dr

(
r
dgm
dr

)
+

(
K2 − m2

r2

)
gm=−4π

r
δ(r−r′), (45)

K K2 = k2 − k2z r ̸= r′

Jm (Kr) Nm(Kr)

gm(r, r′) r = 0 r → ∞

其中   为径向波数, 即   . 当   时,

方程 (45)有两个线性独立的解, 第一类贝塞尔函

数   和第二类贝塞尔函数   , 对无界

空间,    满足   处有限和   处为零

的边条件, 可得柱坐标系中的格林函数解为 [25]
 

 

G(x,x′) = −1

2

∞∑
m=−∞

∫
dkzeikz(z−z′)eim(φ−φ′)Jm (Kr<)Nm (Kr>) , (46)

r< = min (r′, r) r> = max (r′, r) K =
√
k2 − k2z其中  ,   ,   . 由 (40)式得到

 

ϕ′1(x) = − 1

2

∫ ∞

0

r′dr′
∫ ∞

−∞
dz′
∫ 2π

0

dφ′
∞∑

m=−∞

∫ ∞

−∞
dkzeikz(z−z′)eim(φ−φ′)eikz

′
eilφ

′
Jm(Kr′<)Nm(Kr′>)S

′

= − πeilφ
∫ ∞

−∞
dz′
∫ ∞

−∞
dkzeikz(z−z′)eikz

′
[∫ r

0

r′dr′Jl(Kr′)Nl(Kr) +

∫ ∞

r

r′dr′Jl(Kr)Nl(Kr
′)

]
S′. (47)
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S′ = (2mV + lξ′)ϕ0 + ξ′
(
z′
∂

∂r′
− z′

r′
(l + 1) + r′

∂

∂z′
+ ikr′

)
η0 ξ′ =

1

2m

1

R′
dV
dR′其中  和  .

ϕ0 η0 n l Ll
0

(
2r2

W 2(z)

)
= 1

n = 0 n = 0 l = 1

拉盖尔高斯型涡旋波  (34)式和  (35)式轴对称束缚部分依赖于量子数  和  , 由于  ,

因而  时轴对称束缚波函数在空间没有节点, 对应束缚基态, 取  ,   可得
 

ϕ′1(x) = −πeiφ
∫ ∞

−∞
dz′
∫ ∞

−∞
dkzeikz(z−z′)eikz

′
∫ ∞

0

r′dr′J1 (Kr<)N1(Kr>)S
′
01, (48)

其中
 

S′
01 =

{(
2m(R′)

−1 − 1

2m
(R′)

−3
)
ϕ0 −

1

2m
(R′)

−3

[
2ikz′ + kzR − 3

(z′ − izR)
r′ − ikr′3

2(z′ − izR)2

]
η0

}
. (49)

ρ′ =
r′

W (z′)
ρ =

r

W (z′)
令  ,   , 则
 

ϕ0(x
′) =

N

W (z′)
ρ′e−ρ′2

exp

(
ik
z′W (0)

2

2z2R
ρ′2

)
exp

[
−2iarctan

(
z′

zR

)]
, (50)

 

η0(x
′) =

N ′

W (z′)
(ρ′)

2e−ρ′2
exp

(
ik
z′W (0)

2

2z2R
ρ′2

)
exp

[
−3iarctan

(
z′

zR

)]
, (51)

 

ϕ′1(ρ, φ, z) = − πeiφ
∫ ρ

0

dρ′
∫ ∞

−∞
dz′
∫ ∞

−∞
dteit(z−z′)eikz

′
(N1 (KW (z′) ρ′)) J1 (KW (z′) ρ′)S′

01

− πeiφ
∫ ∞

ρ

dρ′
∫ ∞

−∞
dz′
∫ ∞

−∞
dteit(z−z′)eikz

′
(N1 (KW (z′) ρ′)) J1 (KW (z′)ρ′)S′

01 (52)

和
 

S′
01 = 2m

ρ′

ρeff
ϕ0 −

1

2m

(
1

ρeff

)3
[

ρ′

W 2 (z′)
ϕ0 +

ρ′2

W (z′)

2ikz′ + kzR − 3

(z′ − izR)
η0 −W (z′)

ikρ′4

2(z′ − izR)2
η0

]
, (53)

ρeff =
√
ρ′2 + z′2/W 2 (z′)其中  .

 

4   涡旋结构的数值分析

u由 (12)式, 旋量波函数  的上分量为
 

ϕ = eilφa = eilφeikzϕ0 + ϕ′1 (r, ϕ, z) , (54)

从 (47)式可以得到
 

ϕ = eilφ
(
eikzϕ0 − π

∫ ∞

−∞
dz′
∫ ∞

−∞
dkz

∫ ∞

0

r′dr′eikz(z−z′)eikz
′
Jl (Kr<)Nl (Kr>)S

′
)
. (55)

ϕ eilφ Lz l l = 1 ρ

ϕ ϕ

因  具有  的因子, 是  本征值为  的本征态, 对 (55)式进行数值分析, 可以得到轨道量子数  时,   为

常数面与  的等相面上相交出的螺旋线, 见图 1; 以及  的螺旋等相位面, 见图 2.

ϕ z根据得到旋量上分量  的方法, 可以得到中心力场下的电子沿  轴运动时的旋量下分量解为
 

η = ei(l+1)φb = ei(l+1)φeikzη0 + η′1, (56)

式中
 

η′1 = πei(l+1)φ

∫ ∞

0

dρ′
∫ ∞

−∞
dz′
∫ ∞

−∞
dkzeikz(z−z′)eik

′z′
Jl+1 (KW (z′) ρ′<)Nl+1 (KW (z′) ρ′>)σ

′(x), (57)

其中
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σ′ (x′) =
2mρ′

ρeff
η0 + ρeff

−3

[
ρ′

mW 2 (z′)
η0 +

1

2m

(
1

W (z′)

(kzR − 2) ρ′2

z − izR
− ikW (z′) (ρ′)

4

2(z′ − izR)2

)
ϕ0

]
. (58)

n = 0 l = 1

ρ

η

取径向量子数  的束缚基态和  , 由 (56)式

给出了旋量下分量等相面与常   面的螺旋线交线,

见图 3和图 4, 以及  的等相位面, 见图 5.

l′ = l + 1 = 2

ρ

φ 2π

图 3和图 4显示轨道量子数   时,

旋量下分量等相面与等   面所交螺旋线分为两条,

而图 5则更明确地表明, 波函数螺旋等相面有两

支, 这是因为   初相位选取有   整数倍的不确定

X, Y

l

eilφ 2π/|l|

|l|

性, 奇数倍和偶数倍选取就会导致相应的笛卡尔坐

标  反号, 因此导致了图 3、图 4和图 5中的一

个等相位面分为两支的情形. 更一般地, 对于一般 

值, 旋转波函数因子  的初相位有  个可能取

值, 每个初相位取值确定等相位面的一支, 每个固

定相位, 其等相面就分裂为  支.

二分量旋量作为狄拉克旋量的非相对论极限

在 F-W表象中是狄拉克旋量的上旋量, 经 F-W逆

变换会将上下旋量纠缠起来, 下旋量由上旋量给

出, 其在中心力场中的自旋涡旋纠缠态解, 会使狄

拉克旋量整体具有涡旋结构, 这样非相对论极限的

涡旋解经 F-W逆变换就可以给出相对论狄拉克旋

量的涡旋解 [15]. 

5   总结和展望

携带轨道角动量的传播电子态其波前呈现螺

旋面结构, 这种电子波首先在自由电子系统和匀强

磁场的系统中被预言和研究, 对于有自旋-轨道耦

合的体系, 我们将涡旋波的概念推广到了具有二维

 

-1.8

-0.9

0

0.9

1.8

2 1 0 -1 -2 0
1.
2
2.
4

3.
6

4.
8

6.
0



 

01
.22
.43
.64
.86
.0










































(a)

(b)

l = 1 ρ ϕ

ρ = r/W (z) X = x/W (0),

Y =y/W (0), Z=z/W (0) x= ρ sin(φ/2) y= ρ cos(φ/2)
eilφ 2π ρ = 1

ϕ ρ = 2 ϕ

图  1      时 , 常   曲面与   的等相面上相交出的螺旋

线 (其中  为无量纲径向坐标参量,  

 ,    ,    ,

波形每旋转一周转动波函数   相位变化   )　(a)  

曲面与   的等相面交线; (b)   曲面与   的等相面交线

ϕ = constant
ρ = constant l = 1

ρ = r/W (z)

X = x/W (0), Y = y/W (0), Z = z/W (0) x =

ρ sin(φ/2) y = ρ cos(φ/2)
eilφ 2π

ϕ = constant ρ = 1

ϕ = constant
ρ = 2

Fig. 1. Spiral line intersected by the equiphase  

surface  and      surface  in  case  of    ,  where

   is the  dimensionless  radial  coordinate   para-

meter and    ,   

 ,    . The phase increase of the rota-

tion wave function    is    for every periodic rotation of

the  helix  in  space.  (a)  The  spiral  line  intersected  by  the

equiphase     surface and     surface;  (b) the

spiral  line  intersected  by  the  equiphase      sur-

face and    surface. 
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0
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z

ϕ l = 1

eilφ 2π

图 2    当携带轨道角动量的电子在中心场中沿   轴运动时

旋量上分量解   的螺旋等相位面 , 轨道量子数   , 波形

每旋转一周转动波函数   相位变化  

ϕ

l = 1

eilφ 2π

Fig. 2. Helical equiphase  surface  of  the  spinor  upper   com-

ponent solution     when the electrons with orbital  angular

momentum propagate along z-axis and the orbital quantum

number  is    .  The  phase  increase  of  the  rotation  wave

function     is     for every periodic rotation of the helix

in space. 
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旋量结构的波函数中, 这种携带总角动量的涡旋电

子波可以看成电子自旋态与轨道涡旋态的纠缠态,

是二分量旋量涡旋波, 由狄拉克旋量与其非相对论

极限二分量旋量的关系, 讨论了狄拉克旋量涡旋波

可以经由二分量旋量做 F-W逆变换来构造. 我们

的研究从相对论情形还是非相对论极限两个角度

展示了有自旋-轨道耦合的体系中电子的旋量涡旋

态的涡旋构造.

二分量旋量涡旋波的求解过程中, 发展了定态

微扰论的思想, 将其改造运用到旋量涡旋波的求解

中. 轨道旋量波的求解借助了光学上的傍轴近似,

这个近似实质上是引入一个等效的束缚势, 使得波

函数的轴对称因子呈现束缚态波函数性质. 在旋量

波函数的一阶微扰论修正 (32)式和 (33)式求解过

程中, 为了数学上的方便, 将傍轴近似恢复为严格

形式. 这相当于撤去了轴对称的束缚势, 对于涡旋

波的轴对称束缚波函数的求解必然存在影响, 但是

由于格林函数解 (40)的形式, 零阶轴对称波函数

的束缚解保证了一阶微扰修正的束缚解性质, 零阶

波函数借助了傍轴近似, 其效应通过格林函数解的
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z −6 6 ρ = 1.2 X = x/W (0), Y = y/W (0), Z = z/W (0)

x = ρ sin(φ/2) y = ρ cos(φ/2) ρ = r/W (z) ei(l+1)φ 4π
图  3      取值从   到   时 , 旋量下分量等相面与   面所交出的涡旋线 , 其中     ,

 ,   ,   , 波形每旋转一周转动波函数   相位变化  

ρ = 1.2

−6 6 X = x/W (0), Y = y/W (0), Z = z/W (0) x = ρ sin(φ/2) y = ρ cos(φ/2) ρ = r/W (z)

ei(l+1)φ 4π

Fig. 3. Spiral line intersected by the spinor lower equiphase surface and the     surface in case of the value of Z ranges from

  to    , where      ,    ,    ,    . The phase increase of

the rotation wave function    is    for every periodic rotation of the helix in space.
 

 

1.74

1.16

0.58

0

-0.58

-1.16

-1.74

-
4
.8

-
2
.4

0 2
.4 4
.8

1
.51
.00
.5

0

-
0
.5

-
1
.0

-
1
.5







1.74

1.16

0.58

0

-0.58

-1.16

-1.74



1
.51
.00
.5

0

-
0
.5

-
1
.0

-
1
.5



-
4
.8

-
2
.4

0

2
.4 4
.8



z −6 6 ρ = 1.5 X = x/W (0), Y = y/W (0), Z = z/W (0)

x = ρ sin(φ/2) y = ρ cos(φ/2) ρ = r/W (z) ei(l+1)φ 4π
图  4      取值从   到   时 , 旋量下分量等相面与   面所交出的涡旋线 , 其中     ,

 ,   ,   , 波形每旋转一周转动波函数   相位变化  

ρ = 1.5

−6 6 X = x/W (0), Y = y/W (0), Z = z/W (0) x = ρ sin(φ/2) y = ρ cos(φ/2) ρ = r/W (z)

ei(l+1)φ 4π

Fig. 4. Spiral line intersected by the spinor lower equiphase surface and the     surface in case of the value of Z ranges from

  to    , where      ,    ,    ,    . The phase increase of

the rotation wave function    is    for every periodic rotation of the helix in space.
 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 21 (2022)    210301

210301-9

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


表达式 (40)传递给了轴对称波函数的一阶修正,

在一阶修正满足的微分方程中撤去傍轴近似, 对于

解的涡旋结构不构成破坏.

对于自旋-轨道耦合的体系, 选取了中心力场

诱导的自旋-轨道耦合, 具体求解了这种体系中的

旋量涡旋波函数解, 相比于高度理想化的自由电子

和匀强磁场体系, 具有自旋-轨道耦合的体系较有

普适性, 其旋量涡旋波比单纯的轨道涡旋波有更高

的稳定性和实验上的可实现性. 借助旋量涡旋波可

以用来研究原子环境或者量子阱等微结构, 也可以

用来研究原子核环境中的带轨道角动量的中子和

质子现象, 核势能导致的自旋-轨道耦合使得中子

和质子旋量涡旋波具有较强的自旋波函数与轨道

涡旋波函数的纠缠效应, 这些涡旋波对于研究核势

能都是很好的探针. 而且电子涡旋束有望在显微镜

分析中带来新的应用, 其中电子束的轨道角动量有

望提供有关样品晶体、图形、电子和磁性成分的新

信息. 电子显微镜将使人们能够以原子或接近原子

的分辨率绘制磁性信息, 这便可以预期以螺旋电子

波在电子显微镜和其他电子探测方面具有广阔前

景. 此外电子涡旋态也与量子信息有关, 特别是电

子涡旋可能被用来向玻色-爱因斯坦凝聚体中的涡

旋传递角动量.
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图 5    中心力场中携带轨道角动量的电子沿   轴传播时其

旋量下分量   的涡旋解等相面 , 所对应的轨道量子数

 , 其中   ,

 ,   ,   , 波形每旋转

一周转动波函数   相位变化  

η

l + 1 = 2

X = x/W (0), Y = y/W (0), Z = z/W (0) x = ρ ×
sin(φ/2) y = ρ cos(φ/2) ρ = r/W (z)

ei(l+1)φ 4π

Fig. 5. Helical equiphase  surface  of  the  spinor  lower   com-

ponent solution     when the electrons with orbital  angular

momentum propagate  along  z-axis  in  the  central  field  and

corresponding  orbital  quantum  number  is    ,  in

which    ,   

 ,    ,    . The  phase   in-

crease  of  the  rotation  wave  function      is      for

every periodic rotation of the helix in space. 
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Abstract

There  exists  an  electron  vortex  solution  with  orbital  angular  momentum  quantum  in  a  non-spin-orbit

coupling system which has nonconservative orbital angular momentum. We discuss the system with spin-orbit

coupling  and  nonconservative  orbital  angular  momentum,  and  we  can  find  that  the  electrons  with  the  total

angular  momentum  numbers  also  have  vortex  beam  solutions.  And  the  vortex  beam  is  expressed  as  an

entangled wave function of the spin wave function and the vortex wave function. Taking the electrons in the

central  force  field  for  example,  in  this  paper  constructed  is  a  spinor  vortex  structure  which  is  caused  by  the

propagation  of  electrons  carrying  a  fixed  quantum number  of  total  angular  momentum along  the  z-axis.  The

spinor vortex structure is under the condition that the orbital angular momentum caused by spin-orbit coupling

is  non-conserved  but  the  total  angular  momentum is  conserved.  The  corresponding  electron  vortex  beams  in

spin-vortex  entanglement  are  solved  by  perturbation  method,  and  the  Foldy-Wouthuysen  transformation  is

utilized to show that the vortex solution of the four-component spinor does exist in the case of relativity, when

the electron with a fixed total angular momentum quantum number propagates along the z-axis in the central

force field. The spinor provides theoretical support for the existence of the vortex structure for the system where

the orbital angular momentum is not conserved but the total angular momentum is conserved due to spin-orbit

coupling.

Keywords: relativistic electron vortices, central potential fields, Foldy-Wouthuysen transformation, spin-orbit
coupling
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