
 

克尔度规引力场对费米子的量子散射*
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无中微子双 b 衰变至今尚未被观察到, 同时其存在无法被否定. 因此中微子是否是 Majorana粒子这个

问题目前尚无定论. 本文希望从引力对费米子散射的角度研究通过引力场区分中微子费米子类型的可能性.

对 Levi-Civita联络按宇称变换做分解, 在引力场对费米子散射微扰论最低阶近似以及弱引力近似下, 发现一

般度规的引力场对狄拉克和马约拉纳费米子量子散射矩阵元差别来自宇称变换下类似矢量的部分; 对克尔

度规的引力场散射, 证实不同类型费米子的散射差别与克尔引力源的角动量相关, 其散射矩阵元正比于引力

源的质量与角动量乘积的平方. 以上结果为通过引力场区分费米子类型提供了另外一种可能的方法.
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1   引　言

电荷共轭变换是联系粒子与其反粒子的变换,

费米子按电荷共轭变换性质分为两类 , 狄拉克

(Dirac)型和马约拉纳 (Majorana)型. Majorana[1]

于 1937年预言电中性费米子可用实值波函数描述,

其反粒子就是自身. 自中微子被发现后, 在理论和

实验方面关于中微子可能是Majorana粒子的探索

一直没停止过 [2], 但迄今为止, 无论是理论还是实

验方面都没有确定答案. 中微子是否是 Majorana

粒子对于解决中微子质量等级问题, 探索超出标准

模型新物理都很重要.

无中微子的双 b 衰变是中微子为Majorana粒

子的特征, 寻找无中微子双 b 衰变事例就成了甄别

中微子费米子类型的粒子物理首选手段, 然而至今

为止尚未发现这样的事例, 也无法否定其存在 [3].

因而寻求弱相互作用之外鉴别中微子费米子类型

的机制研究一直没有停止过, 20世纪 90年代中期

开始出现用费米子对引力场的响应来分辨 Dirac和

Majorana费米子的研究 [4−8]. 2006年 Papini等 [6]

提出设想, 旋转引力源的 Lense-Thirring效应会拖

曳参考系标架场旋转, 其 Dirac和 Majorana费米

子的自旋翻转矩阵元的空间依赖不同, 能够区分中

微子类型. 但是该研究基于一次量子化波函数来处

理 Majorana粒子是有问题的, 满足电荷共轭变换

不变的波函数不可能是自由粒子波函数, Papini等 [6]

讨论的波包 [9] 在天文尺度下传播时, 由于波包弥

散, 其意义是不明确的. 由于电荷共轭不变的波函

数不是确定能动量本征态的自由粒子态, Majorana

粒子在一次量子化框架内无法自洽的描述, 处理

Majorana粒子必须考虑到电荷共轭不变性, 只有

在二次量子化框架内才能得到自洽的处理.

Lai和 Xue[10] 用二次量子化的框架研究了渐

近平直的史瓦西 (Schwarzschild)时空和带挠率

Schwarzschild度规时空对自由 Dirac费米子和
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Majorana费米子的量子散射, 发现 Schwarzschild

时空中的散射无法区分两种费米子, 而带矢量挠率

的黎曼-嘉当 (Riemann-Cartan)时空的散射能够

区分 Dirac和Majorana费米子. Majorana费米子

由于其电荷共轭不变性, 挠率的矢量部分不会对

Majorana费米子散射产生影响, 只有轴矢挠率会

影响 Majorana费米子的散射, 而 Dirac费米子会

同时受到矢量挠率和轴矢挠率的影响.

广义相对论是无挠的引力理论, 引力表现为黎

曼时空的弯曲, 时空联络为 Levi-Civita联络, 完全

由度规确定. 但是自广义相对论提出后关于有挠引

力的探讨从来没有停止过, 理论上关于挠率在引力

理论中的角色有两种观点. 一种是将黎曼时空推广

为带挠率的时空, 即 Riemann-Cartan时空来描述

引力. 另一种观点认为挠率提供了引力区别与时空

曲率的另一种等价描述 [11,12], 例如绝对平行引力

中, 时空曲率为零, 引力用挠率描述. 文献 [10]中

关于挠率对于Majorana费米子和 Dirac费米子的

散射矩阵和散射截面的影响对于以上两种观点同

样成立, 但是对于将挠率认为是引力等效描述的第

二种观点, 意味着引力场对应的矢量挠率对费米子

的散射可以区分 Dirac费米子和Majorana费米子,

这就为用中微子的引力量子散射效应来区分中微

子的费米子类型提供了理论基础.

挠率按其在洛伦兹变换下的变换性质可分解

为矢量、轴矢量和纯张量三部分, 挠率与费米场的

耦合在 Riemann-Cartan框架中, 最小耦合只有轴

矢挠率与费米子存在耦合, 但是物质场的重整化效

应使得非最小耦合具有普适性, 矢量挠率和轴矢量

挠率都存在与旋量场的耦合. 在绝对平行引力框架

中, 矢量挠率和轴矢挠率也都存在与旋量场的耦

合, 挠率场对 Dirac费米子与 Majorana费米子散

射效应的差异来自矢量挠率 [10]. 可以将对挠率按

洛伦兹变换性质进行的分解推广到无挠的自旋联

络上, 与挠率类似 Levi-Civita联络分解为三部分,

与旋量场发生耦合的是类似矢量挠率和轴矢量挠

率的两部分. 本文在一般引力场的度规描述框架

中, 分别计算了 Dirac费米子和 Majorana费米子

对 Levi-Civita联络中分解出的类似矢量挠率和轴

矢量挠率的两部分的散射振幅, 发现由于Majorana

费米子的电荷共轭对称性, 自旋联络的其中一部分

对 Majorana费米子的散射振幅没有贡献 , 而对

Dirac费米子的散射振幅有贡献. 将这个结果应用

于旋转引力源产生的克尔 (Kerr)度规场中, 发现

Kerr时空对Majorana费米子和 Dirac费米子的散

射振幅不同, 尤其是自旋翻转散射矩阵元不同, 不

同的散射振幅有不同的散射截面, 这个结果与绝对

平行引力框架中, Kerr挠率场对Majorana费米子

和 Dirac费米子散射的差别预期是相互印证的. 并

且当引力源的角动量为零, Kerr时空退化为 Sch-

warzschild时空 , 其对 Majorana费米子和 Dirac

费米子的散射差异也消失, 印证 Schwarzschild时

空散射不能区分中微子的费米子类型的结论 [10]. 

2   Schwarzschild度规的时空对费米子的
散射

L

Lai和 Xue[10] 用二次量子化的框架研究了自

由 Dirac费米子和 Majorana费米子在渐近平直

Schwarzschild时空中的量子散射. 在弯曲时空背

景中, 费米子拉格朗日密度  为 

L = ψ̄ [iγµ (x)Dµ −m]ψ, (1)

ψ

ψ̄ = ψ†γ0

其中 m 为粒子的质量;    是旋量粒子的二次量子

化形式, Dirac费米子和 Majorana费米子的二次

量子化形式并不相同, 其具体形式会在后文给出;

 ;
 

γµ (x) = γaea
µ (x) , (2)

γa ea
µ

µ, ν

gµν γµ = gµνγ
ν

ηab = diag(+1,−1,−1,−1)

γa = ηabγ
b

γa = ηabγ
b = ηa0γ

0 + ηa1γ
1 + ηa2γ

2 + ηa3γ
3

  为伽马矩阵;   为局域 4标架场, 它在时空中

的每一点将时空坐标和局域自由降落坐标系联系

起来. 本文中希腊字母上下标表示时空指标, 如

 等, 其取值为 0, 1, 2, 3, 上下标可以使用时空

度规  进行升降, 例如  ; 本文中拉丁字

母上下标表示局域自由降落坐标系的指标, 如 a, b

等, 其取值为 0, 1, 2, 3, 上下标使用局域自由降落坐

标系的度规, 即闵氏度规 

进行升降, 例如  . 另外本文采用爱因斯坦

求和约定, 即相同的上下标表求和并略去求和符号,

例如  ;
 

Dµψ = ∂µψ − i
2
Aab

µSabψ, (3)

Aab
µ Sab  为洛伦兹联络,    为洛伦兹生成元的旋量

表示, 

Sab =
1

2
σab =

i
4
[γa, γb]. (4)

在 Riemann-Cartan空间中, 
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Dµ = ∂µ − i
4
Ãab

µσab + iη1Aµγ5 + η2Vµ, (5)

Ãab
µ Aµ =

gµαA
α=1/(3!)gµαε

ανρλTνρλ εανρλ

ε0123=1 Vµ=T
ν
νµ T ρ

µν

η1 η2

η1 = −(3/4)

η2 = 0

式中 ,    为 Levi-Civita联络 ; 轴矢挠率  

 , 其中  为四维 Levi-

Civita符号,   ; 矢量挠率  ,   为

挠率;   和  为挠率与旋量耦合常数, 在 Riemann-

Cartan时空挠率与旋量最小耦合情形 

和  . 在弱场近似下, 一阶小量为
 

hµν = gµν − ηµν . (6)

在一阶近似下 

√
−g ∼= 1− 1

2
hµ   µ, (7)

其中 g 是度规的行列式. 4标架场可取为 

ea
µ ∼= δa

µ − 1

2
ha

µ. (8)

S =

∫
d4x

√
−gL费米子作用量  展开到一阶为

 

 

S = S0 + Sint =

∫
d4xψ̄

[
i/∂ −m− i

2
γaha

µ∂µ +
1

4
γaΓa −

1

2
hµ

µ (i/∂ −m)

]
ψ, (9)

/∂ = γaδa
µ∂ µ S0 Γa = ea

µAbc
µσbc Sint其中  ;   为闵氏时空背景中的费米子作用量;   ;   是弯曲时空背景对费米子

作用导致的相互作用作用量, 

Sint =

∫
d4xψ̄

[
− i

2
γaha

µ∂µ +
1

4
γaΓa −

1

2
hµ

µ (i/∂ −m)

]
ψ. (10)

|i⟩ pi si |f⟩ qf mf |i⟩ → |f⟩记初态  的粒子动量为  , 自旋为  ; 末态  的粒子动量为  , 自旋为  ,   的跃迁振幅为 

⟨f |S| i⟩ =
⟨
f

∣∣∣∣T exp
[
−i
∫

d4xHI (x)

]∣∣∣∣ i⟩ =

⟨
f

∣∣∣∣T exp
[

i
∫

d4xLint (x)

]∣∣∣∣ i⟩ , (11)

S HI这里,   为散射矩阵,   是相互作用哈密顿量, T 表示编时乘积.

对于无挠率的黎曼时空, 使用 Dirac场算符的二次量子化形式 

ψD (x) =

∫
d3p

(2π)3
√
2Ep

∑
s=1,2

[
ap,su

s (p) e−ipx + b†p,sv
s (p) eipx], (12)

ap,s b†p,s us (p) vs (p)其中,   和  分别是粒子的湮灭算符和反粒子的产生算符;   和  分别为 Dirac方程平面波正能

解和负能解中的四分量旋量. 通过Majorana费米子场算符的二次量子化形式: 

ψM (x) =

∫
d3p

(2π)3
√
2Ep

∑
s=1,2

[
ap,su

s (p) e−ipx + a†p,sv
s (p) eipx], (13)

可以分别得到在引力场中的散射振幅最低阶: 

MD = i ⟨f |Sint| i⟩ = 2πiδ(Eqf − Epi
)ūmf (qf )

[
1

4
γaΓa(k)−

1

2
ha

µ(k)γapiµ

]
usi(pi), (14)

 

MM = πiδ
(
Eqf − Epi

)
ūmf (qf )

[
1

4
γaΓa (k)−

1

2
ha

µ(k)γapiµ

]
usi (pi)

− πiδ
(
Eqf − Epi

)
v̄si(pi)

[
1

4
γaΓa(k) +

1

2
ha

µ(k)γaqfµ

]
vmf (qf ), (15)

Epi =

√
|pi|2 +m2 Eqf k = qf − pi Γa (k) ha

µ(k)

Γa (x) ha
µ(x)

其中,   是初态能量,   为末态能量; 转移四动量  ;   和  分别为上文

中  和  的傅里叶变换.

对 Schwarzschild引力场, 取空间各向同性广义坐标, 度规形式为 

ds2 =
(1−GM/2r)

2

(1 +GM/2r)
2 dt2 −

(
1 +

GM

2r

)4 (
dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdφ2

)
, (16)

其中, G 为引力常量, M 为引力源质量, t 为坐标时间, r 为原点到某点的径向坐标. 取弱场一阶近似 

gµν = ηµν + hµν = ηµν + 2ϕ (r) δµν , (17)
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ϕ (r) = −GM/r其中  . 对 Dirac和Majorana粒子皆有 

MD =MM = −2πiδ(Eqf − Epi
)ϕ(k)ūs(qf )/̃piur(pi), (18)

p̃iµ = (pi0 ,−pi1 ,−pi2 ,−pi3) ϕ(k) ϕ(r)其中,   ,   为  的傅里叶变换.

对具有 Schwarzschild度规的 Riemann-Cartan时空, 时空对 Dirac费米子的散射振幅为 

MT
D = 2πiδ(Eqf − Epi

)ūmf (qf )

[
1

4
/̃Γ (k) + iη2/V (k)− η1/A(k)γ5 −

1

2
/̃pi

]
usi(pi), (19)

/̃Γ (k) = γaΓ̃a(k) /V (k) = γaVa(k) /A(k) = γaAa(k) Γ̃a(k) Va(k) Aa(k) Γ̃a(x) Va(x) Aa(x)其中  ,   ,   ,   ,   ,   分别是  ,   ,   的

傅里叶变换. 挠率的矢量部分会贡献一个矢量流耦合, 而轴矢量部分会贡献一个轴矢量流耦合. 同样, 可以

写出Majorana费米子的散射振幅: 

MT
M = πiδ(Eqf − Epi

)ūmf (qf )

[
1

4
/̃Γ (k) + iη2/V (k)− η1/A(k)γ5 −

1

2
/̃pi

]
usi (pi)

− πiδ(Eqf − Epi
)v̄si(pi)

[
1

4
/̃Γ (k) + iη2/V (k)− η1/A(k)γ5 +

1

2
/̃qf

]
vmf (qf )

= πiδ(Eqf − Epi
)ūmf (qf )

[
1

4
/̃Γ (k)− 1

2
ha

µγa(pi)µ

]
usi (pi)

− πiδ(Eqf − Epi
)̄vsi(pi)

[
1

4
/̃Γ (k)+

1

2
ha

µγa(qf )µ

]
vmf (qf )

+ 2πiδ(Eqf− Epi)ū
mf (qf ) (−η1γµAµγ

5)usi (pi) , (20)

矢量挠率部分不会出现在 Majorana费米子的散射振幅中, 只有轴矢挠率部分会对 Majorana费米子散射

振幅有贡献 [10]. 

3   Kerr引力场对费米子的散射
 

3.1    一般引力场中的费米子散射

文献 [10]中对于挠率的分析采用了挠率对洛伦兹群不可约表示的分解, 将挠率分解为矢量部分和轴矢

部分, 由于Majorana旋量的电荷共轭性质, 导致挠率的矢量部分在散射振幅中没有贡献. 我们发现如对无

挠的自旋联络进行类似的分解, 则Majorana费米子和 Dirac费米子在无挠引力中的散射振幅的形式也会

有区别.

采用 4标架场, 在弱引力背景中, 对费米子 

L = ψ̄ (iγae   µ
a Dµ −m)ψ = ψ̄

(
iγan   µ

a ∂µ −m+
1

2
γaAbc

aSbc −
i
2
γah   µ

a ∂µ

)
ψ, (21)

Sbc其中  是旋量表示下的洛伦兹生成元, 

Sbc =
i
4
[γb, γc] ; (22)

na
µ δa

µ
  是平直时空的标架, 取笛卡尔坐标时标架可取为  , 使得 

ea
µ = na

µ − 1

2
ha

µ. (23)

从 (21)式中可以分离出相互作用的部分: 

Lint =
1

2
ψ̄
(
γaAbc

aSbc − iγah  µ
a ∂µ

)
ψ =

i
4
ψ̄Aabc

(
2ηcaγb − iεdcabγdγ5

)
ψ − i

2
ψ̄γah  µ

a ∂µψ, (24)

Aabc  为 Levi-Civita联络 

Aabc = ηaeA
e
bc = ηae (f

e
b c + f e

c b − febc) , (25)
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f cab ea = ea
µ∂µ其中,   是标架矢量  的结构系数, 满足 

[ea, eb] = f cabec = ea
µeb

ν (∂νe
c
µ − ∂µe

c
ν) ec. (26)

使用 (26)式, 作用量中的联络部分可以写为 

Aabc

(
2ηcaγb − iεdcabγdγ5

)
= 4ea

µeb
ν (∂νe

a
µ − ∂µe

a
ν) γ

b − 2ieaµecν∂νebµεdcabγdγ5. (27)

因此, 作用量的相互作用部分可以写为 

Lint = ψ̄

(
iKaγ

a +
1

2
Λaγ

aγ5 − i
2
γaha

µ∂µ

)
ψ, (28)

其中, 

Ka = eb
µea

ν
(
∂νe

b
µ − ∂µe

b
ν

)
, (29)

 

Λa = ed
µec

ν∂νe
b
µε

cd
a b. (30)

借助 Dirac场算符的自由粒子展开 

ψD (x) =

∫
d3p

(2π)3
√
2Ep

∑
s=1,2

[
ap,su

s (p) e−ipx + b†p,sv
s (p) eipx], (31)

Majorana场算符的自由粒子展开 

ψM (x) =

∫
d3p

(2π)3
√
2Ep

∑
s=1,2

[
ap,su

s (p) e−ipx + a†p,sv
s (p) eipx], (32)

以及初末态的归一化 

|i⟩ =
√
2Epia

†
pi,si |0⟩ , |f⟩ =

√
2Eqf a

†
qf ,mf

|0⟩ , (33)

得到 Dirac费米子的微扰论最低阶散射振幅为 

MD = i ⟨f |Sint| i⟩ = i⟨f |
∫

d4x
√
−gψ̄

(
iKaγ

a +
1

2
Λaγ

aγ5 − i
2
γaha

µ∂µ

)
ψ|i⟩

= i
∫

d4x
√
−gūmf (qf )

(
iKaγ

a +
1

2
Λaγ

aγ5 − 1

2
γaha

µpiµ

)
usi (pi) ei(qf−pi)x, (34)

而Majorana费米子的微扰论最低阶散射振幅为 

MM = i ⟨f |Sint| i⟩ =
i
2
⟨f |
∫

d4x
√
−gψ̄M

(
iKaγ

a +
1

2
Λaγ

aγ5 − i
2
γaha

µ∂µ

)
ψM|i⟩

=
i
2

∫
d4x

√
−gūmf (qf )

(
iKaγ

a +
1

2
Λaγ

aγ5 − 1

2
γaha

µpiµ

)
usi (pi) e−i(pi−qf )x

− i
2

∫
d4x

√
−gv̄si (pi)

(
iKaγ

a +
1

2
Λaγ

aγ5 +
1

2
γaha

µqfµ

)
vmf (qf ) ei(qf−pi)x. (35)

Ep =

√
|p|2 +m2 piµ qfµ

vs (k) = ucs (k) = CūT (k)

其中  ,   为初态粒子四动量,   为末态粒子四动量. 借助 Majorana旋量的电荷共轭性

质,   , (35)式第二项为  ∫
d4x

√
−gv̄si (pi)

(
iKaγ

a +
1

2
Λaγ

aγ5 +
1

2
γaha

µqfµ

)
vmf (qf ) ei(qf−pi)x

=

∫
d4x

√
−gusiT (pi)C

(
iKaγ

a +
1

2
Λaγ

aγ5 +
1

2
γaha

µqfµ

)
CūmfT (qf ) ei(qf−pi)x

=

∫
d4x

√
−gusiT (pi)

(
iKaγ

aT +
1

2
Λaγ

aT γ5T +
1

2
γaTha

µqfµ

)
ūmfT (qf ) ei(qf−pi)x

=

∫
d4x

√
−gūmf (qf )

(
iKaγ

a − 1

2
Λaγ

aγ5 +
1

2
γaha

µqfµ

)
usi (pi) ei(qf−pi)x, (36)
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把其代入Majorana费米子的散射矩阵 (35)式可得 

MM = i⟨f |Sint| i⟩

=
i
2

∫
d4x

√
−gūmf (qf )

(
iKaγ

a +
1

2
Λaγ

aγ5 − 1

2
γaha

µpiµ

)
usi (pi) e−i(pi−qf )x

− i
2

∫
d4x

√
−gūmf (qf )

(
iKaγ

a − 1

2
Λaγ

aγ5 +
1

2
γaha

µqfµ

)
usi (pi) ei(qf−pi)x

=
i
2

∫
d4x

√
−gūmf (qf )

(
Λaγ

aγ5 − 1

2
γaha

µpiµ − 1

2
γaha

µqfµ

)
usi (pi) e−i(pi−qf )x. (37)

对比两种费米子的散射振幅可以得到 

MD =MM + i
∫

d4x
√
−gūmf (qf )

(
iKaγ

a − 1

2
γaha

µqfµ

)
usi (pi) e−i(pi−qf )x. (38)

显然, 一般度规场对 Dirac粒子和 Majorana粒子

的散射振幅是有差别的, 这个差别在于某些特殊的

度规给不出非零的结果 , 例如在文献 [10]中的

Schwarzschild度规场情形, 但一般而言可以期望

对称性较低的度规场对于 Dirac粒子和 Majorana

粒子的散射是不同的; 并且由 (38)式, 这种散射行

为的差别是自旋极化依赖的, 尤其是 Dirac粒子

和Majorana粒子自旋翻转散射矩阵元的一般形式

完全不同, 可以据此计算其在具体度规场中的空间

依赖形式的差别, 作为引力场散射鉴别费米子类型

的依据. 

3.2    Kerr 时空对两种费米子的散射振幅

Kerr度规是由带角动量的旋转引力源产生的

引力场度规, 在宇宙空间较具普适性, 小到天体、

大至星系, 星系团等其远离源处的时空都可以近似

用 Kerr度规描述. 具体讨论 Kerr度规的时空对

Majorana费米子和 Dirac费米子的散射振幅对于

用引力散射鉴别费米子类型的研究具有特别的

意义.

取具有轴对称的广义坐标, Kerr度规可写成 

ds2 = gµνdxµdxν

= g00dt2+2g03dtdφ+g11dr2+g22dθ2+g33dφ2, (39)

其中, 

g00 = 1− 2GMr/ρ2, (40)
 

g03 = g30 =
2GMar

ρ2
sin2θ, (41)

 

g11 = −ρ2/∆, (42)
 

g22 = −ρ2, (43)
 

g33 = −
(
r2 + a2

)2 − a2∆sin2θ

ρ2
sin2θ. (44)

a = J/M其中,    , J 是引力源的自转角动量. 这里

定义
 

ρ2(r, θ) ≡ r2 + a2cos2θ, (45)
 

∆(r) ≡ r2 + a2 − 2GMr. (46)

相应的 Kerr渐近闵氏 4标架场为
 

eaµ ≡


γ00 0 0 η

0 γ11sθcφ γ22cθcφ −βsφ

0 γ11sθsφ γ22cθsφ βcφ

0 γ11cθ −γ22sθ 0

 , (47)

其逆矩阵为
 

ea
µ≡


γ−1
00 0 0 0

−βg03 sφ γ−1
11 sθcφ γ−1

22 cθcφ −β−1sφ

βg03cφ γ−1
11 sθsφ γ−1

22 cθsφ β−1cφ

0 γ−1
11 cθ −γ−1

22 sθ 0

 .

(48)

这里定义
 

β2 = η2 − g33, η = g03/γ00, (49)
 

γ00 =
√
g00, γii =

√
−gii, (50)

以及简略记号
 

sθ = sin θ, cθ = cos θ, sφ = sinφ, cφ = cosφ. (51)

r在  很大的远场情况, 度规 (39)式可近似为
 

ds2 =

(
1− 2GM

r

)
dt2 +

4GMa

r
sin2θdtdφ

−
(
1+

2GM

r

)
dr2 − r2dθ2 − r2sin2θdφ2, (52)
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γ00 ∼ 1− GM

r
, γ11 ∼ 1 +

GM

r
, β ∼

(
1 +

2G2M2a2sin2θ
r4

)
r sin θ, η ∼ 2GMa

r
sin2θ. (53)

将 4标架场远场近似形式代入 Dirac费米子的散射振幅 (34)式和 (37)式中, 第一项为 

Kaγ
a = γ1

(
6G2M2a2

r5
cos2θ − GM

r2

)
sinθcosφ+ γ2

(
6G2M2a2cos2θ

r5
− GM

r2

)
sinθsinφ

− γ3
(
GM

r2
+

12G2M2a2sin2θ
r5

)
cosθ, (54)

化简得 

Kaγ
a = 6G2M2a2

[(
2z2

r2
− 1

)(
xγ1

r6
+
yγ2

r6

)
− 2

x2 + y2

r8
zγ3
]
+ γi∂i

(
GM

r

)
. (55)

对 (55)式进行积分可得  ∫
d4x

√
−gūmf (qf ) iKaγ

ausi (pi) ei(qf−pi)x = 2πδ
(
Eqf − Epi

) ∫
d3x

√
−gūmf (qf ) iKaγ

ausi (pi) e−ik·x

= 2πiδ
(
Eqf − Epi

) ∫
d3x

√
−gūmf (qf )

[
γi∂i

(
GM

r

)
+

6G2M2a2

r6

(
z2

r2
− x2 + y2

r2

)(
xγ1 + yγ2

)
− 12G2M2a2z

r6
x2 + y2

r2
γ3
]
usi (pi) e−ik·x, (56)

k = qf − pi k0 = 0其中,   . 对 (56)式第一项分部积分, 由散射前后能量守恒,   , 得到  ∫
d3x

√
−gūmf (qf ) γ

i∂i

(
GM

r

)
usi (pi) e−ik·x = −i

∫
d3xūmf (qf )

GM

r
γikiu

si (pi) e−ik·x

= iūmf (qf ) /ku
si (pi)

∫
d3x

√
−gGM

r
e−ik·x = 0 , (57)

这里利用了平面波旋量波函数满足的方程: 

ūmf (qf )
(
/qf − /pi

)
usi (pi) = 0. (58)

因此  ∫
d4x

√
−gūmf (qf ) iKaγ

ausi (pi) ei(qf−pi)x

= iπ3δ
(
Eqf − Epi

)
G2M2a2ūmf (qf )

[
2k2 − kz

2

k
i
(
kxγ

1 + kyγ
2 + kzγ

3
)
+ ikkzγ3

]
usi (pi)

= − π3δ
(
Eqf − Epi

)
G2M2a2ūmf (qf ) kkzγ

3usi (pi) . (59)

散射矩阵的第二项为 

Λaγ
aγ5 = −γ1γ5

6GMa

r3
sinθcosθcosφ− γ2γ

5 6GMa

r3
sinθcosθsinφ+ γ3γ

5 2GMa

r3
sin2θ − γ3γ

5 4GMa

r3
cos2θ. (60)

对 (60)式积分可得  ∫
d3x

√
−gΛaγ

aγ5e−ik·x = −2GMa

∫
d3x

√
−g
[
3 (xγ1 + yγ2)

z

r5
− x2 + y2 − 2z2

r5
γ3

]
γ5e−ik·x

= − 2GMa

∫
d3x

√
−g
[
3 (xγ1 + yγ2)

z

r5
+

(
3z2

r5
− 1

r3

)
γ3

]
γ5e−ik·x = −GMa

8π
k2
kz/kγ

5. (61)

散射矩阵第三项积分为 

i
∫

d4x
√
−g
(
−1

2
γaha

µpiµ

)
ei(qf−pi)x = −iπδ

(
Eqf − Epi

) ∫
d3x

√
−gγahaµpiµe−ik·x, (62)
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其空间积分可以分解为  ∫
d3x

√
−gγ0h0tpi0e−ik·x =

∫
d3x

√
−g 2GM

r
γ0pi0e−ik·x = −2GM

4π
k2
γ0pi0, (63)

  ∫
d3x

√
−gγ1h1µpiµe−ik·x

=

∫
d3x

√
−g 4GMa

r2
y

r
γ1pi0e−ik·x +

∫
d3x

√
−g 2GM

r

x

r
γ1
(
pix

x

r
+ piy

y

r
+ piz

z

r

)
e−ik·x

= − 2GMγ1
(
−2akyipi0 − pix + 2pix

k2x
k2

+ 2piy
kxky
k2

+ 2piz
kxkz
k2

)
4π
k2
, (64)

  ∫
d3x

√
−gγ2h2µpiµe−ik·x

= −
∫

d3x
√
−g 4GMa

r2
x

r
γ2pi0e−ik·x +

∫
d3x

√
−gγ2 2GM

r

y

r

(
pix

x

r
+ piy

y

r
+ piz

z

r

)
e−ik·x

= 2GMγ2

(
−2akxipi0 − 2pix

kxky
k2

+ piy − 2piy
k2y
k2

− ipiz
kykz
k2

)
4π
k2
, (65)

  ∫
d3x

√
−gγ3h3µpiµe−ik·x =

∫
d3x

√
−g 2GM

r

z

r
γ3
(
pix

x

r
+ piy

y

r
+ piz

z

r

)
e−ik·x

= 2GMγ3
(
piz − 2pix

kxkz
k2

− 2piy
kykz
k2

− 2piz
k2z
k2

)
4π
k2
, (66)

pix piy piz pi kx ky kz k

pi0 = Epi

其中  ,   ,   分别是初态动量  在 x, y, z 方向的分量,   ,   ,   为交换四动量  在 x, y, z 方向的分

量.   为初态能量. 因而 

i
∫

d4x
√
−g
(
−1

2
γaha

µpiµ

)
ei(qf−pi)x = −2πiδ

(
Eqf − Epi

)
GM

4π
k2
(
γµp̃iµ + 2akyγ

1ipi0 − 2akxγ
2ipi0

)
, (67)

p̃iµ = (pi0 ,−pi1 ,−pi2 ,−pi3)其中  . 由此可得 Dirac费米子的散射振幅为 

MD = i⟨f |Sint| i⟩ = −2πiδ
(
Eqf − Epi

)
G2M2a2ūmf (qf )

π2

2
(kzk) γ

3usi (pi)

− 2πiδ
(
Eqf − Epi

)
GMa

4π
k2
kzkµū

mf (qf ) γ
µγ5usi (pi)

− 2πiδ
(
Eqf − Epi

)
ūmf (qf )GM

4π
k2
(
γµp̃iµ − 2aγ1kyipi0 + 2aγ2kxipi0

)
usi (pi) , (68)

而Majorana费米子的散射振幅为 

MM = i ⟨f |Sint| i⟩ = −2πiδ
(
Eqf − Epi

)
GMa

4π
k2
kzkµū

mf (qf ) γ
µγ5usi (pi)⊕

− 2πiδ
(
Eqf − Epi

)
GM

4π
k2
ūmf (qf )

(
γµp̃iµ− 2aγ1kyipi0 + 2aγ2kxipi0

)
usi (pi) . (69)

由此得到 Kerr度规的引力场对 Dirac费米子与对Majorana费米子的散射振幅差别 

MD-M = −2πiδ
(
Eqf − Epi

)
G2M2a2ūmf (qf )

π2

2
(kzk) γ

3usi (pi) , (70)

a = 0

MD-M a ≠ 0 MD-M

显然 Kerr引力源的角动量   时, Kerr度规退

化为 Schwarzschild度规, 对费米子的散射振幅也

会退化到 Schwarzschild度规对费米子的散射振

幅,    退化为 0.    时, 非零的   既给出 |MD-M|2 ∼ (GMa)
4

GMa

Kerr度规场对 Dirac费米子和Majorana费米子的

自旋翻转散射概率的不同, 又给出对不同费米子类

型粒子的不同散射截面. 无论是极化还是非极化,

这个差别为   , 因而高   天体
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诸如脉冲星和旋转黑洞对中微子的散射有望用来

确定中微子的费米子类型. 

4   总结和展望

Lai和 Xue[10] 从挠率散射的角度分析发现了

引力场对不同费米子类型的费米子散射差别在于

引力场的矢量挠率, 轴矢挠率对 Dirac费米子和

Majorana费米子的散射矩阵元相同. 在绝对平行

引力这种引力的挠率等效描述框架中, 度规给出的

引力场有相应的等效挠率, 所以矢量挠率给出的不

同费米子类型费米子的散射差别也可从相应的度

规场散射给出, Kerr度规引力场相应的挠率具有

非零的矢量、轴矢和纯张量部分. 我们对于 Kerr

度规场的结果是对文献 [10]中矢量挠率散射结果

的印证. 但是度规场引力的挠率等效描述与广义相

对论的等价性事实上是建立在标量粒子度规作用

和挠率作用的等价性上的, 挠率与旋量的耦合的引

入虽然保证了与旋量耦合的事实上是 Levi-Civita

联络, 然而挠率与旋量还会产生直接作用, 对于旋

量, 绝对平行引力与度规引力场的等价性还需要研

究, 因而度规场对费米子类型的分辨与挠率场对费

米子类型的分辨是否一致需要进一步研究.

无论是本文中的Kerr引力场散射还是文献 [10]

中的挠率散射, 都是微扰论最低价的结果. 微扰论

一阶和高阶结果需要进一步研究, 对于微扰论一阶

以上的量子散射, 由于散射矩阵元的Wick收缩对

Dirac费米子和 Majorana费米子有不同的收缩结

构, 即使对于微扰论最低阶不能分辨费米子类型的

引力场, 在微扰论高阶上是否有费米子类型的依赖

依然需要研究. 另外本文和文献 [10]对全时空积分

都用了弱引力近似, 在后继研究中将就强引力时空

区域的积分贡献进行讨论.

本文确认了 Kerr度规引力场散射对费米子类

型的分辨作用, 为确定对费米子类型分辨起作用的

其他引力场参数, 可以考虑具有更加复杂对称性的

引力场对费米子的散射. 本文证明 Kerr度规背景

下 Dirac费米子和Majorana费米子的散射振幅会

有不同, 而粒子在引力中的传播可以看作粒子在传

播过程中不断被引力场散射的过程, 散射振幅的不

同就会体现在粒子在引力场中的运动轨迹上, 从而

为通过引力场区分中微子的费米子类型提供了另

外一种可能的方法.
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Abstract

Neutrinoless  double  beta  decay  has  not  been  observed  so  far,  and  its  existence  cannot  be  disproved.

Therefore the question whether neutrinos are Majorana particles is still inconclusive. In this paper, we hope to

investigate the possibility of distinguishing neutrino fermion types by gravitational fields from the perspective of

gravitational  scattering  of  fermions.  The  Levi-Civita  connection  is  decomposed  according  to  the  parity

transformation. Under the perturbation therory of gravitational field to fermion quantum scattering and weak

gravitational  approximation,  it  is  found  that  the  difference  between  Dirac  and  Majorana  fermion  quantum

scattering  matrix  elements  of  general  metric  gravitational  field  comes  from similar  vector  parts  under  parity

transformation;  the  scattering  of  the  gravitational  field  on  the  Kerr  metric  confirms  that  the  difference  in

scattering  among  different  types  of  fermions  is  related  to  the  angular  momentum  of  the  Kerr  gravitational

source,  whose  scattering  matrix  elements  are  proportional  to  the  square  of  the  product  of  the  mass  of  the

gravitational source and the angular momentum. The above results provide another possible way to distinguish

fermion types by gravitational fields.
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