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产生高次谐波发射的影响*
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通过数值求解含时薛定谔方程方案, 理论研究了在有质动力能不变条件下, 不同波长超短激光辐照原子

产生的高次谐波发射. 发现随着驱动激光波长的增加, 谐波发射的强度降低且发射谱中出现新的峰值结构.

通过谐波发射行为的时间频率分析, 电子密度的含时演化以及本征态布居含时分析发现, 谐波新的峰值产生

根源是电子从激发态电离后返回母体离子产生的谐波发射与从基态电离产生的谐波发射之间的干涉.
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1   引　言

超短强激光与原子、分子和固态物质相互作用

可以观察到阈上电离、非序列双电离以及高次谐波

发射等非线性物理现象 [1−7]. 高次谐波光谱随着能

量的增加呈现出独特的“平台”结构, 能将相干光辐

射从红外波段转换为真空紫外乃至软 X射线波段.

这一特性被应用于产生短波长相干光源 [8,9], 光频

率已经达到“水窗 (2.3—4.4 nm)”波段, 这个波段

的光源能实现对生物活体过程的分子水平观测 [10−12].

此外, 谐波光源也可以被应用于纳米尺寸材料的相

干成像 [13,14]. 近期, 人们采用双色圆偏振激光方案

产生特定阶次的圆偏振谐波, 或是利用椭圆偏振驱

动脉冲结合原子共振效应产生近圆偏振谐波 [15,16],

以及利用圆偏振谐波实现磁学和手性分子的研究,

极大地扩展了高次谐波发射的应用范围 [17].

高次谐波更为重要的应用是利用其光谱足够

宽的特性来产生桌面型相干阿秒量级的超短光脉

冲 [18−21]. 阿秒尺度的光脉冲可以对电子的超快运

动实现调控, 实现高时间分辨的电子动力学过程的

探测, 如电子在束缚态运动、电子隧穿电荷转移

等 [22−26]. 通常多周期激光脉冲与惰性气体相互作

用产生的谐波为多个脉冲组成的阿秒脉冲串, 而对

物理过程观测, 通常需要孤立的阿秒脉冲. 为了解

决这个问题, 人们提出了利用少周期脉冲与原子相

互作用的孤立阿秒脉冲产生方案 [27,28].

Ip + 3.17Up Ip Up

为了产生更小时间尺度的阿秒脉冲, 需要更大

的谐波频宽 . 高次谐波的截止能量可以由公式

 给出, 其中  为原子的电离能,   是激

光电场的有质动力能 (正比于激光的光强, 反比于

激光频率的平方). 更宽的谐波发射平台可以通过

提高驱动光的强度实现. 但是由于原子电子态布居

的耗尽效应, 即在较强的光场作用下, 电子的全部

束缚态布居都会被电离, 当进一步增加光强时, 不

会再产生新的电离电子, 根据三步模型也就没有更

高能量电子与离子的复合, 限制了进一步提高谐波

的截止能量. 此外, 由于高次谐波发射是多个原子
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产生谐波的相干过程, 光强过大导致更多自由电子

的产生, 破坏谐波相干条件. 因此通过增加驱动激

光的波长来提高谐波的截止能量成为人们的选择,

目前获得更短阿秒脉冲的主要方案是利用超短持

续时间、波长更长的中红外波段光脉冲与惰性气体

原子作用 [29,30].

4 µm

然而, 由于波包弥散效应, 谐波发射效率随着

驱动激光波长的增加呈负指数下降. 这一困难可以

通过提高气体靶压力, 增大参与谐波发射的原子数

目来克服 [19]. 随着中红外波段光源的技术进展 [31−38],

利用中红外激光与原子作用产生高能量谐波的研

究不断推进 [39−43]. 目前, 人们可用   的驱动激

光与原子相互作用 , 观察到的谐波光能量达到

1.6 keV, 极大扩展了高次谐波发射的应用范围 [19].

目前实验产生的单个阿秒脉冲的强度还无法达到

泵浦探测所需的强度, 还需要进一步深入研究波长

效应对超短脉冲产生的谐波和阿秒脉冲的影响, 提

升谐波的发射效率. 为此, 本文通过数值求解含时

薛定谔方程, 研究了超短强激光与原子相互作用的

谐波发射, 发现随着驱动激光波长的增加, 激发态

对谐波的影响变大, 进而影响阿秒脉冲产生过程

(如无特殊说明, 本文均采用原子单位). 

2   理论方法

为了计算激光辐照下原子的高次谐波发射, 需

要数值求解体系中电子满足的含时薛定谔方程: 

i
∂

∂t
ψ(x, t) =

[
−1

2

∂2

∂x2
+ Ex(t)x+ V (x)

]
ψ(x, t),

(1)

其中势函数为 

V (x) = −q/
√
x2 + a, (2)

a.u.

sin2

γ = 0.3

这里选择的软核参数是 q = 0.561和 a = 0.367, 基

态能量为–0.5   (对应氢原子第一电离能). 驱动

激光电场矢势为  包络形式, 脉冲持续时间为一

个光学周期, 改变激光的驱动光强和波长, 保持驱

动激光的有质动力能对应的 Keldysh 参数  .

体系波函数利用有限元离散变量表象 (FEDVR)

方案离散, 该方案将计算的空间分成 N 个元, 第

i 个元内的函数利用 Lagrange多项式展开, 元内的

空间点的分布满足 Gauss-Lobatto积分规则 . 第

i 个元内的基函数可以表示为 

f i
m(x) =


∏
j ̸=m

(
x− rij

)(
rim − rii

) , ri ⩽ x ⩽ ri+1,

0, x < ri or x > ri+1,

(3)

[ri, ri+1] rim

wi
m

其中第 i 个元   内的第 m 个点   和对应的

权重  表示如下: 

rim =
(ri+1 + ri)xm + (ri+1 − ri)x1

2
, (4)

 

wi
m =

(ri+1 − ri)

2
wm. (5)

体系的含时波函数演化表示为 

ψ(t+∆t) = e−iH(t)∆tψ(t). (6)

利用 Lanczos方案 [44], 可以实现 (6)式的准确

快速求解. 该方案算法中, 波函数的传播是在Krylov

子空间中进行的, 这个子空间可以通过在波函数上

重复乘以哈密顿量得到. 最终通过含时波函数得到

对应偶极矩 [39,40]: 

a(t) = ⟨ψ(x, t)| − dV (x)

dx
− Ex(t) |ψ(x, t)⟩ . (7)

对偶极矩进行傅里叶变换得到对应谐波: 

P (ω) =

∣∣∣∣ 1

ω2 (tm − t0)

∫ tm

t0

a(t)e−iωtdt
∣∣∣∣2 , (8)

t0 tm其中  和  分别为激光脉冲的起始时刻和终止时

刻. 为了理解谐波产生的机理, 利用小波变换对谐

波发射的时间频率行为进行了分析, 同时研究了束

缚态和连续态的布居随着时间的改变 [45−49]. 

3   结果与讨论

首先计算了驱动激光波长为 1000和 5000 nm

的高次谐波发射谱, 如图 1所示. 可以看出, 在相

同的有质动力能条件下, 谐波发射谱都呈现出平台

结构且截止能量都在 3.3 a.u. 附近. 但二者的发射

强度相差超过 5个数量级, 产生这一差别的原因是

在有质动力能不变的情况下, 5000 nm激光光强弱

得多, 使得电离电子概率低得多, 且长波长引起的

电离波包弥散效应更大, 进而引起谐波强度低很

多. 需要注意的是, 除了效率的差别外, 谐波谱还

呈现出了诸多此前未被人们注意到的新的细致差

别: 由于驱动激光为超短脉冲, 因而不能观察到

清晰的奇次谐波发射, 对于 1000 nm的驱动光场,

可以观察到两条长短发射轨迹的相干谐波发射特

征, 而对于 5000 nm驱动光作用的原子谐波发射
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谱, 谐波谱整个平台上均可以观察到更小能量间距

的谐波峰. 此外, 在谐波发射谱的低能附近可以观

察到一个发射强度很高的峰值, 通过分析发现, 这

一峰值的能量为 0.375 a.u., 等于原子第一激发态

与基态之间的能差, 这一光发射峰来源于第一激发

态向基态的跃迁. 1000 nm情况下电离率很高, 第

一激发态布居与连续态布居相比弱很多, 第一激发

态与基态间跃迁产生光发射的强度, 并不会显著强

于连续态与束缚态间跃迁发射的光, 所以在谐波谱

上并没有表现出显著强于其他频率的光发射峰.
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图 1    波长为 1000 nm (黑色点线)和 5000 nm (红色实线)

的驱动激光与原子作用产生的高次谐波发射

Fig. 1. High-order harmonic generated from an atom irradi-

ated  by  the  driving  lasers  with  wavelengths  of  1000 nm

(black dotted line) and 5000 nm (red solid line).
 

为了详细分析波长效应对谐波的影响, 系统研

究了相同有质动力能条件下, 驱动激光脉冲作用于

原子产生的谐波发射谱的强度随着波长的改变, 如

图 2所示. 可以看出, 随着驱动激光波长的增加, 在

谐波发射谱的高能部分 (大于 2 a.u.), 均可以观察

到清晰的半个周期内电离电子产生的长短发射轨道

之间的干涉结构. 对于较低谐波能量 (1 a.u.), 谐波

发射谱的结构更为复杂, 可以观察到清晰的干涉峰.

对于能量小于电离阈值的谐波发射, 在波长较短条

件下还可以观察到相对复杂的结构. 但是随着波长

的增加, 基态和第一激发态之间跃迁的光发射峰变

得更为清晰. 为了理解高次谐波发射随着波长的变

化特性, 利用小波变换分析了谐波发射的时间行为.

Up

图 3给出了驱动激光波长为 1000 nm的不同

能量谐波的发射随着时间的改变. 可以看出, 由于

驱动激光脉冲较短, 因而谐波发射谱的时间频率行

为也相对简单. 在给出的谐波能量范围内, 可以观

察到三条主要的发射轨迹, 发射时间分别在 50 (轨

迹 A), 90 (轨迹 B)和 120 a.u. (轨迹 C) 附近. 第

一个谐波发射轨迹 (轨迹 A)的截止能量较小, 在

1.7 a.u. 附近. 第二条 (短轨迹 B)和第三条 (长轨

迹 C)谐波发射轨迹相交于 110 a.u. 附近, 这两条

发射轨迹对应于前半个周期电离产生的谐波. 图 3

同时给出了利用三步模型计算的回核能量随着时

间的改变, 如图中黑色实线和紫色实线所示. 可以

看出, 在该激光参数下, 经典计算可以非常好地重

现量子计算的结果, 清晰地阐明了谐波产生的机

制. 在谐波发射的高能部分, 由于主要有 B和 C两

条轨迹, 因而可以在谐波发射谱中清晰地观察到长

短轨迹的干涉结构. 对于谐波发射谱的低能部分

(1—2 a.u.), 由于第一条谐波发射轨迹 A发挥重要

作用, 因而使得谐波发射谱的结果更为复杂, 干涉

产生的谐波峰值间能差更小. 我们注意到图 2中短

波长下存在两组干涉结构, 一部分随着驱动激光波

长的增加向谐波的高能区移动, 另一部分向低能区

移动, 分别如图 2中的紫色虚线和黑色虚线所示.

这种演化行为可以通过谐波发射的时频轨迹理解.

谐波谱的干涉亮条纹的能量位置由参与干涉的两

条谐波发射轨迹间的相位差决定, 轨迹间的相位差

等于谐波能量与两条发射轨迹时间差的乘积. 在

图 3中, 在同一个驱动光波长下, 随着谐波能量的

增加, A, B条个发射轨迹的时间差 (以光学周期为

单位)几乎保持不变. 随着驱动光波长的增加, 在

保持   不变的条件下, 两条发射轨迹的时间差会

逐渐增大. 由于相位差等于能量与时间差的乘积,

这两个发射轨迹的相位差逐渐加大. 在同一个亮的

干涉条纹上, 为了保证相位差不变, 能量会向低能

区移动. 对于 B, C两个发射轨迹, 随着能量的增

加, 两个发射轨迹的时间差快速减小 (大于能量增
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图 2    Keldysh参数为 0.3, 波长为 1000−5000 nm的驱动

激光与原子作用产生的高次谐波发射随波长的改变

Fig. 2. When the Keldysh parameter is 0.3, the variation of

the high-order  harmonic  radiation  intensity  with  the   driv-

ing laser wavelength in the 1000−5000 nm range. 
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加的速率), 这两条发射轨迹的相位差随着谐波能

量的增加逐渐减小. 因而随着驱动光波长的增加,

同一个谐波能量对应的两条发射轨迹的相位差会

增加. 为了保持同一个亮的干涉条纹上的相位差不

变, 能量会向高能区移动.
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图  3    波长为 1000 nm的驱动激光与原子作用产生的高

次谐波发射的时间行为, 图中黑色和紫色实线为经典三步

模型计算的发光能量

Fig. 3. Temporal  behavior  of  high-order  harmonic  gene-

rated  by  the  atom  irradiated  by  the  driving  laser  with  a

wavelength of 1000 nm, the black and purple line represent

the energy calculated by the simple man model.
 

对于 5000 nm谐波发射行为, 和 1000 nm驱动

激光作用产生的谐波发射呈现出不同的特征, 如

图 4(a)所示. 可以看出, 由于驱动激光的有质动力

能相同, 因而也能观察到与 1000 nm驱动激光下

的谐波发射类似的轨迹, 发射时刻分别为 200 (轨

迹 A), 500 (轨迹 B)和 600 a.u. (轨迹 C)附近. 三

条轨迹对应的谐波能量也与短波长条件一致, 但每

条轨迹的相对发射强度有较大差别. 更明显的差别

是在时间为 250−300 a.u. 附近存在一个额外的

谐波发射轨迹 (轨迹D), 且这一轨迹与 t = 200 a.u.

附近的谐波发射轨迹间存在明显的间断. 由于谐波

发射的机制是电离电子回核产生的辐射, 为了理解

新的谐波发射轨迹 D产生的机理, 计算了体系的

含时电子密度分布随着时间的改变, 如图 4(b)所

示. 从图中可以清晰地看到, 电子在激光的作用下

电离后返回到母体离子, 在 t = 200 a.u. 附近产生

谐波发射. 此外还可以观察到部分电子波包在更早

的时间电离, 在时间为 250—300 a.u. 附近返回母

体离子, 产生了新的谐波发射轨迹 D. 为了理解电

子的含时密度演化行为, 进一步分析了体系的束缚

态布居和连续态布居随时间的变化行为.

图 5(a)给出了驱动激光波长为 1000 nm条件

下, 体系的激发态概率 (红色点线)和连续态概率

(黑色实线)随着时间的改变. 从图 5(a)可以看出,

在这一波长驱动激光作用下, 体系的激发态布居随

着时间的增加逐步增大, t = 50 a.u. 附近达到峰

值, 之后逐步减小, 这一变化是由于驱动激光的作

用导致电子密度分布逐步远离核区 (电子分布与激

发态的重叠逐渐变大后减小). 之后, 由于电离的概

率很大, 当在前半个周期电离电子返回母体离子

时, 在 t = 90 a.u. 附近增加了激发态的布居. 而当

驱动激光波长为 5000 nm时, 体系的布居随时间

的改变呈现出完全不同的行为, 如图 5(b)所示. 在

相同的 Keldysh参数条件下, 更长的驱动激光波长

对应更小的驱动激光强度. 电子的电离概率与驱动

激光的电场强度呈指数减小, 因而整体的电离减小

很多. 而由于驱动激光的作用, 使得体系的含时波

函数随激光电场偏离势阱中心, 并与激发态波函数

有较大的重叠, 使得激发态产生较大布居, 并且激

发态的布居大小随着激光电场的含时变化行为一

致. 进而在此种长波长驱动激光作用下激发态布居

甚至超越了电离概率. 值得注意的是, 在脉冲的起

始阶段 (绿色虚线框出部分), 电离概率大小除了与

驱动激光电场强度改变一致外, 还呈现出振荡特

征. 振荡的频率与体系基态-激发态间的能差相同.

由于激发态的布居, 使得原子在长波强激光作用

下, 电离不再只是从基态产生, 而有机会从激发态

隧穿电离 [50], 电子波包在不同的时刻会分布在空

间的不同位置, 因而会导致分布在隧穿势垒一侧的

电子电离较大, 而在另一侧无电离产生, 形成了图 4(b)

观察到的电子的密度分布随着时间的改变行为, 进

而影响了谐波的发射过程.
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图 4    (a)波长为 5000 nm的驱动激光与原子作用产生的

高次谐波发射的时间行为 ; (b)电子的概率密度随着时间

的变化

Fig. 4. (a) Temporal behavior of high-order harmonic gene-

rated  by  the  irradiated  by  the  driving  laser  with  a

wavelength  of  5000 nm;  (b)  variation  of  electron  probabi-

lity density with time. 
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在理解了波长对原子谐波发射影响的基础上,

进一步计算了相应的阿秒脉冲. 图 6给出了利用能

量为 2.5—4.0 a.u.谐波合成的超短脉冲强度随着

时间的改变. 从图中可以看出, 尽管驱动脉冲的持

续时间很短, 但仍无法产生孤立阿秒脉冲. 产生的

超短脉冲在 50—600 a.u. 附近有很高的强度, 此外

在 270 a.u. 附近还可以观察到持续时间很短的光

发射, 这一光发射产生的原因是从激发态电离后回

核产生. 由于波包弥散效应使得谐波强度随着波长

的增加迅速减小, 但如果电离波包来源于激发态,

谐波强度的减小会变得缓和 [51], 因而从激发态电

离的电子产生的谐波为产生高强度的超短阿秒脉

冲提供了新的机会. 

4   总　结

在相同 Keldysh参数条件下, 系统研究了不同

波长的驱动激光与原子相互作用的谐波发射过程.

发现随着驱动激光波长的增加, 电子有更多的可能

通过激发态发生电离, 进而产生新的高次谐波发射

轨迹并影响阿秒超短脉冲的产生. 在长波条件下,

有可能通过对驱动激光参数的调控, 控制电子的电

离通道, 获得新的阿秒脉冲产生方案.

感谢吉林大学超算中心的技术支持.
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Fig. 5. Variation  of  excited  states  population  (red  dotted

line)  and continuum states  population  (black  solid  line)  of

atoms  irradiated  with  a  driving  laser  at  a  wavelength  of

(a) 1000 nm and (b) 5000 nm with time. 
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Fig. 6. Variation  of  intensity  of  ultrashort  pulses  (synthe-

sized by harmonic emission with harmonic energy 2.5–4.0 a.u.)
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SPECIAL TOPIC—Attosecond physics

Influence of driving-laser wavelength on emission
of high-order harmonic wave generated by
atoms irradiated by ultrashort laser pulse*

Zhang Di -Yu 1)2)    Lan Wen -Di 1)2)    Li Xue -Feng 1)2)    Zhang Su -Su 1)2)    

Guo Fu -Ming 1)2)    Yang Yu -Jun 1)2)†

1) (Institute of Atomic and Molecular Physics, Jilin University, Changchun 130012, China)

2) (Jilin Provincial Key Laboratory of Applied Atomic and Molecular Spectroscopy, Jilin University, Changchun 130012, China)

( Received 19 April 2022; revised manuscript received 17 May 2022 )

Abstract

With the numerical  solution of the time-dependent Schrodinger equation, we theoretically investigate the

high-order  harmonic  emissions  generated  by  the  atoms  irradiated  by  the  ultrashort  lasers  with  different

wavelengths but the same pondermotive energy. As the driving-laser wavelength increases, the intensity of the

high-harmonic  emission  decreases.  Comparing  with  the  harmonic  spectra  of  atoms  driven  by  a  1000-nm-

wavelength laser pulse, a new peak structure appears in the spectra of atoms driven by a 5000-nm-wavelength

laser  wavelength.  It  is  shown  by  the  time-frequency  analysis  of  the  harmonic  emission,  the  time-dependent

evolution  of  the  electron  density,  and  the  time-dependent  population  analysis  of  the  eigenstate,  that  the

physical  mechanism  behind  the  new  peak  appearing  in  the  harmonic  spectra  is  the  interference  between  the

harmonic emission generated by the electrons ionized out of the excited atoms returning to the parent ions and

the harmonic emissions resulting from the ground state ionization.

Keywords: higher harmonic generation, mid-infrared laser, attosecond pulse
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