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为实现仅用一幅离轴数字全息图便能直接恢复相位 , 提出一种利用空间载波相移技术 (spatial carrier

phase shift, SCPS)和线性回归相结合的离轴数字全息去载波相位恢复算法. 首先, 利用 SCPS将一幅离轴数

字全息图分为四幅含有载波相移的全息图, 其中载波相移由沿行、列两个方向的正交载波所引入; 然后, 将四

幅载波相移全息图作为输入, 将所求物体相位和两个正交的载波作为未知量, 结合最小二乘法和线性回归同

时求出载波和相位信息. 相较于已有的去载波技术, 本算法无需背景全息图作为参考, 便可准确地去除载波,

实现高质量的相位重建. 本文结合数值仿真和具体实验结果验证本算法的有效性和优越性.
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1   引　言

数字全息技术 [1−6] 因其非接触、分辨率高等优

点, 在光学测量领域得到了广泛的应用. 按照恢复

算法, 可将数字全息分为同轴数字全息 [2,3] 和离轴

数字全息 [4−6] 两类. 其中, 同轴数字全息可充分利

用相机的空间带宽利用率, 具有较高的分辨率, 但

是通常需要牺牲视场利用率 [3,7] 或时间利用率 [8,9]

采集两幅及以上的全息图, 并且需要复杂的相移设

备引入相移. 而离轴数字全息技术虽然对相机的空

间带宽利用率不高, 但是仅需一幅全息图便可恢复

物体信息 [10−12], 提高了系统的测量效率, 也降低了

环境对多帧测量的影响.

傅里叶变换法 (Fourier transform algorithm,

FTA)[10] 是离轴数字全息最常用的相位恢复算法.

该方法简单快速, 但恢复过程中使用的带通滤波会

造成频谱泄露, 同时带通滤波器截断频谱的操作会

在恢复结果引入吉布斯效应, 从而影响到恢复质量;

同时, FTA需精确确定实像频谱信息强度峰值的

位置才能有效地去除载波, 但由于全息图的数字化特

点, 实像频谱信息强度峰值很难恰好位于整数像素

位置, 从而造成载波残留等影响恢复质量的问题.

为去除载波的影响, 目前最常用也是最有效的方法

是双曝光法 (double exposure algorithm, DEA)[10,13],

即在实验之前采集一幅不含样品的全息图, 以此记

录系统的详细载波信息, 通过简单的相减或相除便

可准确地去除载波, 但是 DEA要求系统具有极高

的稳定性, 保证系统参数在测量过程中保持不变;

同时, 某些反射式全息系统的无样品全息图很难采

集, 从而加大了实际使用的难度. 为了实现亚像素

级的载波估计, Fan等 [14] 提出了质心法 (spectrum
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centroid method, SCM), 通过计算峰值所在部分

区域的质心估算载波, 但是 SCM的估算精度严重

依赖所选区域, 其估算精度在实际应用中严重受

限. Du等 [15] 和 Hincapié-Zuluaga等 [16] 提出了补

零法 (zero padding, ZP), 通过对全息图补零来提

高载波估算精度, 但是估算精度与计算量成正比,

计算量巨大; 同时, 还需反复尝试才能找到合适的

补零倍数, 使得该算法在实际应用中难以取得良好

效果. 近期, 基于全息图翻转变换 [17−19] 的去载波

算法得到了极大的发展, 但是该类算法对物体的形

状和在全息图中的分布位置有着严格的要求, 并不

具有普适性, 制约了该类算法的适用范围.

为了避免带通滤波操作对相位恢复造成影响, 空

间载波相移技术 (spatial carrier phase shift, SCPS)

被应用到离轴全息的相位恢复领域. SCPS是指将

一幅离轴全息图在空域沿一个方向进行像素移位,

获取两幅以上全息图, 并将提取出的全息图按照相

移全息图对待, 使用同轴数字全息的恢复算法计算

出含有载波和物体相位的相位信息, 再去除其中载

波信息, 最终得到准确的物体相位信息. Guo等 [20]

在 SCPS的基础上, 提出了采用最小二乘的相位恢

复算法, 该算法首先选取局部区域并估算其所含有

的载频信息, 再通过最小二乘法计算物体相位, 但

是该算法的恢复质量与局部区域的位置选择和尺

寸密切相关, 而如何准确地选择合适的区域限制了

该算法使用. Stykyu和 Patorski[21] 指出该方法并

没有解决背景和调制度造成的误差, 提取的相位是

不稳定的. Xu等 [22] 针对 Guo等提出算法的缺点,

提出了基于最小二乘的空间载波相移算法, 提取了

高精度的相位, 并且提高了算法的稳定性. Huang

等 [23] 提出在频谱中初步估算峰值信息以减少迭代

次数. Liu等 [24] 基于 SCPS, 利用利萨如图形和椭

圆拟合实现了相位恢复, 提升了算法的抗噪能力和

恢复质量. 由此可知, 相较于相移法, SCPS仅需一

幅全息图便可完成相位恢复, 并可避免吉布斯效应

和频谱泄露等问题. 但是上述基于 SCPS的相位恢

复算法仍需要准确的载波信息才能恢复出物体相

位信息. 综上, FTA和 SCPS在相位恢复时, 均面

临着如何准确、有效地去除载波的问题.

因此, 基于 SCPS, 本文提出一种结合线性回

归的离轴数字全息去载波相位恢复算法, 实现从一

幅离轴全息图同时直接恢复出载波与物体相位. 本

算法将物体相位、载波信息和全息图的直流量与调

制量均作为未知量, 结合线性回归等技术, 实现载

波和物体相位的同时直接恢复. 本文将给出本算法

的原理及计算过程, 通过仿真比较几种相位恢复算

法的性能, 并使用实验数据验证本算法的有效性和

优越性. 

2   理论方法

一般情况下, 离轴数字全息图可以用下式表示: 

I(x, y) = A(x, y)+B(x, y) cos [φ (x, y) + kxx+ kyy] ,
(1)

其中 A(x, y), B(x, y)分别表示全息图的直流量和

调制量; j(x, y)代表待测物体相位信息; kx, ky 分

别代表全息图中沿 x 方向、y 方向的载波频率.

I(x, y)

在实际全息图中, 相较于载波, 直流量 A、调

制量 B 和相位信息 j 的变化非常缓慢. 将  

在空域上进行移位, 即下移、右移以及右下移各一

个像素, 从而得到四幅相移全息图: 

I1 (x, y) = I (x, y) = A(x, y)

+B(x, y) cos [φ (x, y) + kxx+ kyy] , (2a)
 

I2 (x, y) = I (x+ 1, y) = A2(x, y)

+B2(x, y) cos [φ2 (x, y) + kxx+ kyy + kx] ,(2b)
 

I3 (x, y) = I (x, y + 1) = A3(x, y)

+B3(x, y) cos [φ3 (x, y) + kxx+ kyy + ky] ,(2c)
 

I4 (x, y) = I (x+ 1, y + 1) = A4(x, y) +B4(x, y)

× cos [φ4 (x, y) + kxx+ kyy + kx + ky] , (2d)

其中由于直流量、调制量和相位变化缓慢, A2, A3,

A4 和 A 近似相等, B2, B3, B4 和 B 近似相等, j2,

j3, j4 和 j 近似相等. 因此, 经过空间移位, 从一

幅离轴全息图提取出四幅含有载波相移的全息图,

其中相移值分别为 0, kx, ky, kx+ky. 将 (2)式整理

为一般表达式, 如下: 

Itm (x, y) = A(x, y) +B(x, y) cos[φ (x, y)

+ kxx+ kyy + δxm + δym], (3)

式中, 下标 m = 1, 2, 3, 4代表图像索引, 上标 t 代

表理论值, dxm 和 dym 代表沿 x, y 两个方向的相移

量 . 设沿行、列方向的载波相移分别为 Dym(y),

Dxm(x), 可以得到:  {
∆xm(x) = kxx+ δxm ,

∆ym(y) = kyy + δym .
(4)
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设坐标 (x, y)的总载波相移为 Dm(x, y), 为了

进一步阐述载波相移和沿 x, y 两个方向的载波和

相移之间的关系, Dm(x, y)可由下式表达: 

∆m(x, y) = ∆xm(x) +∆ym(y). (5)

在完成上述基本分析之后, 接下来将详细地描

述算法流程, 该算法的每一次迭代都包含三个步骤:

步骤 1　利用行、列的载波相移计算相位 j

a(x, y)=A(x, y), b(x, y)=B(x, y) cos[φ(x, y)],

c(x, y)=−B(x, y) sin[φ(x, y)]
定义 

 , 则 (3)式可改写为 

Itm(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos [∆m(x, y)]

+ c(x, y) sin [∆m(x, y)] . (6)

步骤 1中, 假设 kxm, kym 和相移 dxm, dym 是已

知的, 因此 Dm(x, y)是已知的, 而 a(x, y), b(x, y),

c(x, y)是所要求的量, 根据最小二乘法 [25], 可得 

  

M

M∑
m=1

cos∆m

M∑
m=1

sin∆m

M∑
m=1

cos∆m

M∑
m=1

cos2 (∆m)

M∑
m=1

cos∆m sin∆m

M∑
m=1

sin∆m

M∑
m=1

sin∆m cos∆m

M∑
m=1

sin2 (∆m)




a

b

c

 =



M∑
m=1

Im

M∑
m=1

Im cos∆m

M∑
m=1

Im sin∆m


, (7)

其中 M 代表干涉图的数量; Dm 代表第 m 张干涉

图的载波相移; Im 代表第 m 张全息图的实际强度.

则物体相位信息可通过下式计算: 

φ(x, y) = tan−1 [−c(x, y)/b(x, y)] . (8)

步骤 2　用物体相位和行载波相移确定列载

波相移, 进而使用线性回归算法计算列载波 kx

由 (3)式和 (4)式可知 , 列载波相移 Dxm(x)、

行载波相移 Dym(y)分别代表着 x, y 方向的载波相

移量, 二者相互独立, 且具有各自对应的线性函数.

步骤 2将利用相位 j(x, y)和行载波相移 Dym(y)

计算列载波相移 Dxm(x).

a′ (x) = A(x) b′m (x) = B(x) cos[∆xm(x)]

c′m (x) = −B(x) cos[∆xm(x)] φ′
m(x, y)

定义  ,   ,

 ,      =  j  (x,

y)+ Dym(y), 因此第 m 张全息图的表达式为 

I ′m (x, y) = a′ (x) + b′m (x) cos [φ′
m (x, y)]

+ c′m (x) sin [φ′
m (x, y)] . (9)

φ′
m(x, y) a′ (x) b′m (x)

c′m (x)

步骤 2中,    是已知量,    ,    ,

 是未知量, 根据最小二乘法, 可得
 

  

Y

Y∑
y=1

cosφ′
m

Y∑
y=1

sinφ′
m

Y∑
y=1

cosφ′
m

Y∑
y=1

cos2 (φ′
m)

Y∑
y=1

cosφ′
m sinφ′

m

Y∑
y=1

sinφ′
m

Y∑
y=1

sinφ′
m cosφ′

m

Y∑
y=1

sin2 (φ′
m)




a′(x)

b′m(x)

c′m(x)

 =



Y∑
y=1

I ′m

Y∑
y=1

I ′m cosφ′
m

Y∑
y=1

I ′m sinφ′
m


, (10)

式中, Y 代表总图像矩阵第 x 列的长度, 即图像矩

阵的行高.

则第 x 列载波相移 Dxm(x)可以通过下式计算: 

∆xm(x) = tan−1 [−c′m(x)/b′m(x)] . (11)

在离轴全息图中, 载波频率通常都较大, 上式

通过反正切求取 Dxm(x)必然出现包裹 . 又因为

Dxm(x)是关于 x 的线性函数, 因此, 可以通过线性

回归 [26] 得到载波频率 kxm, 即 

∆xm (x) = mod [kxmx+ δxm] . (12)

最后, 对所求得的 kxm 求取均值, 得到列载波频率 kx.

步骤 3　用物体相位和列载波相移确定行载

波相移, 进而使用线性回归算法计算行载波 ky

a′′(y)=A(y) b′′m(y) =

B(y) cos[∆ym(y)], c′′m(y)=B(y) sin[∆ym(y)], φ′′
m(x, y)

= φ(x, y) +∆xm(x)

与步骤 2类似 , 定义     ,   

      

 , 因此第 m 张全息图的表达

式为
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I ′′m (x, y) = a′′ (y) + b′′m (y) cos [φ′′
m (x, y)]

+ c′′m (y) sin [φ′′
m (x, y)] . (13)

φ′′
m (y) a′′ (y) b′′m (y) c′′m (y)步骤3中,   是已知量,   、  、 

是未知量, 根据最小二乘法, 可得 
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X 代表总图像矩阵第 y 行的长度, 即图像矩阵

的列宽. 第 y 行载波相移Dym(y)可以通过下式决定: 

∆ym(y) = tan−1 [−c′′m(y)/b′′m(y)] . (15)

与步骤 2同理, 对求得的 Dym(y)通过线性回

归得到载波频率 kym, 最后对 kym 求取均值, 得到列

载波频率 ky.

上述三个步骤构成了一次迭代过程. 在迭代次

数达到预设值或是恢复结果达到预设精度, 则计算

结束 . 本文中 , 将迭代过程中前后两次求得的

kx 和 ky 的误差值作为迭代是否停止的标准, 计算

过程如下:  (
kix − ki−1

x

)2
＋
(
kiy − ki−1

y

)2 ⩽ δ, (16)

其中阈值 d 是预设值; i 代表迭代次数. 在本文仿

真及实验中 d 被设置为 10–6.

为了更清楚地描述恢复过程, 每次迭代的流程

如图 1所示.
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图 1    算法的基本流程

Fig. 1. Flowchart of the proposed algorithm.
 

最后, 对本算法进行总结, 算法流程如下:

1) 使用 SCPS技术, 从一幅离轴全息图中提

取四幅载波相移全息图;

2) 将两个方向的载波相移作为已知量, 通过

最小二乘法求出物体相位;

3) 将物体相位、行载波相移作为已知量, 通过

最小二乘法和线性回归求出列载波相移和列载波;

4) 将物体相位、列载波相移作为已知量, 通过

最小二乘法和线性回归求出行载波相移和行载波;

5) 重复步骤 (2)—(4)直至满足迭代停止条件.

当满足迭代条件计算结束时, 便可同时得到载

波信息和物体相位信息. 由上述算法描述可知, 不

同于目前已有的最小二乘相位恢复算法, 本算法利

用线性回归技术建立了载波相移与载波之间的联

系, 实现了待测物体相位信息和载波信息的同时直

接获取. 

3   仿真实验

为了验证本文所提算法的有效性和优越性,

首先利用仿真对本算法进行验证, 同时与 FTA,

SCM, ZP和 DEA进行比较, 仿真过程中使用波长

为 632.8 nm的光源. 首先, 仿真生成一个光程差

为 100 nm的相位型半球, 像素大小为 256 × 256,

像素尺寸为 4.4 µm; 其次, 引入沿 x 方向载波 kx =

0.76, 沿 y 方向载波 ky = 0.64, 从而生成一幅离轴

全息图 , 如图 2(a)所示 . 分别使用 FTA,  SCM,

10倍 ZP, 20倍 ZP, DEA和本算法对该全息图进

行相位恢复, 得到 6个恢复结果如图 2(b)—(f)所

示. 由仿真结果可知, 6个恢复结果中, 仅有本算法

和 DEA能去除载波, 得到准确的相位恢复结果.

经多次仿真实验可知, 本算法对于载波数值的

计算精度可达到 10–7 级; 而 ZP法欲达到 10–7 的精

度, 需要将图像进行 107 倍的补零, 数据量已经远

远超过普通计算机的内存容量, 致使该算法无法运

行; 同时, SCM法的定位精度严重依赖于所选区
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域, 很难在实际应用中取得良好的效果. 因此, 虽

然本算法的迭代过程耗时较长, 但是不需要提前采

集背景全息图就能准确地去除载波, 具有极高地实

用价值.

为了验证本算法的抗噪能力, 向生成全息图中

加入均值为 0、方差为 0.005的高斯白噪声, 进行

仿真验证. 鉴于 DEA算法的优越性, 仅使用其和

本算法对含噪声的全息图进行恢复, 得到恢复结果

分别如图 3(a)和图 3(b)所示. 为了便于分析比较,

求出恢复结果相较于初始值的残差, 如图 3(c)和

图 3(d)所示, 并将残差图的峰谷值 (peak-valley,

PV)和标准差 (standard deviation, SD)标注在残

差图的右上角. 从图中可以看出, 相较于 DEA, 本

算法的 PV和 SD更小, 具有更好的恢复质量.

为了更深入地对比本算法和 DEA的抗噪能

力, 使用本算法和 DEA对含有 0均值和不同标准

差高斯白噪声的全息图进行相位恢复, 分别计算两

种算法恢复结果与初始值间残差的 PV和 SD, 获

得结果如图 4所示. 从图 4中可以看出, 随着噪声

的放大, 两种算法恢复结果的 PV和 SD都在增大,

标志着恢复质量也在逐渐降低. 但是, 即使噪声方

差增至 0.025的情况下, 本算法仍能较高质量的恢

复出物体相位信息, 从而证明了本算法具有较强的

抗噪干扰能力.

由此得知, 本文提出的算法在不需要任何背景

全息图的条件下, 仅仅利用单幅离轴数字全息图即

可在去除载波的同时, 实现待测相位准确直接恢复. 

4   实验结果及分析

为了进一步验证所提算法的有效性, 利用 FTA,

10倍 ZP, SCM, DEA和本算法分别对实际获取的

一幅全息图进行恢复. 在实验中, 使用分光瞳离轴

数字全息系统 [27] 测量一块反射式的硅片样品, 所

测得的全息图如图 5(a)所示, 相位恢复结果分别

如图 5(b)—(f)所示. 从图 5(b)—(f)中的恢复结果
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图 2    (a) 光程差 100 nm相位型半球生成的离轴全息图; (b)—(f) 使用 FTA, SCM, 10倍 ZP, 20倍 ZP, DEA和本算法的恢复结果

Fig. 2. (a)  Off-axis  hologram of  a  phase  hemisphere  with  100 nm optical  path  difference;  (b) –(f)  retrieved  phase  maps  by  FTA,

SCM, ZP with 10 times zero-padding, ZP with 20 times zero-padding, DEA and the proposed algorithm. 
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图 3    确定高斯白噪声影响下的 (a)本算法和 (b)DEA的

恢复结果, 以及 (c)本算法和 (d)DEA的残差图

Fig. 3. Retrieved phase maps from the hologram with Gaus-

sian  white  noise  by  (a)  the  proposed  algorithm  and  (b)

DEA, and the  corresponding  residue  maps  by  (c)  the  pro-

posed algorithm and (d) DEA. 
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可知, 如同仿真结果, FTA, 10倍 ZP和 SCM均无

法准确实现相位恢复, 而只有 DEA和本算法得到

了较为准确的恢复结果. 为了进一步验证本算法的

恢复质量, 对图 5(e)和图 5(f)实线处做一维剖面,

其剖面数据如图 6所示. 本算法高、低位置的标准

差分别为 0.0613 rad和 0.1218 rad, 而 DEA高、

低位置的标准差分别为 0.1051 rad和 0.1303 rad.

由此可见, 本算法在不需要额外记录背景全息图的

情况下, 就能达到和 DEA相近的恢复质量.

上述实验已经验证了本算法在边缘突变物体

上的有效性, 接下来将对酒精蒸发过程中的一帧数

据进行处理, 以验证本算法对于边缘连续的物体仍

具有有效性. 图 7(a)为酒精蒸发过程中采集到的

一帧数据 , 图 7(b)—(f)是分别使用 FTA, 10倍

ZP, SCM, DEA和本算法的恢复结果. 可见, 相比

于其他算法, 本算法和 DEA仍能更准确的恢复

出物体相位信息. 为了更直观地展现本算法的恢

复质量, 将图 7(e)和图 7(f)中白线标记的剖面数
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图 4    不同噪声情况下本算法和 DEA算法对应残差值的 PV和 SD

Fig. 4. PV and SD of the residue maps by the proposed algorithm and DEA with different variance. 
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图 5    硅片实验结果 (a)全息图; 利用 (b) FTA, (c)10倍 ZP, (d) SCM, (e) DEA和 (f)本算法的恢复结果

Fig. 5. Experimental  results for silicon wafer:  (a) Hologram; retrieved phase maps by (b)FTA, (c)ZP with 10 times zero-padding,

(d) SCM, (e) DEA and (f) the proposed algorithm. 
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图 6    图 5(e)和图 5(f)中白线所标剖面数据

Fig. 6. 1D  phase  profile  along  the  white  lines  in  Fig.  5(e)

and Fig. 5(f). 
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据提取出来, 如图 8所示. 从图 7(b)—(f)所示的恢

复结果可以看出, 本算法可以实现连续形貌高质

量恢复. 

5   结　论

针对离轴数字全息相位恢复存在的问题, 基于

SCPS, 本文基于 SCPS提出了一种结合线性回归

的直接提取载波与物体相位的相位恢复方法. 该算

法利用 SCPS, 将一幅离轴全息图分解成 4幅含有

载波相移的全息图, 再利用线性回归建立起载波和

相移之间的关系, 最后通过迭代过程恢复出物体相

位信息和沿 x, y 方向的载波信息. 仿真与实验表明,

提出的方法不需要背景全息图作参考, 即可精确地

提取载波信息和物体相位信息, 且具有与最常用的

DEA相近的恢复效果. 该方法不仅不需要先验信息,

而且相较于以往的去载波方法具有更高的精度, 对

于离轴数字全息的实际应用具有重要的意义.
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图 7    酒精实验结果 (a)全息图; 利用 (b) FTA, (c)10倍 ZP, (d) SCM, (e) DEA和 (f)本算法的恢复结果

Fig. 7. Experimental  results  for  alcohol:  (a)  Hologram;  retrieved  phase  maps  by  (b)FTA,  (c)ZP  with  10 times  zero-padding,

(d) SCM, (e) DEA and (f) the proposed algorithm. 
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图 8    图 7(e)和 (f)中白线标注一维剖面图

Fig. 8. 1D phase  profiles  along  the  white  lines  in Fig.  7(e)

and Fig. 7(f). 
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Abstract

Benefitting  from  the  high  measurement  efficiency,  off-axis  digital  holography  (DH)  has  become  a  most
powerful DH technique for fast and high-accuracy measurement. Owing to the carrier frequency, the real image
can be isolated easily in the Fourier spectrum of one off-axis hologram, so that the Fourier transform algorithm
(FTA) is the most widely used algorithm for off-axis DH to realize the phase retrieval. In the FTA, one of the
most important tasks is to figure out the accurate peak position of the real image and then shift the real image
to the center of spectrum to remove the carrier. However, owing to the digitalization of the hologram, the peak
position of  the  real  spectrum is  always  not  located at  an integral  pixel  position in  the  practical  applications,
resulting in carrier residuals, thereby lowering the retrieval quality. Much work on accurately determining the
peak  position  has  been  conducted  to  suppress  the  carrier  residuals,  such  as  by  using  the  spectrum  centroid
method  and  zero  padding.  However,  those  estimation  algorithms  can  achieve  only  satisfied  accuracy  in  some
situations. Then, spatial carrier phase shift (SCPS) is utilized to expand the utilization of space-bandwidth and
avoid  the  spectrum  leakage  caused  by  band-pass  filtering.  The  SCPS  decomposes  one  off-axis  hologram  into
several sub-holograms, in which the carrier induces the phase shifts between sub-holograms. Many on-axis phase
retrieval  algorithms are  combined with SCPS to retrieve the phase  from one off-axis  hologram. However,  the
retrieved phase is usually composed of the sample phase and the carrier, so the accurate carrier information is
also required to remove the carrier and obtain the correct reconstructed phase. In this paper, an accurate phase
retrieval with carrier removal from single off-axis hologram by using the linear regression is proposed to achieve
the  simultaneous  phase  retrieval  and  carrier  removal.  In  this  method,  four  phase-shifted  sub-holograms  are
extracted  first  from  one  off-axis  hologram  by  SCPS.  Since  the  phase  shift  between  sub-holograms  is  linearly
proportional to the carrier, the linear regression can be combined with least-square method to retrieve the phase
and carrier simultaneously. Both the simulation and experimental results show that the proposed method can
determine the carrier accurately and obtain correct phase without carrier. We believe that this proposed method
can be applied to practical measurement.

Keywords: off-axis digital holography, phase retrieval, carrier frequency, linear regression
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